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DYNAMICKÉ SYSTÉMY 
S REGULÁRNÍ PRAVOU STRANOU I*) 

JIŘÍ GREGOR 
(Katedra matematiky a deskr. geom. el. fak. ČVUT) 

Článek se zabývá dynamickými systémy v rovině, jejichž pravá strana v komplex
ním zápisu je regulárni funkci proměnné x -f iy. To je věc, na kterou kdysi upo
zornil N, P. Jerugin a o které se recensenti učebnice I. M. Matvejeva (viz Uspechi 
matěmatiČeskich nauk, sv. XII, 6. 3 (75), str. 279 — 283, 1957, učebnice je v Článku 
citována) vyslovuji celkem pohrdavě. 

Ukazuje se však, že věc je velmi zajímavá. To je patrné např. odtud: jsou-li 
periodická řešeni, pak vytvářejí střed, naČeí jejich existence nikdy není narušena 
členy vyššího řádu. 

V článku jsou dále zkoumány, celkem obecně, dynamické systémy, jejichž pravé 
strany mají násobné nuly nebo póly. Málo praoí se dosud zabývalo poněkud obec
nější třídou takovýchto systémů, a žádná nedosahuje ták úplných výsledku. 

Lze očekávat, £e tento článek bude východiskem dalších prací: 
O. Hájek 

Uvažujme soustavu dvou diferenciálních rovnic 

dy \ áx 
— = u(x, y) — = v(x, y) , (1) 

jejichž pravé strany jsou v oblasti Z) spojitými funkcemi proměnných x y a se spoji
tými prvními parciálními derivacemi, které splňují vztahy 

du dv du dv 
— = — 5$= 0, = =£ 0 • (2) 
Bx dy dy dx ' 

H. II. EpyrHH poukázal na to1), že rovnice (1) jsou při splnění podmínek \2) ekvivalentní 
s rovnicí 

- ^ = f(z) , f(z) ^ 0 , . (3) 

kde f(z) je komplexní funkcí proměnné z, regulární v oblasti D, t je reálný parametr. 

Pojem řešení a trajektorie rovnice (3) budeme používat v obvyklém slova smyslu. 
Jestliže v jednoduše souvislé oblasti G c D je stále f(z) #= 0, pak existuje funkce F(z) 

regulární v G taková, že F'(z) = - — . nesením rovnice (3) je pak funkce z(ť), pro kterou 
f(z) 

platí: je-H z(t) * G pro \t — t0\ < A, pak F[z(t)] -^»F[z(t0)] = t.— t0. Trajektorií rovníce (3) 
je pak libovolná křivka z = z(t), která splňuje rovnici F(z) = t +.C, kde C je komplexní 
číslo. . 

Bod z09 pro který jest f(z0) = 0, nazveme kritickým bodem diferenciální rovnice (3), 
bod %, který je isolovaným singulárním bodem funkce f(z), nazveme smgulámím bodem 
diferenciální rovnice (3). Není na újmu obecnosti, položíme-li z0 = 0. Je-li f(z) ^ 0, pak 
vždy existuje okolí D bodu z0 takové, že /(z) je regulární všude na {D —- (z^} a nemá tam 

*) Podnětem k tomuto článku byly některé otázky trajektorií jednoparametrických soustav 
čar a jejich obálek, kterými se zabýval seminář prof. dr. Zd. Pírka v létě 1957. J. G. 

*) H. II. EpyrHH, Zamečanije ob intěgrirovaniji sistěmy dvuch uravněnij v koněČnom vidě, Prikl. 
mat. i mech., sv. XIV, 1950, str. 315. 
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kořeny. V dalším se omezíme na vyšetření trajektorií v D. Orientace těchto trajektorií 
je dána příslušnou parametrisací, t. j . řešením diferenciální rovnice. 

Vyšetřme nejprve zvláštní případ rovnice (3) 

áz 
' ' ' (4) dt 

= <xz , <x =j- 0 , komplexní. 

Integrací dostaneme ln z = <xt -f- Clf a dále 

2 = C e a í , kde C = ec-. (5) 

Reoc >0 Rea< 0 

Obr. 1. 

tm oc >0 Imot * 0 

OЬr. 2. 

Rozlišme nyní tyto případy: 

1) oč — a -= 0, (<x reálné): 
Trajektoriemi jsou všechny polopřín^y „procházející" počátkem. Jejich orientace 

je dána znaménkem reálného čísla a a je patrná z obr. 1. 
2) <x -f- a — 0, (<x ryze imaginární): 

Snadno se přesvědčíme, že trajektoriemi jsou soustředné kružnice. Jejich orientace 
je dána znaménkem Čísla Ima a je patrná z obr. 2. 
3) (x — « 4= 0, <x -f- a 4= 0: 

Nasobíme-li rovnici (5) rovnicí s ní ekvivalentní z = C eat dostaneme (po přechodu 
4 - R e * 

k polárním souřadnicím (o, t) a odmocnění) rovnici tvaru o = A e 2 , což je rovnice 
soustavy logaritmických spirál; homothetických vzhledem k bodu (0). Jejich tvar a orien
tace je dána znaménky čísel Re<x, Ima, jak je vidět na obr. 3. 
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Nazveme nyní kritický bod z0 = 0 rovnice (3) dikritickým uzlem, středem, ohniskem, 
je-li průběh trajektorií rovnice (3) v okolí D „podobný" uvedeným případům 1) — 3). 
Přesněji: 

Definice 1. Nechť /(O) = 0. Pak počátek nazveme dikritickým uzlem trajektorii rovnice (3), 
jestliže ke každému bodu z{ = eí<p (— n < <p ^ TU) jednotkové kružnice existuje řešeni z(t) 

a posloupnost {z(tn)} 0 tak, z lim = z,-, 
l/Þ(<я)]l 

Ima < 0 
Rea>0 

Im a > 0 
Re a > 0 

Ima >0 
Rea <0 

Ima < 0 
Rea < 0 

OЪr. 3. 

Definice 2. Nechť /(O) -= 0. Pak počátek nazveme středem trákjektorii rovnice (3), jestHže 
existuje okoli Dx počátku tak, že Dx C D a každým bodem Dx prochází uzavřená trajektorie, 
mající počátek uvnitř, 

Definice 8. Nechť /(O) = 0. Pák počátek nazveme ohniskem trajektorií rovnice (3), jestliže 
pro každé řešení z(t) a libovolný bod zt = eiv (— TC < q> ^ TC) existují posloupnosti {z(tn)} -> 0 

/!>(*„)] 

Uvedeme ještě definici výjimečného směru diferenciální rovnice (3), kterou budeme 
potřebovat později. 

Definice 4. Nechť {zk(t)} je libovolná posloupnost řešení diferenciální rovnice (3) a {zk(tn)} 
je libovolná posloupnost bodů, na těchto řešeních. Lze-li z ní vybrat takovou posloupnost bodů 
{**,(*»,)} -> 0, aby 

\*kt(tnt)\ f[zK(tnt)] 
lim • 

*kt(tnt) \f[Zkt(tnt)]\ ± i , 
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nazýváme každý směr, určený radiusvektorem některého hromadného bodu posloupnosti 

— - — — r výjimečným směrem diferenciální rovnice (3). 
l**ť(MJ 

Geometrická interpretace: Pos loupnost tvaru \—— . —\ z definice 4. lze uvést v sou-
l«ť l/ťlj 

v is lost s pos loupností úhlů radiusvektorů bodů Zj ({z,} —> 0) s příslušným vektorem směro
v é h o po le, charakterisovaného rovnicí (3). Je-li limita této posloupnost i rovna +1, pak 
posloupnost těchto úhlů je nulová nebo konverguje k TT. Udává- l i t e d y b o d ei(f výj imečný 
směr a „prochází-li" trajektorie počátkem, pak po lopřímka určená počátkem a výjimeč
n ý m směrem je její (neorientovanou) tečnou. 

V té to souvislosti uvedeme ještě větu, která bude mít v da lším pomocný charakter. 

Věta 1. Je-li v diferenciální rovnici (3) /(O) = 0, /'(O) 4= 0 a existuje-li posloupnost 

í z ( ř n ) } ~^ 0» Pa^ množiny hromadných bodů posloupností \ 1^-T-\ a \ — \ jsou shodné 

aí na otočení. 

D ů k a z : Funkc i f(z) lze za uvedených podmínek psát ve tvaru f(z) = oc0z + oc1zq)(z), 

OÍQ 4= 0, kde q>(0) = 0. P r o každou vybranou posloupnost, p r o kterou existuje lim - —— , 
i/txy]! 

. + . + , . y *('•) , .. V X / [ * ( * J ] *0 r *(*«) T l . . , , 
-existuje také lim a platí: lim = . lim . l i m je tvrzení do-

l-(«.)l W-Wl l l«o! I«(*»)l 
k á z á n o . 

D ů s l e d k y : 1) Otočení je zřejmě dáno p r o všechny hromadné body komp lexním číslem 
OÍQ 

. Právě p r o x0 = \x0\ splývají množ iny hromadných bodů obou posloupností . 
l«ol • 

2) Pro OÍQ = óč0 jsou obě množ iny shodné nebo souměrné podle počátku , podle toho zda 
• a > 0, nebo oc < 0. 

I I 

Vyšetříme nyní trajektorie diferenciální rovnice (3) v oblasti D za předpokladu, 
:že f(z) m á v bodě z0 = 0 jednoduchý nulový bod . 

Věta 2. Nechť f(z) v diferenciální rovnici (3) je funkce regulární v oblasti D [\z\ < i?], 
J(0] — ,0, /'(0) = oc 4= 0, pak počátek je středem trajektorií právě tehdy> je-li oc + oc = 0. 

D ů k a z : Funkce má v bodě z = 0 jednoduchý pól a p latí res — - = — . V oboru 
/(z) z'=o/(z) « 

0 < | z | < R lze t e d y psát 
1 1 

— - = + a0+ axz + ... 
f(z) (XZ 

~a p o integraci diferenciální rovnice t<edy 

— ln z + q>(z) = t + C19 

k d e q> je regulární v D, q(0) = 0 a Cx je l ibovolná komp lexní konstanta . 
Zavedme funkci xp(z) vztahem tp(z) = ea^z>. Funkce \p(z) je regulární v D, \p(z) #- 0 n a D , 

tp(0) = 1. Trajektorie diferenciální rovnice (3) splňují t e d y v tomto případě rovnici 

ztp(z) = C eMt, k d e C = e" c- . (6) 

> 
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Funkce ea* je periodická právě tehdy, je-li a -f- a = 0. Křivky (6) jsou tedy uzavřené 
pro a -f- a = 0. Podmínka je nutná. 

Za druhé: nechť ot -f- a = 0. Jest 

[— « . v(z) I = V(0) = 1 , 
d* J z = o-

takže existuje okolí D0 počátku, v němž z . y>(z) je prostá funkce; lze předpokládat D0 c D. 
Dále: nula je řešením rovnice (3); existuje okolí G C D0 počátku takové, že pro každé 
řešení z(t) rovnice (3) s z(0) € G jest 

z(t) e D0 pro 0 £ t £ 2TT .2) 

Z jednolistosti ẑ O5) a rovnice (6) plyne pak z(0) = z(2iz). 
Celkem: existuje okolí počátku takové, že každá trajektorie protínající G je uzavřená 

a leží v D0. Všechny tyto trajektorie obsahují počátek ve svém vnitřku3). Tedy počátek 
je středem, podniínka je postačující. 

Věta 3. Je-li f(z) v diferenciální rovnici (3) funkce regulární v D[\z\ < R~\ a dále je-li 
/(O) = 0 a /'(O) = <% 4= 0, pak počátek je dikritickým uzlem trajektorií právě tehdy, když 
a = a. 

Důkaz : Trajektorie rovnice (3) vyhovují rovnici zy>(z) = G eat (viz důkaz věty 2.). 
Tedy právě pro oc = oč existuje na každém řešení z(t) posloupnost {z(tn)} -£ 0. Dále: 
ke každému bodu jednotkové kružnice existuje řešení z(t) takové, že tento bod je hromad -

z(t ) 
ným bodem posloupnosti — , [y>(0) = 1!]. Podle důsledků věty 1. je tento bod (nebo 

Wn)l 
bod s ním souměrný podle počátku) také hromadným bodem posloupnosti n 

\fíz(tn)]\ 
a tedy počátek je dikritickým uzlem. 

Věta 4, Je-li f(z) v diferenciální rovnici (3) funkce regulární v oblasti D[\z\ <R] a dále 
je-li /(O) = 0 a F(0) = a=t=0, a ± a - # 0 , pak počátek je ohniskem trajektorií rovnice (3). 

Důkaz : Plyne z definice ohniska a z vět 1. a 2. 

III 

Než přejdeme k rozboru násobných nulových bodů a násobných singulárních bodů 
funkce f(z) na pravé straně rovnice (3), vyslovíme několik jednoduchých důsledků defi
nice 4. Budeme i nadále předpokládat, že singulárním nebo kritickým bodem rovnice (3) 
je bod z = 0. 

1. Má-li f(z) v bodě 2 = 0 nulový bod řádu n 4- 1 pak existuje 2(n —- 1) výjimečných 
směrů. Jim odpovídající polopřímky vytínají na jednotkové kružnici vrcholy pravidel-

z(tA 
ného 2(n — 1) — úhelníka. Označíme-li totiž lim = e^«, dostaneme pro tento 

\z(h)\ F 

případ 
oízn(tt) -f- zn(ti) . a(z) oc 

e~jv — — -> e-'*- e ín*>* > ± 1 , 
\azn(t{) + z*(t{) . a(z)\ | a | 

a) viz na př. H. M. MaTBeeB, Metody intégrirovanija obyknovennych differencialnych uravnénijt 
Izd. leningr. univ., 1955, stť. 245. 

3) viz HeMMn,KHií—CTenaHOB, Kačestvennaja téorija differencialnych uravněnij, M.-L. 1949, 
str. 64; str. 77. 
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a t e d y e^n~1)(p9= , kde <p0 je argument komplexního čísla, určujícího výjimečný 

směr. Vyslovené tvrzení plyne nyní z vlastností odmocniny komplexního čísla. 
2. Má-li f(z) v bodě 2 = 0 pól n-tého řádu, pak existuje 2(n + 1) výjimečných směrů. 

Jim odpovídající polopřímky vy tínají na jednotkové kružnici vrcholy pravidelného-
2(n -f 1)-úhelníka. O tomto tvrzení se můžeme přesvědčit obdobně, jako v předchozím 
případě. 

Zavedeme ještě pojem indexu singulárního bodu. 
Definice 5, Indexem singulárního bodu 2 = 0 diferenciálni rovnice (3) nazveme hodnotu 

integrálu „ 

-*І J ì 2*j J HQЄ*?) 
i d e ^ . 

kde f(z). — pravá strana rovnice (3) — je regulární v D [\z\ < r] 8 výjimkou bodu z = 0r 

kde může mít pól nebo nulový bod libovolného řádu, Q < r. 
Ze známé věty o hodnotě integrálu tohoto typu plyne ihned řada vlastností indexu. 

a r n, je-li bod 2 = 0 n-násobným nulovým bodem funkce f(z), 
0, je-li bod 2 = 0 regulárním bodem funkce f(z), /(0) =# 0, 

—n, je-li bod 2 = 0 /t-násobným pólem funkce f(z). 

Obráceně: Je-li index singulárního nebo kritického bodu roven k, pak pravá strana rovnice 
(3), je-li meromorfní v D, má k-násobný nulový bod, je-li k > 0 a k-násobný pól, je-li 
k < 0. Toto tvrzení plyne přímo z definice. Na př. pro k < 0 je k rovno násobnosti pólu. 
funkce /(2),ineboť v D není jiných pólů funkce ](z) a nejsou tam ani nulové body f(z). 

Mezi počtem výjimečných směrů p a indexem i singulárního bodu platí vztah 
p = 2\i - 1|, i =i= 1 . (9> 

IV 
.Přejdeme k rozboru násobných kritických bodů a násobných singulárních bodů dife

renciální rovnice (3). 
Věta 4. Má-li funkce f(z) v diferenciální rovnici (3) v bodě 2 = 0 pól k-tého řádu, pák ko

nečný počet trajektorií prochází počátkem a pro ostatní trajektorie v okoli D platí: ke každé 
trajektorii existuje okolí Dx C D počátku, ve kterém neleží žádný bod této trajektorie. 

D ů k a z : Trajektorie vyhovují v tomto případě rovnici 

<xzk+1. q>(z) = t -f- G , (10> 

kde cp(z) je funkce regulární v D, <p(0) = 1. Rozlišme nyní dva případy: 
a) G = G (G reálné): 

Neuvažuj eme-li posunutí parametrisace po téže trajektorii, můžeme položit G = 0. 
Jelikož <p(z) =}= 0 všude na D, musí ná trajektorii ležet bod 2 = 0. První část věty je doká
zána. 
b) G * G: 

Pro všechna t jestř + C + 0 . Jelikož <p(z) -pOnaD, musí být [podle (10)] 2*+1 4= 0 r 

odkud plyne druhá část vysloveného tvrzení. 
Věta 5. Má-li funkce f(z) v diferenciální rovnici (3) v bodě 2 = 0 nulový bod k-tého řádu 

(k > 1), a je-li res = 0, pak všechny trajektorie „procházejí" počátkem a ke každé 
* = o /(z) 

trajektorii existuje alespoň jeden výjimečný směr, který s bodem (0) určuje tečnu k trajektorii-
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k'2 k-3 

k--1 k—2 

->• orkrtac* trajektorh 
-*> vyjímeiný směr 

OЪr.4. 
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D ů k a z : Počá tek je kr i t ickým b o d e m rovnice (3). Tra jektorie může „procháze t" 
p o č á t k e m p o u z e p r o \t\ -> oo4). Uvažu jme soustavu kružnic zn = rn e- r takovou, že {rn} -> 

{ I ^ ' ^ n } 
- - — — f -> 1, kde z(tn) jsou průsečíky pevné tra jektorie s příslušnou kružnicí. I - * J 

c\ . <p(z) 
Tra jektorie diferenciální rovnice vyhovuj í rovnici — — — = t -f- C, kde <p(z) j e funkce 

(X . w(r e i r ) 
regulární v D , <p(0) = 1. P r o průsečíky s kružnicemi zn = rn eiT mus í b ý t — ^ — £ = 

r*~~1 e-(fc""->r 

* - i , a 

1 j e s t — = _ e-(*_1>T, o d k u d p lyne první čás t = tn -f- C a t e d y p r o r n -> 0 a 
i t . 

vysloveného tvrzení . Druhá čás t j e důsledkem definice vý j imečného směru (viz geo
metr ická interpretace definice 4.)5)6). 

Jako ilustraci k právě vys loveným v ě t á m p r o v e d m e rozbor diferenciální rovnice 

Z = (XZk k #: 0, k 4= 1, (11) 
k d e k j e číslo celé. 

Volíme-li p r o jednoduchos t OÍ = 1 (čehož lze v ždy d o s á h n o u t o točením ko lem počá tku), 
d o s t a n e m e p o integraci 

zi-k „ ( 1 _ k ) { t + G ) m ( 1 2 ) 

Tra jektorie diferenciální rovnice (11) mus í vyhovova t rovnici (12). Není na ú jmu 
obecnost i, volíme-li C ryze imaginární (C = X j ) . Zře jmě ke každé h o d n o t ě X ex istuje 
\k — 1| křivek, splňujících rovnici (12). P r o X = 0 jsou t o přímky (event. po lopřímky) . 
Je-li X =j= 0 pak na každé t ra jektor i i leží bod, jehož vzdálenost od počá tku j e ne jvětší 
(pro k > 1) resp. ne jmenší (pro k < 0). P r o \z\ tot iž p la t í |z|*<-•-*> = (1 — k)2(t2 -f A1). 
\z\ dosahu je m a x i m a (resp. m in ima) p r o t = 0 a t o t o m a x i m u m (pro k > 1) resp. m i n i m u m 

i 

(pro k < 0) j e s t | z | m = [\X(l — k)!]1_fc, A 4= 0. Průběh tra jektorií p r o některé h o d n o t y k 
j e pa trný z obr. 4 (šipkou —1> jsou vyznačeny vý j imečné směry). 

Děku j i s. O. Há jkov i, as is ten tu ka tedry m a t e m a t i k y a d. geome tr ie fakulty elektro
technické, za konkrétní p o m o c p ř i práci na t o m t o článku. 
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H . M. MaTBeeB, Metody intěgrirovanija obyknovennych differencialnych uravněnij. Izd. len. 
un., Leningrad 1955. 

B. B . HeMtmKHň — B. B. GTenaHOB, Kaóestvennaja těorija differencialnych uravněnij, 
GITTL, M L 1949. 

M. H . n p H B a j i O B , Vveděnije vtěoriju funkcij komplexnogoperemennogo, GITTLM-L 1954. 
H A. C a x a p H H K O B , Rešenije problémy centra i fokusavodnom slučaje, Prikl. mat. mech., sv. XIV, 

1950, str. 651. 
O. V e j v o d a , O stabilitě integrálu soustavy dif. rovnic v komplexním oboru (autoreferát), Čas. 

pro pěst. mat . , roč. 21 (1956), é. 3. 

4) Tamtéž, str. 31. 
5) Singulární bod diferenciální rovnice s vlastnostmi, popsanými větou 5, se obvykle nazývá 

sedlovým bodem. Singulární bod s vlastnostmi, popsanými větou 6, se obvykle nazývá uzlem. 
6) Jak ukázal s. O. Hájek, lze větu 5 dokázat í bez předpokladu o residuu. Tvrzení předchozích 

vě t zůstává tedy v platnosti i pro meromorfní funkce. 
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