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150 let od objevu kvaterniont

Jindfich Becvd¥, Praha

Pred 150 lety, dne 16. 10. 1843, byly objeveny kvaterniony. Jejich objevitelem byl
irsky matematik, fyzik a astronom, Sir William Rowan Hamilton (1805-1865). S ob-
jevem kvaterniond tzce souvisela problematika komplexnich &isel, jejich vSeobecné
uznanf a pochopeni jejich geometrické interpretace.

* % *

Komplexni éisla se poprvé objevila v 16. stoleti pfi feseni algebraickych rovnic
v pracich italskych matematiki. Bylo to v knize Ars magna (1545) Gerolama Cardana
(1501-1576) a v knize Algcbra (1572) Rafacla Bombelliho (1526-1573). V 17. a 18.
stoleti s nimi pracovali hlavné Albert Girard (1595-1632), René Descartes (1596~
1650), ktery uzil terminu ,imagindrni éislo“, Isaac Newton (1643-1727), Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), Johann Bernoulli (1667-1748), Abraham de Moivre
(1667-1754), Leonhard Euler (1707-1783), ktery pro v/—1 zavedl symbol i, a dalsi.
Koncem 18. stoleti se jiz komplexni ¢isla hojné a s Gspéchem uzivala v matematické
analyze (funkce komplexni proménné, linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty, vypoéty integralt apod.), v hydrodynamice, kartografii atd. Pro jejich
viestranné uznani jisté prispéla i problematika souvisejici se zdkladuni vétou algebry.
Presto vSak jesté stale nebylo jasné, jak chépat prvek /=1 a jak si komplexni ¢isla
pfedstavit. Chybélo to, éemu Fikdme geometrickd interpretace komplexnich éisel, tj.
pfedstava o komplexnich cislech jako bodech roviny. Tuto skuteénost miizeme doloZit.
napf. Leibnizovym vyrokem, Ze ,komnplexni &isla jsou divem analyzy, netvorem svéta
ideji, obojzivelnikem mezi bytim a nebytfin“.

Prvni myslenka o vztahu koniplexnich éisel a bodi roviny se objevila u anglického
matematika Johna Wallise (1616-1703), profesora oxfordské univerzity, ktery ve své
knize De algebra tractalus (1685) znazoriioval imaginarni &slo v/—be jako kolmou
usecku k opacné orientovanym Gseckdm b, c:

V-be

) B L

b c

Inspirovén byl zfejmé LEuklidovou vétou o vysce. Wallisova idea vSak nemeéla ohlas.
Zd3a se témér jisté, Ze Euler, i kdyZ pojem komplexniho &isla exaktné nedefinoval,
chédpal komplexni &islo & + yi jako bod roviny s kartézskymi soufadnicemi x, y. UZival
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poléarni soufadnice a vyjadfoval komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru
z + yi = r(cosp +isin ).

Kofeny rovnice 2™ = 1 reprezentoval vrcholy pravidelného n-thelnika.

Norsky kartograf a geodet Caspar Wessel (1745-1818), spolupracujici s Danskou
akademii véd, rozpracoval roku 1799 vektorovy pocéet v roviné a podal geometrickou
interpretaci komplexnich &isel a jejich operaci jako bodid & vektor roviny. Zavedl
imaginarni osu kolmou k ose redlné, vektory roviny reprezentoval komplexnimi ¢&isly
a operace s vektory provadél pomoci operaci s komplexnimi ¢isly. Wessel psal € misto
v/—1. Pokousel se operovat i s vektory v prostoru. Cely tento aparat vytvoril pro feSenf
geodetickych Gloh. Jeho prace vsak zcela zapadla, snad proto, Ze byla psina dansky.
Ve francouzském prekladu byla vydéana az po sto letech.

S obdobnou myslenkou geometrické interpretace komplexnich ¢&isel prisel roku 1806
$vycarsky matematik Jean Robert Argand (1768-1822). Interpretoval /=1 jako oto-
&eni roviny o 90° (inspirovan byl rovnosti /=1../=1 = —1).

Ke geometrické interpretaci komplexnich &isel jako bodd roviny dospél na pfelomu
18. a 19. stoleti i Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Ke vSeobecnému uznani a rozsifeni
této myslenky dochazi az ve dvacatych a tficatych létech minulého stoleti zejména
pod vlivem knihy Cours d’analyse (1821), kterou napsal Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) a hlavné pak pod vlivem vyznamné Gaussovy prace Theoria residuorum
biquadraticorum (1831). Rovina komplexnich ¢isel byla proto v 19. stoleti nazyvéna
Gaussovou rovinou nebo Cauchyovou rovinou. Komplexni éisla pfestala mit tajuplny
charakter; pfirozenym zpasobem byla chépdna i aritmetika komplexnich Cisel dana
rovnostmi

(e+y)+ @ +yi)=(z+2")+(y+ V)i,
(x4 yi).(2' + i) = (z2' — /) + (2 + y2')i

¢i v goniometrickém tvaru
r(cosp +ising) - r'(cos ¢’ +ising’) = r- ' [cos(p + ¢') +isin(p + ¢')].

Gaussovo pojeti komplexnich ¢isel roku 1833 mirné modifikoval Hamilton. Kom-
plexni &isla povaZoval za dvojice redlnych &isel; jejich s¢itani a nésobeni definoval
rovnostmi

@y + @ Y) =+, y+Y),
(2,9) - (2,¥) = (' -y, 2y’ + va").
Obé& pojeti komplexnich &isel, Gaussovo i Hamiltonovo, jsou ndm dnes zcela bézna.
Stejné pochopitelna je pro nas i jejich geometrick interpretace. Komplexni ¢islo z + yi
je v roving opatfené kartézskymi soufadnicemi zndzornéno bodem M = [z, y], nebo

jesté 1épe vektorem OM vedenym z poéatku O do bodu M. Séitani komplexnich Eisel
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odpovid4 s¢itani vektort (vektorovy rovnobéznik) a nasobeni komplexnich &isel (jako
vektorll) mé rovnéz geometricky simysl (je vidét zejména pfi vyjadieni komplexnich éi-
sel v goniometrickém tvaru): vyndsobi se délky pFislusnych vektord (absolutni hodnoty
nebo téZ moduly komplexnich &isel) a seétou se pfislusné argumenty.

Komplexni éisla byla tedy od tficatych let minulého stoleti chipina jako dvoj-
slozkova Cisla, kterd byla geometricky interpretovdna jako body roviny (Gaussova
rovina). Vznikla jakymsi procesem zdvojeni oboru redlnych &isel. O komplexnich
Cislech v historii matematiky a souvislostech s problematikou algebraickych rovnic
se mizeme dodist napf. v [1, 2, 5, 6, 8].

* ¥ ¥

Geometrickd interpretace komplexnich ¢isel a zplisob, jakym jsou komplexni Cisla
vytvofena z &isel redlnych (proces zdvojeni), vedly jednak k pokustim o rozsifovani
oboru komplexnich ¢isel na vétsi cisclny obor, jednak k obecn&jsim tvaham o struk-
turdch viceslozkovych ¢&isel, kterym se pozdéji zacalo fikat Cisla hyperkomplexni.

Ve struénosti je mozno Fici, zc byly studovany mnoziny formalnich vyrazi

apao + ayoy + ...+ apag,

kde n bylo pevné zvolené ptirozené ¢islo, ap, ay,...,a, redlnd &isla a «ap, ay,...,a,
jakési nové zdkladni jednotky.

Sc¢itani téchto formalnich vyrazi bylo definovano po slozkach a mélo tedy rozumné
vlastnosti (asociativita, komutativita, existence nulového prvku a existence opacnych
prvki, tj. moznost odéitini). Nasobeni mélo byt se s¢itdnim svazino distributivnim
zikonem. Proto bylo tfeba definovat jen ndsobeni jednotek ag,ay,...,a,. Na naso-
beni se vSak mnohdy kladly dalsi pozadavky (asociativita, komutativita, existence
Jednotkového prvku a existence inverznich prvkd, tj. moZnost délenf), které nalezeni
vhiodnych vzorcit pro nasobeni jednotek ag, «y, . . ., o, komplikovaly.

Témito problémy se zhruba od ¢tyFicatych let minulého stoleti zabyvali Hamilton,
Arthur Cayley (1821-1895), Augustus de Morgan (1806-1871), bratfi Charles Graves
(1810-1860) a John T. Graves (1806-1870), William Kingdon Clifford (1845-1879) a
dalsi. N&ktefi se snazili najit novy &iselny obor (alespoii trojslozkovych ¢isel), ktery by
rozSifoval obor &isel komplexnich. Ndsobeni téchto novych &isel mélo byt asociativni a
komutativni, mél existovat jednotkovy prvek a ke kaZdému nenulovému prvku prvek
inverzni. Hledand struktura méla tedy byt — podle nasi terminologie — komutativnin
télesem (polem). Protoze mélo jit o rozsifeni oboru komplexnich &isel, bylo kladeno
ag=1aa; =i kde i? = —1. Ve stejné dobé se viak objevily i prace, ve kterych byly
studovédny struktury hyperkomplexnich ¢isel s nejriznéjsimi operacemi nasobeni, pro
které nebyly a priori vyzadovdny vlastnosti znamé z ¢iselnych obori.

Hamilton se téméF deset let marnd pokousel najit obor trojslozkovych &isel, ktery
by rozsifoval obor &isel komplexnich. Pfi hledani vzorce pro nasobeni trojslozkovych
Cisel a + bi + ¢§ mu stale vychazcly struktury, které obsahovaly nectrividlni délitcle
nuly, tj. nenulové prvky, jejichZ soucin je roven nule. Pokousel se vlastné ,udélat®
z bodii prostoru &isla podobnym zplisoben, jakym jsou z bodi roviny ,udéléna“ isla
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komplexni.*) Nakonec se rozhodl tento problém Fesit pro étyfslozkova cisla a + bi +
+ ¢j + dk, kterd nazval kvaterniony. Dne 16. fijna 1843, kdyz Sel po Broughamském
mostu pfes Royal Canal v Dublinu na zasedani Kralovské irské akademic véd, napadl
ho vzorec pro nasobeni zdkladnich jednotek. NadSen vyfeSenym problémiem, vyryl
tento vzorec kapesnim noZem do kamene Broughamského mostu. Toto misto dodnes
pfipomind deska s npisem:

Here as he walked by

on the 16th October 1843

Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for
quaternion multiplication

i=j2=kK2=ik=-1
& cut it on a stone of this bridge.

Z vyse uvedenych vztahi se za predpokladu asociativily ndsobeni snadno urdi tabulka
pro nasobeni Etyf zakladnich jednotek 1, i, j, k:

1 i J k
1 1 i J k
1 1 -1 k -
J J k-1 1
k - -1

Nésobeni jednotek i, j, k, zanesené v této tabulce, si snadno zapamatujeme pomoci
nésledujiciho obrazku:

J
i
‘\/k
Sou¢in dvou jednotek, které jdou za sebou v tomto cyklu, je jednotka tfeti (napf.

jk =), souéin dvou jednotek v opacném pofadi (proti sméru Sipky) je zdporné vzata
jednotka t¥eti (nap¥. ik = —j); navic se snadno pamatujf rovnosti i? = j2 = k% = —1.

*) V dopise synu Archibaldovi Hamilton vzpomin4, jak se ho pii snidani jeho synové ptali:
» Tato, uz umis nasobit trojice? A on odpovidal: ,Ne, umim je jen s&itat a odéitat.”
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Soucin dvou kvaternioni vypada takto*):

(@ +bi+ ¢ + dk)(a' + i+ cj + d'K) =
= (aa' = bb' — ¢c’ — dd') + (ab’' + ba' + cd' — dc')i +
+ (ac’ — bd’ + ca’ + db')j + (ad’ + bc’ — cb’ + da')k.

S vyjimkou komutativity (napf. ij = k, ji = —k) 1nd ndsobeni kvaternionii vlastnosti
znamé z ¢iselnych obori: je asociativni a oboustranné distributivni vzhledem ke s¢itani
(tyto skuteCnosti se snadno mechanicky provéki), existuje jednotkovy prvek (kvater-
nion 1+40i+0j+0k) a ke kaZdému nenulovému kvaternionu existuje kvaternion inverznf;
ke kvaternionu a = a+bi+cj+dk # 0 je to kvaternion @/|a|?, kde @ = a — bi — ¢j — dk
je kvaternion sdruzeny ke kvaternionu a a |a| = /a2 + b2 + ¢2 + d? je modul kvater-
nionu a. Kvaterniony tvofi nekomutativni téleso. Je to obor étyfslozkovych éisel, ktery
obsahuje obor &isel komplexnich; komutativni téleso komplexnich ¢isel je podtélesem
nckomutativniho télesa kvaternionii. Pro kvaterniony a«, 8 plati rovnosti aff = Ba
a aa = |al?, ze kterych vyplyva rovnost |a||8] = |af|, tj. modul souéinu dvou
kvaternioni je roven soucinu modulii obou ¢initell (totéz plati pro komplexni &isla).

Hamilton byl nadSen svym objevem kvaternionti. Pfednasel o nich v akademii véd jiz
13.11.1843. Oprivnéné se domnival, Ze kvaterniony jsou oborem hyperkomplexnich ¢i-
sel, ktery je nejblizsi ¢islim komplexnim. Oéekaval vsak od nich alespon stejné dulezité
vysledky jako od komplexnich ¢isel. Vénoval kvaternionim zbytek Zivota, napsal o nich
dvé monografie. V prvni z nich rozpracoval pomoci kvaternionii vektorovou algebru.
Nadéje Hamiltona a jeho néasledovniki, které se tykaly rozvinuti matematiky zaloZené
na kvaternionech, se vSak nesplnily. Vyznam kvaternioni se vyznamu komplexnich
¢isel nevyrovnal, i kdyz byly pomoci kvaternioni nalezeny krasné a matematicky
dokonalé vzorce, které popisuji fadu jevii v geometrii, teorii éisel, ve fyzice atd.

Ukazme, jak pomoci kvaternioni dospél Hamilton k zdkladim vektorového poctu.
Kvaternion a+bi+cj+dk rozdélil na skaldrni ¢ast (skalar) a a vektorovou ¢ast (vektor)
r = bi + ¢j + dk, kterd mize byt chidpana jako vektor v trojrozmérném prostoru. Pfi
s¢itani kvaternionid se zfejmé nezavisle na sobé scitaji skalarni a vektorové ¢asti. Pri
nésobeni dvou skaldrnich kvaternioni dostaneme zase skalar, pfi ndsobeni skaldrniho
a vektorového kvaternionu dostaneme skalarni nasobek vektorového kvaternionu. Pfi
nésobeni vektorovych kvaternionii 7; a ro dostaneme kvaternion, jehoZ skalarni ¢ast
Jje zdporné vzaty skaldrni sou€in (r1,72) vektord r1 a ry a vektorova ¢ast je vektorovy
souéin r1 X ry téchto dvou vektorii. Ndsobeni kvaternionii (podobné jako nasobeni kom-
plexnich &isel) m4a vyrazny geometricky smysl; Gzce souvisi s rotacemi ¢tyfrozmérného
(ale i trojrozmérného) prostoru.

Poznamenejme jesté, Ze kvaterniony mizeme chdpat jako dvojice Cisel komplexnich
(podobné jako jsou &isla komplexni dvojicemi &isel redlnych) s ndsobenim definovanym
rovnosti:

(a,8) - (7,6) = (ay — 68, ba + B7) -

*) Poznamenejme, ze nasubeni étvefic redlnych éisel, které odpovida této rovnosti vysetio-
val v souvislosti s transformacemi prostoru uz Gauss pied rokem 1820. Vztah, ktery odpovida
piechodu od kvaternioni a, # ke kvaternionu af, zkoumal jiz Euler roku 1748.
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O svém objevu kvaternioni napsal Hamilton jiz 17.10. 1843 svému priteli J. T.
Gravesovi. Ten, inspirovan Hamiltonem, nalezl v prosinci 1843 systéin hyperkomplex-
nich Cisel s osmi zdkladnimi jednotkami. Jeho objev byl vSak zvefejnén az roku 1848.
Mezitim sestrojil nezavisle na Gravesovi stejny obor hyperkomplexnich cisel Cayley,
ktery svou praci publikoval jiZz roku 1845*). Termin oktdvy zavedl Ilamilton; dnes
se uziva téz termint Cayleyova Cisla nebo Gravesova-Cayleyova &isla Jde o formalni
vyrazy tvaru

a+bi+cj+dk+ep+ fq+ gr+ hs,

kde a,b, ..., h jsouredlnd cisla a 1,1, ], k, p, q, r, s jsou zdkladni jednotky, které se nasobi
pomoci rovnosti

i2:j2:k2:p2:q2:r2:szz—l,
ij=—ji=k,ip=—-pi=q, pj = —jp =1, kp = —pk = s atd. Néasobeni zdkladnich
Jjednotek je mozno zndzornit na nasledujicim grafu.

Soucin dvou sousednich jednotek na strandch, téznicich a kruZznici vepsané ve smméru
(proti sméru) Sipky je roven tfeti jednotce se znaménkem plus (minus). Tedy napf.
qr = k, gk = —r, pq = i, pi = —q, gs = j, qj = —s atd. Ndsobeni oktiv je nejen
nekomutativni, ale i neasociativni (napf. (ij)p = kp = s, i(jp) = —ir = —s). Je viak
alespoii alternativni, tj. pro kazdé dvé oktavy o, B plati rovnosti

(ae)B = a(af), (af)a=a(pa), (af)B=a(BP).

Ziejmé existuje jednotkovy prvek. Neni obtizné ukazat, Zze ke kazdé ncnulové oktavé
existuje oktdva inverzni (tvofi se obdobné jako inverzni kvaternion), tj. v oboru
oktav je moZno oboustranné délit. Oktavy tvofi neasociativni a nekomutativni téleso;
asociativni téleso kvaternioni je jeho podtélesem. I pro oktdvy plati zakon moduli:
modul souéinu dvou oktav je soudinem moduld obou &initeld.

Oktavy je mozZno vyjadfit jako dvojice kvaterniond, jejichZ nasobeni je definovdno
rovnosti

(a,B) - (7,6) = (ay — 8B, ba + B7).

*) Roku 1856 dospél ke stcjnému ndsobeni osmislozkovych é&isel italsky matematik Fran-
cesco Brioschi (1824-1897) pii préaci v teorii ¢&isel; vyrazim pro osm soufadnic sou¢inu dvou
oktav se proto nékdy iika Brioschiovy vzorce.
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Stejnou rovnosti je definovdno nasobeni kvaterniont (jako dvojic komplexnich &isel)
a nasobeni komplexnich &isel (jako dvojic éisel redlnych); jsou-li a, 8,7, § redlna &isla,
nehraje Zadnou roli jejich ,opruhovani“. Jsou-li tato ¢isla redlnd nebo komplexni,
nehiraje roli pofadi, v jakém je nasobime; u kvaternionti vsak jiz na poradi zaleZi.

J. T. Graves se pokousel vytvorfit systém hyperkomplexnich ¢&isel s 16 zdkladnimi
jednotkami, ve kterém by také platil zdkon moduld. Dnes vime, pro¢ bylo jeho usili
marné; je to mozné jen pro n = 1,2,4,8. Tento fakt dokazal roku 1898 némecky
matematik Adolf Hurwitz (1859-1919).

Vedle kvaternioni a oktdv, tj. systémi hyperkomplexnich &isel, které obor kom-
plexnich éisel opravdu rozsifovaly, byly vySetfovany i obecnégjsi struktury. Skotsky
matematik A. de Morgan studoval roku 1847 formalni vyrazy tvaru

a+by+cC

a na mnoziné téchto prvki zkoumal riizné definované operace nasabeni. Ve stejném
roce publikoval C. Graves praci o tzv. tripletech, vyrazech tvaru a + be + ce?, kde
e = 1; tuto strukturu vsak studoval i A. de Morgan.*)

Pfi vytvafeni rozumnych obori hyperkomplexnich ¢isel bylo tfeba nalézt takovou
definici nasobeni zakladnich jednotck, aby platil asociativni zdkon a aby byly pfipadné
splnény nékteré dalsi poZzadavky. Tento problém obesel Cayley roku 1854 tim, ze
vytvoril pojem grupové algebry. Jako zdkladni jednotky tohoto systému hyperkom-
plexnich &isel vzal prvky néjaké grupy spolu s piivodnim grupovym nasobenim. Tim
byla v tomto systému zarucena asociativita nisobeni.

Mezi obory hyperkomplexnich ¢&isel byl pocitdn i obor &tvercovych matic, ktery
zavedl Cayley roku 1858 v praci A memotr on the theory of matrices. Matice Fadu n
s redlnymi prvky tvofi totiz systém hyperkomplexnich &isel s n? zakladniini jednot-
kami; formalni rozdil je v tom, ze n? realnych sloick je zapisovano do &tvercového
schématu a Ze diky tomuto zplisobu zapisu nejsou zakladni jednotky oznaceny zvlast-
nimi symboly (zédkladnimi jednotkamni jsou vlastné matice E;j, které maji na misté ij
¢islo 1 a na ostatnich mistech nuly). Cayley definoval séitani a ndsobeni matic, naso-
beni matice skaldrem a uvedl prakticky vSechny vlastnosti téchto operaci. Jak dobfe
vime, s¢itani matic ma rozumné vlastnosti (asociativita, komutativita, nulovy prvek,
opaZné prvky), ndsobeni je vzhledem ke s¢itani distributivni, je asociativni a existuje
jednotkovy prvek; nasobeni matic vSak neni komutativni a inverzni matice existuji jen
k regularnim maticim. Cayley rozliSoval matice podle nulovosti ¢ nenulovosti jejich
determinantu; k jemnéjsimu rozlieni matic nedospél; pojem hodnosti matice definoval
aZ roku 1879 némecky matematik Georg Frobenius (1849-1917). Cayley se zabyval i
obdélnikovymi maticemi. Poukdzal i na vztah mezi kvaterniony a maticeni; sestrojil
izomorfni vnofeni kvaternioni do komplexnich matic druhého Fadu:

a+ di, b+ci)

a+bi+cj+ dk— (—b+ci, a—di

*) Poznamenejme, Ze pomoci vyrazi tvaru z + ye + z7 se dvéma imagindrnimi jednotkami
€, n reprezentoval jiZz roku 1799 Wcssel vcktory v prostoru a pokousel se timto aparatem
popisovat rotace trojrozmérného prostoru.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 38‘(1993), &. 6 311



Roku 1853 zavedl Hamilton tzv. bikvaterniony — kvaterniony s komplexnimi koefi-
cienty. Clifford dospél k dalsim dvéima podobnym strukturdm; roku 1873 definoval jiné
dva druhy bikvaterniont. Slo o vyrazy typu z + yw, kde z, y byly kvaterniony a pro
novou zakladni jednotku w platilo w? = 1, resp. w? = 0. Hamiltonovy a Cliffordovy
bikvaterniony jsou Casto nazyvany hyperbolické, eliptické a parabolické bikvaterniony.
MiiZeme se na né divat jako na struktury s osmi zdkladnimi jednotkami.

Ke zminéné Cliffordové praci z roku 1873 se vaZe pocatek teorie dudlnich a dvojnych
&isel. Jde o dvouslozkova &isla tvaru a + bw, kde a, b jsou realna é&isla a w? = 0, resp.
w? = 1, tj. o jisté modifikace komplexnich &isel. Systémy dualnich a dvojnych ¢isel
vSak maji netrividlni délitele nuly; jsou to €isla tvaru aw, resp. a + aw. Dudlni cCisla se
nyni vétSinou zapisuji ve tvaru a + be, kde €2 = 0; jejich nasobeni je dano vzorcem

(a + be)(c + de) = ac+ (ad + be)e.
Dvojna &isla se vétSinou zapisuji ve tvaru a + be, kde €2 = 1, tj.
(a + be)(c + de) = (ac + bd) + (ad + be)e.

Duédlni a dvojna Cisla se nazyvaji téz parabolicka, resp. eliptickd komplexni isla
(obycejna komplexni ¢isla se pak nazyvaji hyperbolickd).
* * *

Problematiku hyperkomplexnich ¢isel postavil na obecnéjsi a abstrakinéjsi zaklad
americky matematik Benjamin Peirce (1809-1880). Roku 1870 byla v Americké aka-
demii v&d ve Washingtonu étena jeho prace Linear associalive algebras, ve které byl
pfedloZen pojem linearni asociativni algebry. Peirceova price byla vytisténa ve sto
exemplafich; Casopisecky vsak byla publikovéné az roku 1881, tj. rok po autorové
smrti.

Linearni asociativni algebrou nad télesem T' dnes rozumime mnozinu A se dvéma
binarnimi operacemi, s€itdnim a nasobenim, a s nasobenim prvki mnoziny A prvky
télesa T, kter4 je vzhledem ke séitani a vzhledem k ndsobeni prvky télesa T vektorovym
(linedrnim) prostorem, vzhledem ke sCitdni a ndsobeni je asociativniin okruhem a
nasobeni je s ndsobenim prvky télesa T" svdzano podminkou

VaeT VEn€eA (al)y=a(én) = &(an).

Dimenzi linedrni asociativni algebry rozumime dimenzi pfislusného vektorového pro--
storu. Je-li T téleso redlnych, resp. komplexnich &isel, hovofime o reilné, resp. kom-
plexni linearni asociativni algebfe. V dalsiin budeme uvaZovat jen algebry konecné
dimenze.

Poznamenejme, Ze z vektorového prostoru je mozno vytvofit lineirni asociativni
algebru dodefinovanim nasobeni; pfitom staci definovat pouze soudin kazdych dvou
vektord libovoln& zvolené baze. Jestlize {ay,...,a,} je néjakd bize vektorového pro-
storu A, potom jsou prvky prostoru A vyjadfeny ve tvaru

a o)+ ...+ apap,
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a pro definici nasobeni stali stanovit souéiny a;aj, ¢{,j = 1,...,n, jako linedrni
kombinace vektori aj, ..., ay, tj.

n
E : k

Qi = a,-jak.
k=1

Tyto rovnosti se nazyvaji strukturni vzorce algebry A, skalary afj Jjsou tzv. strukturni
konstanty algebry A. Pomoci strukturnich vzorci se pak ndsobi obecné prvky. Niso-
beni vektord baze nelze viak definovat zcela libovolné, nebot pozadovana asociativita
nasobeni klade jist4 omezeni.

Hamilton a dal$i matematici postupovali ve ¢tyficatych a padesatych létech mi-
nulého stoleti vySe naznacenym zplisobem. Hledali strukturni vzorce, tj. formule pro
nésobeni zdkladnich jednotek — prvki baze vektorového prostoru viech n-tic redlnych
&isel (pro pevné zvolené n). Casto pozadovali, aby operace nasobeni méla nékteré dalsi
vlastnosti. Zejinéna Slo o existenci jednotkového prvku a o moZnost déleni (komuta-
tivity a asociativity nasobeni byli nuceni — jak jsme uz vidéli — se nakonec vzdit).
Tim bylo hledani strukturnich vzorct znacné zkomplikovano.

Definici linearni asociativni algebry vyhovuji Hamiltonovy kvaterniony, triplety
C. T. Gravese (a A. de Morgana), Cayleyovy matice, dudlni a dvojnd &isla. Linedr-
ni asociativni algebru vSak,netvoii oktivy, nebot pro né neplati asociativni zdkon.
Vzdame-li se asociativity nasobeni, mtzeme mluvit o linedrnich algebrach; takovéto
algebry se zacaly obecné studovat koncem 19. stoleti.

Peirce vySetfoval mnoho riznych algeber (maximélné dimenze 6); vytvofil jejich
seznam, ktery vSak nebyl dplny. Obecnou teorii se pak zabyvali zejinéna Eduard
Study (1862-1922), Karl T. W. Weierstrass (1815-1897), Sophus Lie (1842-1899),
Georg Scheflers (1866-1945), Frobenius, Theodor Molien (1861-1941), Elie Cartan
(1869-1951) a dalsi. Postupné dochézelo k zobeciiovani problematiky. Zacaly se vy-
Setfovat linedrni algebry nad libovolnym télesem (Maclagan Wedderburn (1882-1948))
i nékteré specialni tfidy algeber.

Snahy o roz§ifeni oboru komplexnich éisel na néjaky vétsi ¢iselny obor vedly k vy-
tvofeni abstraktniho pojmu reilnd linedrni algebra s délenim. Je to redlnd algebra
spliujici nasledujici podminku: pro kazdé a, 8 € A, a # 0, existuji jednoznacné uréené
prvky &,7 € A, pro které af = 3, na = . Jde-li o asociativni algebru, potom je tato
podminka ekvivalentni s existenci jednotkového prvku a s existenci inverznich prvki
ke vSem nenulovym prvkiim. Asociativni rcilné algebry s délenim jsou tedy télesa.

O hyperkomplexnich &islech, algebrach a historii této zajimavé partie matematiky
se mizeme podrobné&ji doéist napf. v [3, 4, 5, 9, 10]. )

Xk

Vratme se viak nyni ke komplexnim &isltim. PoloZzme si ot4dzku, zda je mozno z bodii
roviny ,udélat“ Cisla jesté jinym zpisobem.

VySetfujme tedy mnozinu prvkil tvaru x4+ ye, kde z, y jsou redlna éisla, tj. zkoumej-
me realnou linedrni algebru A dimenze 2, kterd ma jednotkovy prvek 1. Prvky algebry
A se s&itaji po slozkéach, tj. '

(z+ye)+ (2" +ye)=(z+2)+W+Y)e
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a nasobi se distributivné vici s¢itani, pficemz
e’ =p+ge,
kde p, ¢ jsou pevné dani redlni &isla. Je tedy
(z +ye) - (&' +ye) = (z2’ +yy'p) + (z¥ +yz’' +yy/ g)e.

Prvky algebry A mdme vyjadieny vzhledem k bazi {1,e}, tj. jako linedrni kombinace
prvki 1, e; vzhledem k této bazi je vyjadfen i vzorec pro ndsobeni. Snazme se nyni
v mnoZiné A najit takovy prvek f, aby vzhledem k bazi {1,f} byl vzorec pro nasobeni
co mozna nejjednodussi. Prvek f musi byt linearni kombinaci prvki 1, e, tj. f = a+ be;
protoze maji byt prvky 1, f linedrné nezavislé, musi byt b # 0.

Hledejme tedy éisla a, b tak, aby prvek 2 byl co nejjednodussi. Je

2 = (a + be)(a + be) = a® + 2abe + b*(p + ge) =
= (a® + b%p) + b(2a + bg)e.

Polozme b(2a + bg) = 0; protoZe je b # 0, je a = —bq/2. Tedy
2 = a% 4+ b%p = b%(p + ¢%/4).

Nyni rozlisime tfi pfipady:
a)p+q°/4=0
Polozime-li napf. b = 2 a a = —q, je f2 = 0. Nasobeni v algebfe A je tedy dano
vzorcem
(u+ vf)(u' + o'f) = uu’ + (uv' + vu')f,

tj. A je algebrou dudlnich ¢isel.

b) p+¢%/4>0
Polozime-li b = (p+ q2/4)(_1/2) a a=—bg/2, je f2=1. Nésobeni v algebie A je
déno vzorcem :
(u+ of)(u' + v'f) = (uu’ + ') + (v’ + vu')f,
tj. A je algebrou dvojnych Cisel.
c)p+4q?/4<0
Polozime-li b = (|p+ ¢2/4])""/® a a = —bg/2, je 12 = 1. Nasobeni v algebie A je
déno vzorcem ’
(u+ vf) (v + v'f) = (uu’ — vv') + (uv’ + vu')f,
tj. A je algebrou komplexnich éisel.

Dosli jsme tedy k tomuto tvrzeni.
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Véta: Ezistuji prdvé tii ncizomorfui redlné algcbry s jednotkovgm prvkem, které maji
dimenzi 2.

Jsou to algebra dudlnich &isel, algebra dvojnych ¢Cisel a algebra komplexnich €isel.
Z4dné dvé z nich nejsou izomorfni. Algebra komplexnich &isel nema netrivialni délitele
nuly a proto nemiuze byt izomorfni s algebrou, kterd je ma. Algebra dualnich cisel, ve
které existuje nenulovy prvek, jehoz dvojmoc je rovna nule, nemize byt izomorfni
s algebrou dvojnych &isel, ve které takovy prvek neexistuje.

Jedinym ¢iselnym oborem s délenim, ktery je mozno z bodu roviny ,,udélat®, jsou
tedy komplexni &isla.

* * *

Na zavér se vénujme problému ndsobeni bodi prostoru, ktery tolik trapil Hamiltona,
a ukazme, pro¢ bylo jeho Gsili o nalezeni vhodného pfedpisu marné (viz [7]).

Uvazujme redlnou linearni algebru A s jednotkovym prvkem, dimenze 3, tj. mnozinu
viech prvki tvaru z + yi + zj, kde «x, y, = jsou redlnd cisla. Predpoklddejine, Ze algebra
komplexnich éisel je jeji podalgebrou; prvky z + yi + zj se tedy séitaji po slozkach,
jejich nasobeni je distributivni vzhledem ke séitani a i2 = —1. Nic jiného o nasobeni
nepredpokladdme, dokonce ani platnost asociativniho zdkona. Souéin jednotcek 1, j musi
byt prvkem algebry A; je tedy

i-j=a+bi+c,

kde a, b, ¢ jsou néjaka reilna éisla. Vypocteme nyni souéin af prvki

a=—c+i,
B = (ac—b) + (be+ a)i+ (c* + 1)j :
af = —ac? + be — (be? + ac)i — (¢ + ¢)j + (ac — b)i+ (be + a)i + (c* + 1)ij.

2

Po dosazeni za i* a ij mame

af = —ac? + be — (be® 4 ac)i — (¢ + ¢)j + (ac = b)i — (be + a) + (¢ + 1)(a + bi + cj);

po roznasobeni a slouceni vyjde a8 = 0.

ProtoZe je soudin af dvou nenulovych prvki «, 8 roven nule, neni mozno v dané
struktufe délit. Jinak feceno: Algebra A nemiZe byt télesem (ani neasociativnim
a nekomutativnim), nebot ma netrividlni délitele nuly. Z bod& prostoru tedy neni
mozno ,,udélat® &isla tak, aby zlstala zachovana struktura komplexnich éisel (rovnost
i =-1).

Nyni se vzdejme poZadavku zachovani ndsobeni v komplexni roviné. Uvazujme opét
realnou linedrni algebru A s jednotkovyin prvkem, dimenze 3, jejiz prvky maji tvar
z 4+ yi+ 2j.

Jestlize je mozno prvek i? vyjadiit jako linedrni kombinaci prvkd 1, i, potom je
mnozina vSech prvkid tvaru z + yi uzaviend vzhledemn ke sCitini i ndsobeni a je
tedy algebrou dimenze 2. Podle piedeslého jde bud o algebru dudlnich, dvojnych ¢i
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komplexnich ¢isel. Prvni dvé maji netrivialni délitele nuly a nelze je tedy rozsifit na

Ciselny obor s délenim, tfeti — jak uZ vime — nelze rozsifit na algebru dimenze 3 bez

netrividlnich déliteld nuly. V téchto pfipadech redlnou algebru s délenim neziskame.
Pfedpoklddejme tedy, Ze prvek i* neni linearni kombinaci prvki 1,i. V tomto pfipadé

tvori prvky 1,1i,i2 bazi algebry A. Soucin i -i? musi byt prvkem algebry A, tj.
i-i2 = p+qi+ i,
kde p, q,r jsou né&jaki realna ¢isla. Pokusme se najit — tak jako v predchozim —

takové prvky
a==r+i, P=y+zi+i%

pro které bude a8 = 0. Po roznasobeni a dosazeni za i - i2 je
af=(z+i)(y+zi+i®) = (ey+p) + (zz+y+q)i+ (z+ 2+ r)i’

Chceme tedy, aby platilo

ry+p=0,
(*) zz+y+4¢=0,
z+z4+r=0.

Vyjadfime-li ze tfeti rovnice z a dosadime-li do prvni a druhé rovnice, dostaneme

zT=—-z-—r,
zy+ry—p=0,
24rz—y—q=0.

Vypoéteme-li ze tfeti rovnice y a dosadime-li je do rovnice druhé, dostancme

y::zz-i-rz—-q,
3 2 2 —
224 2r2°+ (r*—q)z—rq—p=0.

Posledni rovnice je kubickou rovnici v z; tato rovnice ma alespon jeden redlny kofen.
ReSeni soustavy rovnic (x) tedy existuje a algebra A m4 netrividlni délitele nuly.
Dukazali jsme tedy néasledujici tvrzeni.

Véta: KaZdd redlnd algcbra s jednolkovym prvkem, dimenze 8, md nclrividlni délitele
nuly.

Z4dn4 realnd algebra s délenim dimenze 3 tedy neexistuje. Pomérné elementarniini
prostfedky jsme ukazali, pro¢ bylo marné Hamiltonovo Gsili o nalezeni vzorce pro
»nasobeni“ bodi prostoru.

Popis vSech redlnych algeber s délenim konecné dimenze nebyl snadnou zaleZitosti.
Roku 1867 dokazal némecky matematik Hermann Hankel (1839-1873) v knize Theorie

316 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 38 (1993), €. 6



der complexen Zahlensystcme, ze rcalnd komwutativni asociativni algebra s délenim
obsahujici komplexnf &isla jako vlastni podalgebru ncexistuje. O jedenact let pozdéji
ukézal Frobenius, Ze realné asociativni algebry s délenim jsou pouze tfi: redlna ¢isla,
komplexni &isla a kvaterniony. Tento vysledek je Casto nazyvan Frobeniovou vétou.
Roku 1884 ukazal Weierstrass, Ze kazda rcalnd komutativni algebra dimenze vétsi nez
dvé ma netrivialni délitele nuly.

Svycarsky matematik lleinz Hopf (1894-1971) dokazal roku 1940 pomoci vysledki
algebraické topologie, ze dimenze redlné algebry s délenim musi byt mocninou dvojky.
O deset let pozdéji dokazali R. H. Bruck a E. Kleinfeld, Ze existuje pouze jedina
redlna konefnédimenziondlni alternativni algebra s délenim, kterd neni asociativni,
a to oktdvy. Tomuto tvrzeni se Casto Fika zobecnénd véta Frobeniova. Vyslovuje se
téz takto: Redlné alternativni algebry s délenim konecné dimenze existuji pravé ctyfi:
realna Cisla, komplexni ¢isla, kvaterniony a oktavy.

Roku 1958 dok&zali nczavisle na sobé M. Kervaire, R. Bott a J. Milnor, Ze redlné
algebry s délenim dimenze n existuji pouze pro n = 1,2, 4, 8. Z pfedchoziho vine, ze jde
o dvé komutativni asociativni algebry (redlnd a komplexni &isla), jednu nekomutativni
asociativni algebru (kvaterniony), jednu nekomutativni neasociativni algebru, ktera
Jje vSak alespoii alternativni (oktdvy); déle existuje nekoneéné mnoho algeber, které
nejsou ani alternativni (jejich popis jeSté neni zcela znam).

Literatura

[1] R. FraNci, L. ToTi RIGATELLL: Storia della teoria delle equazioni algebriche. Mursia,
Milano 1979.

[2] A. P. JUSKEVIC (red.): Istorija matematiki I, 11, 111. Nauka, Moskva 1970, 1970, 1972.

[3] I. L. KANTOR, A. S. SOLODOVNIKOV: Giperkompleksnyje ¢isla. Nauka, Moskva 1973.

[4] M. KLINE Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Oxford Univ. Press,
New York 1972.

[5] A. N. KoLMoGORoV, A. P. JUSKEVIC (red.): Matematika XIX veka; matematieskaja
logika, algebra, teorija cisel, tecorija verojutnostej. Nauka, Moskva 1978.

[6] S. MARACCHIA: Da Cardano a Galois. Momenti di storia dell’algebra. Feltrinelli, Roma
1979.

[7] K. O. MAY: The impossibility of a division algebra of vectors in three dimensional space.
Amer. Math. Monthly 73 (1966), 289-291.

[8] V. A. NIKIFOROVSKLI: Iz istorii algebry XVI-XVII vv. Nauka, Moskva 1979.

[9] B. A. ROZENFELD: Istorija neevklidovoj geometrii. Nauka, Moskva 1976.

[10] B. L. vaN DER WAERDEN: A History of Algebra. From al-Khwdrizmi to Emmy Noether.

Springer-Verlag 1985.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 38 (1993), &. 6 317



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T19:05:29+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




