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O riešení niektorých nerozhodnutemých 
topologických problémov 

W. W. Comfort, Middletown, USA 

1. Úvod 

Dovolte, aby som sa vám poďakoval za milé privítanie a príhovor. Takisto ďakujem 
Paulovi Meyerovi z organjzačného výboru za pozvanie. Je pre mňa potěšením a cťou 
prednášať na tejto Akademii. 

Chcel by som popísať niekolko axióm známých z literatury a niektoré problémy, 
ktoré boli pomocou týchto axióm vyriesené alebo rozhodnuté. Som vsak predovšetkým 
topológ a nie logik alebo množinový teoretik. Domnievam sa, že vás zaujmem a možno 
i pobavím úvahami na tému: Axiómy ako dopravny prostriedok na priblíženie sa 
k topologickým problémom. Axiómy, o ktorých budem hovoriť, sa navzájom líšia 
a slúžia róznym (niekedy dokonca protichodným) ciďom. Hněď na začiatku vás chcem 
upozorniť, že ani jednu z nich nemienim odporúčať ako najvyhovujúcejšiu Iudským 
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danostiam. Ako to už bývá s mnohými rozhodnutiami v našom živote, móžeme podlá 
róznych hladísk dospieť k odlišným optimálnym rozhodnutiam. Je tu dosť miesta i pre 
osobný vkus. Niekedy matematik zistí, že pre něho axióma, ktorú predtým bez výhrady 
používal, stratila svoju doterajšiu príťažlivosť. Ak ju potom zavrhne v prospěch inej, 
nestráca tým nič ani spoločensky, ani profesionálně. 

Samotnú vedeckú prácu váčšiny moderných matematikov neovplyvňuje, ale ani ne
určuje žiadna koherentná filozofia zahrňujúca svět, ktorý obýváme, ba ani pravidla hry, 
ktoré sú rozumné a přijatelné. Sme ochotní prijať nové axiómy tak ako príležitostnú 
obchodnú objednávku a pocit straty zo starých axióm nebývá váčší, než ho máme ráno 
z ponožiek, ktoré sme včera večer zvliekli. 

Samozřejmé, sú prominentní matematici, ktorí velmi dbajú na schémy axióm a po
volené odvodzovacie pravidla. V tejto súvisloti si člověk bezprostředné spomenie na 
Erretta Bishopa ([3]), ktorý je činný dodnes, a na L. E. J. Brouwera (1881 — 1966). 
Svoj známy přínos k základom algebraickej topologie ([10]) dosiahol Brouwer v kon
texte vážných pochybností o legitímnosti niektorých všeobecné přijímaných praktik 
vrátane dókazov používajúcich zákon vylúčeného tretieho ([8]). Brouwerove pochyb
nosti o týchto veciach, aj keď v pokusnej a neuhladenej formě, sa objavili v jeho kariéře 
už velmi skoro (pozři jeho doktorskú dizertáciu [7]). Podlá H. Freudenthala a A. Hey-
tinga ([37]) o niekolko rokov neskór povedal: „...v svojej topologickej práci som sa 
pokúšal používať postupy, od ktorých som očakával, že by sa dali urobiť konstruktiv
né". Vysoké ocenenie Brouwera a jeho historickej dóležitosti podal G. Kreisel ([57]). 

Třeba pripomenúť, že moderného logika alebo množinového teoretika pri jeho výběre 
axióm, s ktorými bude pracovať, nevedie výlučné intuícia, čo je alebo by malá byť 
pravda v nasom (fyzikálnom) světe. Tak ako fyzici posledných desaťročí boli nútení 
znovu a znovu pretvárať svoje myslenie tak, aby zodpovedalo princípom, podlá ktorých 
sa riadi správanie sa atómov a kozmu, takisto sa musia matematici prispósobovať no
vému, neustálému vývojů. 

Nie každá otázka, ktorá sa dá sformulovať, dá sa aj zodpovedať. Dnešný množinový 
teoretik v hladaní zaujímavých axióm, ktoré determinujú alebo riešia ťažké otázky, nie 
je odkázaný len na principy, ktoré sú intuitivné alebo evidentně pravdivé. Zdá sa, že 
sme intuíciu dočasné opustili preto, lebo sme donútení nedověrovať jej. Ak zaujímavá 
axióma alebo princip riesia alebo rozhodujú ťažký problém, stávajú sa vzhladom na 
tuto schopnosť vhodnými pre ďalšie využitie a skúmanie. Pokusme sa najprv porozu-
mieť potřebě nových axióm. 

2. Pravdivá a nerozhodnutelná? 

Začnem citáciou vety, ktorú mi zhruba před dvoma desaťročiami povedal istý mate
matik, ktorého si vážim a rešpektujem. Citujem podlá památi, ale veta sa mi vtedy zdala 
taká pozoruhodná, nepravděpodobná, bizarná a smiešna, že si myslím, že som si jej 
znenie zapamátal doslovné: ,,Uvedomujem si, že Velká Fermatova veta*) móže byť 

*) V literatuře sa táto veta často nazývá Posledná Fermatova veta. (Pozn. prekl.) 
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nerozhodnutelná; v tom případe je však pravdivá". V čase tohoto rozhovoru som ne-
mohol podať precizně a korektně definície ani „nerozhodnutelnosti", ani „pravdi
vosti". Mal som ale pocit istoty, že viem toho dosť o obidvoch, aby som mohol byť 
přesvědčený, že žjadne tvrdenie nemóže byť také i onaké. Ak sme nějaké tvrdenie už 
natolko preskúmali, že ho móžeme považovat' za pravdivé, istotne nemóže byť toto 
tvrdenie nerozhodnutelné. Pokusme sa pochopiť, prečo bol mój zmátok neopodstatněný 
a prečo je citovaná veta celkom rozumná. 

Y historii najdeme vela príkladov nasledujúceho javu. Nějaký matematik — povedz-
me Euklides ([34]) ako kompilátor, G. Peano ([77]), E. Zermelo ([104]) alebo A. A. 
Fraenkel ([35, 36]) zostavili krátký zoznam axióm s úmyslom opísať reálny svět, při
padne aritmetické vlastnosti prirodzených čísiel, teóriu čísiel či nejakú inú podstatnú 
časť matematiky. Zo začiatku bola v každom případe nadej, alebo dokonca očakávanie, 
že sa dokáže, že navrhovaný systém axióm je kategorický, t.j. že každé dva systémy 
alebo modely spíňajúce tieto axiómy budu izomorfně v nejakom vhodnom zmysle. 

Zásluhou práce K. Godela [40] teraz už chápeme, že takýto program nemóže mať 
úspěch. Teória F je neúplná, ak existuje tvrdenie S také, že ani S ani negácia "1S sa 
nedá odvodiť z daných axióm teorie 3T*) Druhá Godelova veta o neúplnosti tvrdí, 
zhruba povedané, že každá rekurzívna axiomatizácia celých čísiel je neúplná. YŠeobec-
nejšie, každá neprotirečivá**), formálně axiomatizovaná teória obsahujúca celé čísla 
a rekurzívně funkcie je neúplná. Konkrétné, Gódel spísal spočítatelne vela postupností 
dókazov, ktoré móžu slúžiť ako dókaz alebo vyvrátenie zmysluplného tvrdenia v zná-
mom systéme. Potom formuloval tvrdenie S, ktoré nie je rozhodnuté žiadnym z týchto-
dókazov. Postup vytvorenia tvrdenia S je podobný, ale ovela komplikovanější ako Can-
torova diagonálna metoda ([11]) pri dókaze nespočítatelnosti reálných čísiel. 

Vraťme sa teraz k nášmu problému. Tvrdíme, že isté prirodzené tvrdenia, medzi nimi 
možno Velká Fermatova veta, móžu byť súčasne nerozhodnutelné aj pravdivé. (Ako 
si památáme, Velká Fermatova veta je tvrdenie, že ak a, b, c, n sú kladné celé čísla 
a n > 2, potom an + bn + cn.) Predpokladajme na chvílu, len kvóli vysvetleniu argu-
mentácie, že Velká Fermatova veta je skutočne nerozhodnutelná. To by znamenalo, 
že na základe používaných axióm a všeobecné přijatých pravidiel odvodzovania ne-
móžeme podať jej dókaz a ani nemóžeme k nej skonštruovať protipříklad. 

V každom konkrétnom modeli je Velká Fermatova veta buď pravdivá, alebo neprav
divá. V konkrétnom modeli to móžeme rozhodnúť použitím trikov a technik, ktoré sa 
v iných modeloch nedajú aplikovať (sú dokonca bez zmyslu). Analyzujme náš běžný 
model Z celých čísiel, ktorý sa skládá z množiny {0, + 1 , + 2 , +3, . . . } spolu s aritmetic
kými operáciami nám dobré známými. Našťastie model Z má tuto vlastnosť: Existuje 
strojový program, ktorý najde každú štvoricu k = <a, b, c, n) kladných celých čísiel 
takú, že n > 2 a a" + bn = cn. (Napísať taký program je jednoduchou úlohou i pre 
študenta začiatočníka. Yyberieme jazyk vhodný na komunikáciu s počítačom, ktorý 

*) V tom případe hovoříme, že tvrdenie S je nerozhodnutelné v teorii &~. (Pozn. prekl.) 
**) Teória 3~ je neprotirečivá, ak neobsahuje spor, t.j. ak neexistuje tvrdenie S také, že S a ~~1S 

sú dokazatelné v teorii 5". Pojmy a označenia, ktoré v tomto článku nie sú definované, móže čitatel 
nájsť v základných učebniciach matematickej logiky, teorie množin a topologie. (Pozn. prekl.) 
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používáme. Definujeme f(k) = a + b + c + n, pre k ako vyššie. Potom pre m = 5, 
6,.. . zariadime, že počítač vypíše všetky štvorice k = <a, b, c, n> také, že /(fc) = m 
a v každom případe zistí, či an + bn = c". Nemusíme žiadat tlač každého neúspěšného 
případu, ale musíme mať istotu, že kcdykolvek počítač najde k, pre ktoré platí rovnosť, 
bude nás o tom informovať.) A teraz argumentujeme následovně: Ak v nasom modeli 
existuje protipříklad na Yelkú Fermatovu vetu, tak ho najdeme. Ak teda Velká Ferma-
tova veta je nerozhodnutelná na základe axióm teorie množin, potom je pravdivá 
v našom modeli.*) A tak by sa mohlo stať, že by nějaké tvrdenie bolo súčasne nerozhod-
nutelné aj pravdivé. 

Pre zdóraznetiie poznamenávám explicitně, že zatial nie je známe, či Yelká Fermatova 
veta je rozhodnutelná na základe Zermelových-Fraenkelových axióm teorie množin. 
V každom případe máme konkrétné (kombinatorické) tvrdenia o celých číslach, ktoré 
aj keď sú pravdivé, nedajú sa rozhodnúť v Zermelovom-Fraenkelovom systéme axióm 
teorie množin. Podlá nedávného Matijasevičovho riešenia desiateho Hilbertovho pro
blému ([47]) existuje polynom P(x0,..., x 1 3 ) s celočíselnými koeficientami, pre ktorý 
platí: 

(1) ak x0, ..., x 1 3 sú celé čísla, potom P(x 0 , . . . , x 1 3 ) 4= 0 , 

ale vlastnosť (1) sa nedá v Zermelovom-Fraenkelovom systéme dokázať. (Históriu de
siateho Hilbertovho problému a príspevkov M. Davisa, J. Robinsona a J. Matijaseviča 
k jeho rozriešeniu podal Davis v prácach [27, 28] a pre laika přístupným spósobom 
v práci [26]). Polynom P je prefíkané zakódovanie istého nerozhodnutelného tvrdenia. 
Tvrdenie samo o sebe nebolo nikdy skúmané a ako diofantická rovnica je pre teóriu 
čísiel nezaujímavé. Naproti tomu J. Paris a L. Harrington ([76]) ukázali, že istý velmi 
prirodzený výsledok konečnej kombinatoriky — jednoduché rozšírenie Ramseyovej 
vety, je pravdivý, ale na základe obvyklých axióm Peanovej aritmetiky prvého rádu 
nedokazatelný. 

3. Piaty Euklidov postulát 

Y nádeji, že to objasní spomínaný fenomén, opisem teraz jeho iný případ — známy 
nám všetkym. Myslím tým vztah piateho Euklidovho postulátu k prvým štyrom. Aby 
sme si to mierne zjednodušili, predpokladajme, že postulát je v tvare, ktorý přijal 
Euklidov komentátor Proclus a o nějakých trinásť storočí neskór skotsky fyzik John 
Playfair: Daným bodom móžeme viesť s danou priamkou právě jednu rovnoběžku. 
Vďaka prácam N. I. Lobačevského ([66, 67]) a J. Bólyaiho ([5]) dnes už vieme, že tento 
postulát sa nedá dokázať z ostatných. Je totiž nepravdivý v istých strukturách, ktoré sú 
modelmi ostatných štyroch; sú to tzv. neeuklidovské geometrie (napr. Kleinova hyper
bolická geometria ([54, 55])). Či už svět, v ktorom žijeme, je alebo nie je euklidovský 

*) Ak je Vdká Fermatova veta nerozhodnutelná, existuje model 9JÍ teorie množin, v ktorom je 
pravdivá. Náš běžný model Z celých čísiel je počiatočným úsekom modelu Z?51 celých čísiel z hladiska 
modelu 3# a operácie sčítanie a n-tej mocniny sú na ňom rovnaké. (Pozn. prekl.) 
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(vďaka Einsteinovi vieme, že nie je celkom taký, je mierne zakřivený), vy a ja azda mó-
žeme súhlasiť s definíciou bodu a priamky, ktorá je pre nás vzájomne uspokojivá. Bod 
je pre nás usporiadaná trojica reálných čísiel P = <x, y, z>. Majme daný bod P = 
= <x, y, ž> a usporiadanú trojicu reálných čísiel <a, b, c>, z ktorých aspoň jedno je 
nenulové. Priamka je množina L bodov tvaru <x + ta, y + tb, z + tc}, kde t e R. 
Rovnobežnosť priamok nadefinujeme zřejmým spósobom. Dá sa ukázať, že daným 
bodom P0 = <x0, y0, z0> prechádza jediná priamka rovnoběžná s priamkou L. Je to 
priamka definovaná predpisom <x0 + ta, y0 + tb, z0 + tc>. 

Euklidov piaty postulát je teda nerozhodnutelný a pravdivý. Podrobnejšie: je neroz-
hodnutelný na základe ostatných štyroch a je pravdivý v našom každoSennom modeli 
trojrozměrného euklidovského priestoru. 

Poznamenávám na závěr, že spomínané znenie Gódelovej vety o neúplnosti bolo 
vysoko neformálně a samo o sebe dosť neúplné. Nebudeme sa tu zaoberať jej starostli
vou a precíznou formuláciou, je však vhodné pripomenúf, že předpoklad o tom, že 
axiómy (ktoré popisujú nějaké rozšírenie množiny Z) sú dané rekurzívně, je netriviálny 
a nemóže byť vynechaný. Ináč totiž, ako poznamenává J. R. Shoenfield ([86]), móžeme 
získať úplné rozšírenie teorie popisujúcej množinu Z jednoducho tak, že ako nové 
axiómy priďáme všetky vety pravdivé v modeli Z. 

Niektoré specifické axiómy 

Přeberme si teraz stručné niektoré z tých axióm, ktoré topológovia (a iní) v priebehu 
posledných rokov přidali k Zermelovmu-Fraenkelovmu systému axióm teorie množin, 
a uveďme niektoré dóvody, pre ktoré ich vybrali. Podlá štandardného zvyku označíme 
Zermelov-Fraenkelov systém axióm teorie množin ZF, axiómu výběru označíme AC 
a ZFC bude označovat* systém ZF spolu s axiómou výběru. 

4. Axióma vyberu 

Na váčšinu z nás táto dobré známa axióma silné pósobí svojou intuitívnosťou: je 
ekvivalentná tvrdeniu, že súčin systému neprázdných množin je neprázdný, a tvrdeniu, 
že súčin kompaktných topologických priestorov je kompaktný (pozři J. L. Kelley [53]). 
(Naproti tomu J. D. Halpern ([44]) ukázal, že axióma výběru neplynie z tvrdenia, že 
súčin kompaktných Hausdorffových priestorov je kompaktný.) Medzi dósledky axiómy 
výběru užitočné pre množinových teoretikov patří to, že každý filter sa dá rozšíriť do 
ultrafiltra. Toto tvrdenie a vlastně prvá zmienka o ultrafiltroch pochádza od F. Riesza 
z r. 1908 ([78]). Jeho přednáška však v tom čase nevzbudila takú pozornosť, akú by si 
bola zaslúžila. Pre topológiu bodových množin je axióma výběru skutočne nenahradi
telná. Okrem iného umožňuje pre každý úplné regulárny Hausdorffov priestor X skon-
štruovať jeho Čechovu-Stonovu kompaktifikáciu P(X). Všetci nepochybné poznáme 
nasledujúcu charakterizáciu priestoru P(X). Uvažujme všetky kompaktně Hausdorffove 
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priestory, do ktorých sa dá priestor X vnoriť na hustý podpriestor. Medzi nimi existuje 
jediný priestor p(X) s nasledujúcou vlastnosťou: Každá spojitá funkcia z X do intervalu 
[0, 1] (alebo ekvivalentně, každá spojitá funkcia z X do Iubovolného kompaktného 
Hausdorflbvho priestoru) sa dá spojité rozšíriť na celé P(X). E. Čech ([13]) a M. H. 
Stone ([94]) podali detailné definície priestoru fi(X) v r. 1937. Poznamenajme, že niekto-
ré aspekty konštrukcie a jej vlastnosti boli v r. 1930 anticipované A. N. Tichonovom 
([99]); v tejto súvislosti pozři poznámky Čecha [13, str. 823] a Stoná [95, str. 26]. 

Spomínané dve „aplikácie" axiómy vyberu — existencia ultrafiltrov a definícia prie
storu p(X) — velmi úzko súvisia. Napr. ak je priestor X diskrétny, potom je niekedy 
výhodné stotožniť f}(X) (ako množinu) s množinou všetkých ultrafiltrov na množině X. 
(Toto hladisko pri systematickom výklade uplatnili napr. L. Gillman a M. Jerison 
([39]) a W. W. Comfort a S. Negrepontis ([22]).) 

Y jednom svojom článku ([17]) som sa pokusil (bez použitia axiómy výběru) každé
mu úplné regulárnemu priestoru X priradiť priestor, ktorý má niektore vlastnosti prie
storu fi(X). Tento článok obsahuje citácie na podobné práce iných autorov v róznych 
oblastiach matematiky. 

Axióma výběru je mnohým luďom „intuitivné zřejmá" a má mnohé přijatelné a uži-
točné dósledky. Napriek týmto faktom musíme uznať, že isté dósledky axiómy výběru 
sú nepříjemné a neprirodzené. Například použitie axiómy výběru nám umožní skon-
štruovať lebesguovsky nemeratelnú podmnožinu reálných čísiel ([101]). Navýše je tu 
znepokojujúci Banachov-Tarského paradox*) ([1]): Gula o poloměre r sa dá rozložiť 
na konečný počet kusov (R. M. Robinson ([79]) ukázal, že minimálny možný počet 
je 5) a znovu zložiť do gule o poloměre 2r. (K. R. Stromberg v práci [96] podává ele-
gantný, elementárny a sebestačný výklad tohoto výsledku.) Yzhladom na takéto ano
málie nepřekvapuje, že rózni matematici hladali alternativy k axióme výběru (pře 
obsiahly zoznam ekvivalentov axiómy výběru vás odkazujem na prácu H. Rubin 
a J. Rubin [80]). 

5. Axióma determinovanosti 

Táto axióma nebola navrhnutá explicitně preto, aby negovala alebo protiřečila axió
me výběru, a to napriek tomu, ako sa o chvilku ukáže, že je s ňou nezlučitelná. Aby sme 
mohli vysloviť axiómu determinovanosti poúvažujme najprv o nasledujúcej hre. Máme 
dvoch hráčov I a II a danú množinu A c ^co**). Y priebehu hry hráči I a II definujú 
prvok / z "co tak, že striedavo definujú jeho hodnoty. Konkrétné hráč I vyberie /(l), 
potom hráč II vyberie /(2), potom hráč I vyberie /(3) atď. Hráč I vyhrál partiu, ak 
postupnosť/ (prvok množiny "co) patří do množiny A, ináč/e "co — A a hru vyhrává 
hráč II. Nech G(A) označuje právě popísanú hru. Povieme, že hra G(A) je determinova
ná, ak jeden z hráčov má vyhrávajúcu stratégiu. (Avšak, pojem stratégia je odborný 

*) Viz též PMFA 3/1981, str. 151. (Pozn. red.) 
**) ^co je množina všetkých zobrazení z to do co, © je množina všetkých prirodzených čísiel — 

prvé nekonečné ordinálne číslo. (Pozn. prekl.) 
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výraz, ktorý potřebuje definíciu. Pre naše potřeby bude stačiť, ak neformálně povieme, 
že vyhrávajúca stratégia pre hráča I je efektivně pravidlo vedúce k vífazstvu, ktoré 
definuje f(2n + 1) za předpokladu, že pre všetky k, 0 < k < 2n, už čísla f(k) boli 
definované; stratégia pre hráča II je definovaná analogicky.) Konečné móžeme teda 
formulovat* axiómu determinovanosti. Hovoří jednoducho, že hra G(Á) je determino
vaná pre každé A c "co. 

Móžete povedať: „To je všetko pěkné a krásné, ale či od každej axiómy nepožaduje
me, aby bola intuitivné zřejmá, alebo prinajmenšom, aby zobrazovala nějaký aspekt 
reálného světa, ako ho poznáme ?" Dozaista niektoré z hier G(Á) sú determinované. 
Ak napr. A je otvorená*) množina A = {/e wco; f(2) = /(4) = 19}, potom určité hráč 
II má vyhrávajúcu stratégiu. Vóbec ale nemám pocit, že každá hra G(A) je (alebo by 
malá byť aspoň v istom zmysle) determinovaná. Nie som ani kvalifikovaný, ani nútený 
odpovedať adekvátně na tuto kritiku. Myslím si však, že niektorí z tých, ktorí s touto 
axiómou extenzívně a produktivně pracovali, by to mohli urobiť efektivně a s póžitkom 
([73, 74, 75]). (Y tejto súvislosti pozři oduševnený a vyhraněný úvod v [56].) 

Y každom případe musíme připustit', že táto axióma má niektoré příjemné dósledky. 
Napr. za jej předpokladu sú všetky podmnožiny množiny R reálných čísiel lebesguovsky 
meratelné ([74]) a každá nespočítatelná podmnožina množiny R obsahuje perfektnú 
množinu. Připomínám ďalej dóležitý výsledok, ktorý nedávno dokázal D. A. Martin 
([71]) v teorii ZFC: Nech A je borelovská množina topologického priestoru ^co, potom 
hra G(A) je determinovaná. Prinajhoršom móžeme teda povedať, že axióma determino
vanosti je příjemné a prirodzené zovšcobecnenie istej vety dokázatelnej v teorii ZFC. 

Najprekvapivejší dósledok axiómy determinovanosti je jej vplyv na chovanie ordi-
nálnych a kardinálnych čísiel. Kardinálně čísla Kx a X2 sú meratelné, ale čísla Kn pre 
2 < n < co nie sú meratelné (v zmysle definovanom v nasledujúcom paragrafe). Kom
binatorické dókazy týchto a iných dósledkov tejto axiómy sa uvádzajú v [56]. 

Povedal som na začiatku, že nebudem brojiť za alebo proti nejakej konkrétnej 
axióme. Dovolte mi však osobné zájsť trochu ďalej a priznať sa, že mne sa zdá axióma 
determinovanosti nepříjemnou a celkom nepřijatelnou. Moje dóvody sa dajú označiť 
ako sebecké a z hladiska zákonov a logiky nepřípustné. Yieme totiž, že z tejto axi
ómy vyplývá, že každá podmnožina množiny R je lebesguovsky meratelná. Přitom 
W. Sierpiňski v [88] má krásnu vetu, že pomocou lubovolného netriviálneho ultrafiltra 
na množině co móžeme explicitně definovať nemeratelnú podmnožinu množiny R. 
Z axiómy determinovanosti teda vyplývá, že na (diskrétnom) priestore co neexistujú 
netriviálně ultrafiltre, symbolicky: p(co) — co = cj). 

No a teraz si představte, že som naplnil podstatnú časť svojej výskumnej činnosti 
štúdiom a publikáciami o priestore /?(<*>), a to so zvláštným dórazom na jeho spletitý 
podpriestor p(co) — co. Mój osobný odpor voči prijatiu axiómy determinovanosti je 
potom Iahko pochopitelný. Veď axióma determinovanosti zaručuje, že som trávil svoj 
čas vyšetřováním vlastností prázdnej množiny. 

*) ^co tu chápeme ako topologický priestor daný metrikou o(f,g) = l/2n, kde n = min {/;/(/) 4= 
#= g(i)} ak f 4= g, ináč <?(f, g) = 0. (Pozn. prekl.) 
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6. Axiómy ,,velkých kardinálnych čísiel" 
a Godelova axióma V = L 

Zatial sme nemámili čas vymenúvaním axióm teorie ZF. Připomeňme si ale, že niektoré 
z týchto axióm sa týkajú operácií, ktoré definujú nové množiny pomocou už daných. 
Představme si daný model teorie ZF, ktorý obsahuje všetky ordinálne čísla. Odstraňme 
z něho všetky množiny, ktoré nie sú explicitně dané axiómami. To, čo zostane, je možno 
menší model. V skutočnosti je to najmenší tranzitívny model teorie ZF, ktorý obsahuje 
všetky ordinálne čísla. Označme ho L. Povieme, že množina x je konstruktivná, ak platí 
x e L. Godelova axióma V = L*) ([42]) hovoří, že každá množina je konstruktivná. 
Teória ZF je neprotirečivá vtedy a len vtcdy, ak je neprotirečivá teória [ZF + (V = L)]. 
Keďže zovšeobecnená hypotéza kontinua a axióma výběru sa dajú dokázať z axiómy 
V = L, sú tiež neprotirečivé s teóriou ZF**). (Poznamenávám, že GCH implikuje AC. 
Tento výsledok pochádza od A. Lindebauma a A. Tarského ([65]) a jeho dókaz je 
uvedený v [89]). 

Yyužitie axiómy V = L viedlo k rozriešeniu niekolkých otázok v topologii (pozři § 9, 
Suslinov problém) a v iných odvetviach matematiky. Niektoré příklady a historicko-
filozofické poznámky o názoroch K. Gódela a iných množinových teoretikov na tuto 
axiómu najde čitatel v [29]. 

Aj keď tvrdenie V = L je neprotirečivé s teóriou ZFC, nie je větou tejto teorie. S teó
riou ZFC je totiž neprotirečivé, že existuje kardinálně číslo K, ktoré je váčšie než X0 

a menšie než 2*° (pozři P. J. Cohen [14, 15, 16]). 

Niektoré axiómy velkých kardinálnych čísiel (ale nie všetky) implikujú negáciu tvrde-
nia V= L. Jedna z nich ([97, 100]), ktorá nás sprevádzala niekolko desaťročí, vznikla 
z otázky z oblasti teorie miery: Existuje kardinálně číslo a, ktoré je nosičom***)dvojhod-
notovej c-aditívnej miery, ktorá priraďuje mieru 0 každej jednoprvkovej množině 
a mieru 1 celému priestoru? (Alternativně: Existuje a také, že pre nějaký netriviálny 
ultraíilter p na a platí n^e p vždy, a k / c ^ a \^\ = K0?) Dá sa ukázať, že najmensie 
také kardinálně číslo je meratelné, tj. že existuje netriviálny /c-úplný ultraíilter na K, 
t.j. netriviálny ultraíilter p taký, že n^ e p vždy, ak !F c p a \&r\ < x. Nie je Iahké 
nahliadnuť, že meratelné kardinálně číslo je velké, ba dokonca velmi velké. S. Ulam 
([100]) a A. Tarski ([97]) ukázali, že každé také kardinálně číslo je silné nedosiahnu-
telné, t.j. a je regulárně a 2P < a pre každé /? < a. W. P. Hanf a D. Scott ([45]) (pozři 
tiež H. J. Keisler [52, Veta 1]) ukázali, že také kardinálně číslo a má a silné nedosiahnu-
telných predchodcov. 

V teorii ZFC sa nedá dokázať tvrdenie, že existuje nespočítateíné, silné nedosiahnu-
telné kardinálně číslo. Dokonca, v teorii ZFC sa ani nedá dokázať neprotirečivosť 
tohoto tvrdenia s teóriou ZFC. (Diskusiu o tomto fakte, ktorý vyplývá z Druhej Góde-

*) V je univerzálna trieda, trieda všetkých množin. (Pozn. prekl.) 
**) Hypotéza kontinua je tvrdenie 2K o = K l 5 v ďalšom ju budeme označovat'CH. Zovšeobecnená 

hypotéza kontinua je tvrdenie (Va) (2K a = Xa+ x ) ; v ďalšom ho budeme označovat' GCH. Tvrdenie 
(p je neprotirečivé s teóriou ^ , ak teória \3~ + <p] je neprotirečivá. (Pozn. prekl.) 

***) t.j. každá podmnožina čísla a je meratefná. (Pozn. prekl.) 
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lovej vety o neúplnosti, najdeme v [86, § 9.10] alebo v [24, str. 56 — 88].) Existencia 
takéhoto nedosiahnutelného kardinálneho čísla neimplikuje platnost' ani neplatnost' 
tak CH, ako aj axiómy V = L. Silnější předpoklad, a to existencia nespočítatelného 
meratelného kardinálneho čísla implikuje V =t= L, ale nerozhoduje o platnosti CH. 

Výsledky odvodené z předpokladu existencie velkých kardinálnych čísiel majú ne-
očakávaný tvar. Niektoré ,,hladia dole" (hovoria o chovaní kardinálnych čísiel (ovela) 
menších od příslušného velkého kardinálneho čísla) a iné „hladia hoře". Z každého 
uvedieme iba po jednom příklade. Prvý vyzerá zvlášť překvapivý z hladiska už spomína-
ného faktu, že najmenšie meratelné kardinálně číslo je nedosiahnutelné z malých kardi
nálních čísiel K0 a 2X o = c = |R|, ktoré používáme v klasickej analýze. V tvrdení dru
hého výsledku, ktorý uvedieme, sa vyskytuje pojem silné kompaktně kardinálně číslo. 
Kardinálně číslo a sa nazývá silné kompaktně, ak na každej množině sa každý a-úplný 
filter dá rozšíriť do a-úplného ultrafiltra. Pre naše potřeby poznamenajme, že každé silné 
kompaktné kardinálně číslo je meratelné. 

Veta (R. M. Solovay [90]). Teória [ZFC + „existuje meratelné kardinálně číslo"] 
je neprotirečivá vtedy a len vtedy, ak je neprotirečivá teória [ZFC + ,,Lebesguova 
miera má cr-aditívne rozšírenie definované pre všetky podmnožiny množiny reálných 
čísiel"]. 

Veta (R. M. Solovay [91]). Nech a je silné kompaktné kardinálně číslo a /? > a je 
singulárně, silné limitné kardinálně číslo. Potom platí 2P = /?+.*) 

Poznámky o vzájomných vzťahoch a užitočnosti axióm o velkých kardinálnych 
čí šlach možno nájsť v [31]. Vztah medzi viacerými triedami velkých kardinálnych čísiel 
je popí sáný v [22, zvlášť § 8]. Kunenov pútavý úvod do transcendentálnej hierarchie 
nedosiahnutelných vlastností ([60, § 7]) je zároveň fantazmagorický i rigorózny. 

7. Martinova axióma 

Posledná špeciálna axióma, o ktorej sa chcem zmieniť, má prinajmenšom v jednej 
zo svojich formulácií zretelnú topologickú příchuť. V skutočnosti často hovoříme 
o „hypotéze kontinua topológov". Pre navodenie situácie dovolte mi poukázať na jednu 
verziu Baireovej vety o kategorii: V (lokálně) kompaktnom topologickom priestore je 
prienik spočítatelne mnohých hustých otvorených množin opáť hustá množina. Alebo 
duálně: V (lokálně) kompaktnom priestore žiadna otvorená množina okrem prázdnej 
množiny nie je zjednotením spočítatelne mnohých riedkych podmnožin. Martinova 
axióma**) znie takto ([92, 72, 58]): Ak kompaktný Hausdorffov priestor spina pod-
mienku spočítatelných reťazcov, potom vnútro každého zjednotenia < 2 N o riedkych 
podmnožin je prázdna množina. (Hovoříme, že priestor spíňa podmienku spočítatel
ných reťazcov (skrátene spíňa CCC; CCC-priestor), ak každý systém navzájom disjunkt-
ných neprázdných otvorených množin je nanajvýš spočítatelný.) Na základe Baireovej 

*) J. H. Silver dokázal, že ak GCH platí pod číslom 0 a cf(p) ^ Kx potom sa předpoklad existencie 
silné kompaktného kardinálneho čísla dá vynechat'. fi+ označuje prvé kardinálně číslo váčšie než p. 

**) Martinovu axiómu označíme MA. (Pozn. prekl.) 
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vety o kategorii bezprostředné vidíme, že Martinova axióma vyplývá z hypotézy kon
tinua. Martinova axióma je teda zaujímavá len v případe, že hypotéza kontinua neplatí. 
Mnohí matematici skutočne prijímajú za formuláciu Martinovej axiómy tvrdenie, ktoré 
sme uviedli spolu s negáciou hypotézy kontinua. 

V nasledujúcom paragrafe predvedieme jedno použitie Martinovej axiómy v topologii 
(zasvátené poznámky o tejto axióme a ďalšie jej aplikácie viď M. E. Rudinová [82] 
a J. R. Shoenfield [87]). 

Niektoré nerozhodnutelné topologické tvrdenia 

8. CCC x CCC = CCC? 

Priestor sa nazývá separabilný, ak v ňom existuje spočítatelná hustá podmnožina. 
Zrejme súčin konečné mnohých separabilných priestorov je separabilný. Nie je fažké 
ukázaf, že súčin spočítatelne mnohých separabilných priestorov je separabilný. (Musí
me byť přitom trochu opatrní. Ak Dn je hustá v priestore Xn pre n < co, potom zrejme 
Il{Dn; n < co} je hustá v priestore H{Xn; n < co}. Ale z \Dn\ _ K0 nemóžeme odvodit" 
|n{jDn; n < co}\ _ K0 ale iba |n{D,.; n < co}\ _ 2Xo. Napriek tomu nie je ťažké použi
tím množiny {Dn; n < co} definovat* spočítatelnú hustú podmnožinu priestoru H{Xn; 
n < co}. Ovela překvapivější je fakt, že súčin 2X o separabilných priestorov je separa
bilný. To je špeciálny případ (pre a = K0) výsledku často citovaného ako Hewitova-
Marczewského-Pondiczeryho veta: Nech a _ K0, |I | _ 2a, {Xt; iel} je systém topo
logických priestorov a pre každé iel je d(Xt) _ a, potom d{Jl{Xi; iel}) _ a (d(X) — 
hustota priestoru X — je najmenšie kardinálně číslo, ktoré je mohutnosťou nejakej 
hustej podmnožiny priestoru X). Dókaz tejto vety spolu s vhodné formulovaným obrá-
tením a odkazmi na literaturu o hustotě súčinových priestorov sa dá nájsť v [22, str. 
77 nn]. Mój dókaz případu a = K0 ([18]) vyzerá tak jednoducho, že si ho móžeme 
v krátkosti predviesf. 

Veta 8.1. Nech |/| = 2*° a pre každé iel nech platí d(Xt) <; K0. Potom pre priestor 
X = n{Xt; iel} platí d(X) = N 0. 

Dókaz. Keďže sa (diskrétny) priestor Z celých čísiel dá (spojité) zobraziť na hustý 
podpriestor priestoru Xi9 dá sa aj priestor Z ( 2 o > ) spojité zobraziť na hustý podpriestor 
priestoru X = H{XÍ; iel}. Stačí teda ukázať, že d(Z(2a>)) ^ K0. Nech R označuje 
reálnu os s obvyklou topológiou. Ukážeme najprv, že priestor R(2íU), ktorý sa dá pri-
rodzene stotožniťs priestorom RR*), je separabilný. Nech n < co a {<xi5 y^; i _ n} ^ 
_ R x R je taká podmnožina, že xt 4= Xj pre i 4= j . Potom pre dané s > 0 existuje 
polynom / s racionálny mi koeficientmi taký, že pre i _ n platí 

|Д*.) ~Уi\<8-

*) RR je množina všetkých reálných funkcií jednej premennej. (Pozn. prekl.) 
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Teda (spočítatelná) množina polynómov s racionálnymi koeficientami (označme ju P) 
je hustá v priestore RR. Teraz každému fe P přiřadíme f: R -> Z také, že 

|f(x) -J(x)\ .= 1/2 pre každé x e R . 

Zrejme množina {f;feP} je hustá v priestore R Z, a teda 

4(Z«~>) = |P | = K0 . q.e.d. 

Chvilku sme sa zaoberali separabilnými priestormi, lebo je zřejmé, že každý separa-
bilný priestor spíňa CCC. Navýše E. Marczewski ([69]) ukázal, že Iubovolný súčin 
separabilných priestorov spíňa CCC. (Tento výsledok sa dá ešte podstatné zovšeobecniť. 
Pozři napr. N. Noble a M. Ulmer [75] alebo W. W. Comfort a A. W. Hager [20, Veta 
3.2] alebo W. W. Comfort a S. Negrepontis [22, Veta 3.9].) Moji bývalí študenti ([75]) 
ukázali, že ak priestor njX,;; ie F} spíňa CCC pre každú konečnú F g / , potom aj 
priestor H{Xi;iel} spíňa CCC. (Aj tu sú možné podstatné zovšeobecnenia, pozři 
napr. [22, § 3].) 

Tieto výsledky evokujú prirodzenú otázku: Je súčin konečné mnohých CCC-priesto-
rov opáť CCC-priestor? Symbolicky: CCC x CCC = CCC? Znie to ako prirodzená 
otázka nie příliš tažká na rozriešenie Tento problém sme mali riešiť my, posluchači 
graduovanej přednášky z topologie, a bol přitom označený ako náročný. V skutočnosti 
je v teorii ZFC nerozhodnutelný. Situáciu pochopíme, ak ho budeme rozoberať spolu 
s iným, dokonca známějším problémom. 

9. Suslinov problém 

Je známa veta, pochádzajúca už od G. Cantora ([12]), že reálna os R (i) je husto 
usporiadaná, (ii) je úplná, (iii) nemá prvý ani posledný prvok a (iv) je separabilná; 
navýše je jediný takto usporiadaný priestor (až na izomorfizmus voči usporiadaniu). 
(Poznamenajme, že je to veta z teorie usporiadania, alebo ak chcete topologická, ale nie 
je to algebraická veta. Pre tento případ ignorujeme algebraické vlastnosti množiny 
R)*). M. Suslin v [93] položil nasledujúcu otázku: Móže podmienka — (iv') spíňa 
CCC — nahradiť podmienku (iv)? Poznamenajme, že Suslin sa nepýtal, či R má vlast
nost' CCC. Isteže má. Ani sa nepýtal, či vlastnosť CCC je všeobecné ekvivalentná sepa-
rabilnosti (lebo vedel, že nie je). Suslin sa skór pýtal, či sú separabilita a CCC ekviva
lentně za předpokladu ostatných troch podmienok. To je Suslinov problém. Suslinov 
priestor (resp. Suslinova priamka) je taký priestor, ktorý negativné odpovedá na Susli
nov problém, t.j. je to neseparabilný priestor s vlastnosťami (i), (ii), (iii) a (iv'). 

Aký je vztah medzi Suslinovým problémom a otázkou, či súčin dvoch CCC-priestorov 
je CCC-priestor? D. Kurepa [[61, 62]) ukázal, že ak S je Suslinova priamka, potom 
(S spíňa CCC) S x S nespíná CCC. Neskór T. Jech ([48]) a S. Tennenbaum ([98]) 
dokázali, že existencia Suslinovej priamky je neprotirečivá s teóriou ZFC. Ba čo viac, 
Tennenbaum dokázal tuto neprotirečivosť ako s teóriou ZFC + GCH, tak aj s teóriou 

*) Napr. Interval (0,1) a množina R sú izomorfné voči usporiadaniu. (Pozn. prekl.) 
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ZFC + ~lCH. R. B. Jensen ukázal ([50]), že existencia Suslinovej priamky vyplývá 
z axiómy V = L. Dóležitý a inšpirujúci dokaž tohoto tvrdenia dal podnět pre formulo-
vanie kombinatorického principu káro a sústredil pozornost' na vzťah medzi rekurziv-
nou definíciou Godelovho konstruktivného univerza L a čistou kombinatorikou (po
drobnosti o Jensenových výsledkoch možno nájsť v [30]). 

Y jednej nepublikovanej práci R. Laver ukázal, že ak 2K o = N l 9 potom existuje 
CCC-priestor X taký, že X x X nespíná CCC. F. Galvin v [38] podal jednoduchý 
dókaz Laverovho výsledku spolu s mnohými zovšeobecneniami. 

Y protiklade k týmto výsledkom R. M. Solovay a F. Rowbottom a nezávisle K. Ku-
nen ukázali, že za předpokladu MA + "iCH má každý CCC-priestor nasledujúcu 
vlastnosť: Z každého systému mohutnosti Kx neprázdných otvorených podmnožin sa 
dá vybrať centrovaný*) podsystém rovnakej mohutnosti. Z toho už bezprostředné vy
plývá, že za předpokladu MA + HCH je súčin konečné vela CCC-priestorov opáť 
CCC-priestor. (Dókazy týchto výsledkov uvádza I. Juhász v [51].) Další dóležitý Jen-
senov výsledok hovoří, že neexistencia Suslinovej priamky je neprotirečivá s teóriou 
ZFC + CH. Dókazu tohoto tvrdenia je věnovaná druhá časť práce [30]. 

Niekolko predchádzajúcich paragrafov medzi iným poukazuje na to, že dva slávne 
problémy zo všeobecnej topologie sú nerozhodnutelné na základe axióm teorie ZFC. 
Speciálně existujú modely teorie ZFC, v ktorých neexistuje Suslinova priamka a súčasne 
každý súčin CCC-priestorov spíňa CCC a sú modely teorie ZFC, v ktorých existuje 
Suslinova priamka (ktorá spíňa CCC a ktorej štvorec nespíná). Z toho hladiska sú 
tieto naše problémy podobné už uvedenému problému o piatom Euklidovom postuláte 
a možno aj problému o Yelkej Fermatovej vete. 

Třeba však poznamenat', že sú tu isté rozdiely. V našom každodennom modeli troj
rozměrného Euklidovho priestoru s „bodom", „priamkou" a „rovnobežnosťou" v ich 
bežnom význame je piaty Euklidov postulát evidentně pravdivý a lahko sa dokáže. 
Ak je Velká Fermatova veta skutočne nerozhodnutelná, je pravdivá v našom modeli 
celých čísiel. Naproti tomu neexistuje teraz špeciálny privilegovaný model teorie ZFC 
(matematikmi všeobecné uznávaný), v ktorom by sa Suslinov problém alebo CCC-
problém mohli považovat' za rozhodnuté. Yideli sme, že existujú modely, a nie nutné 
bizarné a neprirodzené, v ktorých sa na tieto otázky odpovedá kladné, a iné, v ktorých 
odpovede sú negativné. Pre úplnější a zasvátenejší rozbor Suslinovho problému a pro-
blémov z něho odvodených odkazujeme záujemcov na [81, 82] a [30]. Suslinov problém, 
problém CCC x CCC = CCC a niektoré podobné topologické tvrdenia, riešenie kto
rých závisí od axióm teorie množin, sú predmetom dokladného a podrobného výskumu 
z elementárneho hladiska v práci [2]. 

10. Fréchetove usporiadanie na množině "co 

Často sa stává, že dobré formulované nedvojzmyselné otázky o dobré definovaných 
matematických objektoch nemóžu byť zodpovedané absolutné. Překvapivý příklad 

M t.j. prienik Iubovolných konečné vela prvkov podsystému je neprázdný. (Pozn. prekl.) 
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tejto skutočnosti súvisí s množinou "co funkcií z co do co, ktorá je usporiadaná tzv. 
Fréchetovým usporiadaním: 

f < g ak \{neco;g(n) £f(n)}\ < K0 . 

Eahko vidíme, že < je čiastočné usporiadanie množiny "co. 
Medzi otázky, ktoré nie sú rozhodnuté axiómami teorie ZFC patria tieto dve: 

(1) Existuje konfinálna*) lineárně usporiadaná podmnožina množiny "col 

(2) Existuje vzájomne jednoznačné zobraznie z "co na lineárně usporiadanú pod
množinu množiny "co, ktoré zachovává usporiadanie? 

Otázka (2) sa ukázala byť mimoriadne zaujímavou vďaka súvislosti s nedávným rieše-
ním (R. M. Solovay a H. Woodin) otázky, ktorú položil I. Kaplansky: Existuje nespo
jitý homomorfizmus z algebry C[0, 1] do nejakej Banachovej algebry? (C[0, 1] ozna
čuje Banachovu algebru spojitých funkcií z intervalu [0, 1] do komplexných čísiel. 
Kaplanského otázka je zovseobecnením klasickej Gelfandovej vety, ktorá tvrdí, že 
každý homomorfizmus z algebry C[0, 1] do komplexných čísiel je spojitý.) H. G. Dales 
([25]) a J. Esterle ([33]) ukázali, že za předpokladu CH je odpověď na Kaplanského 
otázku pozitivna. Woodin ukázal, že v každom modeli teorie ZFC s nespojitým homo-
morfizmom zmieneného druhu má otázka (2) kladnu odpověď. Použitím Martinovéj 
axiómy a Cohenovej metody forcingu**) Solovay skonštruoval model teorie ZFC, v kto-
rom odpověď na otázku (2) je negativna. 

Som povďačný profesorovi T. Jechovi za to, že mi poslal kópiu svojej přednášky pre 
študentov ([49]) o práci Solovaya a Woodina o probléme nespojitého homomorfizmu. 

Keď sa už zaoberáme čiastočným usporiadaním priestoru "co, nemóžem přitom odolať 
pokušeniu a nezmieniť sa o jednej z mojich oblúbených viet. Aby som to mohol urobit', 
vezmime do úvahy nasledujúce štyri kardinálně čísla: (i) minimálna mohutnosť konfi-
nálnej podmnožiny množiny "co, (ii) minimálny počet kompaktných podpriestorov 
priestoru R, ktorých zjednotnie je množina iracionálnych čísiel, (iii) minimálna mohut
nosť X, pre ktorú existuje vnorenie množiny racionálnych čísiel na uzavretý podpriestor 
priestoru xco, (iv) minimálny počet obojakých množin potřebných na pokrytie vnútrajšku 
neotvorenej nulovej množiny v p(co) — co. Nie je ťažké nahliadnúť, že každé z týchto 
kardinálnych čísiel je nespočítatelné a menšie alebo rovné 2Xo. Moja oblúbená veta 
(váčšina základných črt tejto vety pochádza od S. H. Hechlera ([46])) tvrdí, že všetky 
tieto kardinálně čísla sú si navzájom rovné. Hechler takisto dokázal, že je neprotirečivé 
s teóriou ZFC, že toto kardinálně číslo móže radobúdať Iubovolnú hodnotu X takú, 
že cf(X) > co a X ^ 2*°. 

Pomocou rovnosti medzi (i) a (ii) Comfort a Negrepontis ([23, Dóskdok 11.8]) 
ukázali, že nie každá bairovská množina v parakompaktnom priestore je parakompakt-

*) Podmnožina K c P čiastočné usporiadanej množiny (P, < ) sa nazývá konfinálna, ak platí 
(V* e P) (3y e K) {x < y), alebo ekvivalentně, ak P = U {{x\ x < y}; y e K}. (Pozn. prekl.) 

**) Slovenský překlad anglického pojmu forcing nie je ešte zaužívaný. V ruštině sa používá termín 
euHyxcdeHue, v polštině wymuszanie. Snáď by bol v slovenčině vhodný výraz vynútenie, resp. metoda 
vynucovania. (Pozn. prekl.) 
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ná, a za předpokladu CH, že nie každá bairovská množina v lindelófovskom priestore 
je lindelófovská. 

Istý argument, založený na vlastnostiach Čiastočne usporiadaného priestoru <wco, < >, 
pochádzajúci od B. Balcara, R. Frankiewicza a P. Simona, som použil v prehladnom 
článku [19] na dokázanie takéhoto tvrdenia: Ak a a y sú také kardinálně čísla, že 
a > y = co a priestory p(oc) — a a P(y) — y sú homeomorfné, potom y = co a a = c^. 
Ďalšie informácie a dókazy o tejto jednoducho definovanej množině sa uvádzajú v [82, 
§VII]. 

11. Čiastočne usporiadaná množina /f(a) 

Existuje ešte iná čiastočne usporiadaná množina blízka topológom, ktorí sú obozná-
mení s teóriou ultrafiltrov. Vlastnosti tohoto usporiadania nie sú úplné determinované 
axiómami teorie ZFC. Nech je a nekonečné kardinálně číslo a nech /?(a) označuje, ako 
je to obvyklé, Čechovu-Stonovu kompaktifikáciu diskrétneho piiestoru oc. Pre fe aoc 
nech / označuje (jedinú) spojitú funkciu z fl(oc) do fi(oc) takú, že / _/. Rudinovej-Keisle-
rove usporiadanie < je definované na J?(a) takto: p < q, ak existuje fe *oc také, že 
1(4) = P- Přesné povedané, relácia < ešte nie je čiastočným usporiadaním množiny 
/?(a), lebo zp<qaq<p ešte nevyplývá p = q. Existuje ale prirodzená relácia ekvi-
valencie ~ na ($(oc), ktorá zachovává usporiadanie < a přitom </?(a)/^, <> je už čia
stočne usporiadaná množina. Tieto a iné technické podrobnosti nás teraz nemusia 
zaujímat' (rigorózně pojcdnanie o vlastnostiach relácie < je v [22, § 9]). 

Mnohé aspekty priestoru /?(a) sú dobré preskúmar.é. Poznáme například jeho mo
hutnost', váhu a hustotu. S. Shelah nedávno ukázal ([85]), že existuje množina S na-
vzájom <-neporovnatelných prvkov v /?(a), pre ktorú platí \S\ = 22°\ Chcem sa zmieniť 
o veimi prirodzenej otázke o usporiadanej množině </?(a), < >, ktorá je podobná otáz
kám o množině <wcO, <> v predošlom paragrafe: Existuje konfinálna lineárně uspo
riadaná podmnožina množiny P(oc)l 

Ukážeme si, ako rózne axiómy (neprotirečivé s teóriou ZFC) po přidaní k teorii 
ZFC móžu na tuto otázku dávať rózne odpovede. Najprv potřebujeme nasledujúcu vetu, 
ktorú dokázal A. Hajnal ([43]). Symbol ^(oc) v nej označuje potenčnú množinu mno
žiny a a ^K(oc) = {A _ a; |A | < K}. 

Veta 11.1. Nech co = x < oc sú kardinálně čísla a / : a -> ^K(oc) nech je zobrazenie 
s vlastnosťou: č, <£f(Z) pre každé £ < oc. Potom existuje A _ a, pre ktoré platí | A | = a 
a £ $f(4) Pre každé š,rjeA. 

Dósledok 11.2. Nech co = a pričom (2 a)+ < 22\ Nech S _ j5(a) a nech \s\ = 22\ 
Potom existuje T _ S množina navzájom <-neporovnatelných prvkov mohutnosti 
|T | = 22\ 

Dokaž. Pre qeS položme f(q) = {p e S; p < q a p #= q}. Keďže |/(^) | = | a a| = 
= 2a < (2 a)+ < 22", z Hajnalovej vety dostáváme (ak čísla K a oc nahradíme číslami 
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(2 a)+ a 22*), že existuje T g S také, že |F| = 2 2 a a p $f(q) pre každé p, q e T Zrejme, 
množina Tmí požadované vlastnosti. 

Istým spósobom s týmito výsledkami kontrastujú nasledujúce tvrdenia (pozři [21]). 

Veta 11.3. Ak oc = co, S g p(a) a \S\ ^ 2*, potom existuje q e P(oc) horné ohraniče-
nie množiny S (t.j. pre všetky p e S je p < q). 

Důkaz. Nech S = {p%; £ < 2a} je očíslovanie množiny S, (případné opakovanie je 
přípustné) a nech p = <p5; ^ < 2a> e /?(a)(2a). Vzhladom na už citovánu Hewitovu-
Marczewského-Pondiczeryho vetu existuje spojitá funkcia f z a na hustý podpriestor 
súčinu a ( 2 a ) . Nech g označuje jej spojité rozšírenie z j?(a) na jS(a)(2<x) a n^ projekciu 
z a ( 2 a ) na oc$ = oc. Vezmime q e/?(a), pře ktoré platí g(q) = p. Zrejme platí(n^ ofeaoc 
a Pt = ^(F) = nfóďl)) = (n« °/) (q)- Dostáváme p 5 ;$ q. q.e.d. 

D ó s l e d o k 11.4. Ak a ž co a (2 a)+ = 22", potom existuje ;S-lineárně usporiadaná 
konfinálna podmnožina množiny j8(a) (mohutnosti 22"). 

Dokaž. Nech /?(a) = {P ;̂ £> < 22"}. Položme q0 = p0 a rekurzívně, ak 0 < <!; < 22* 
a ^ je definované pre všetky f/ < £, vyberme q% tak, aby p$ ;S ^ a súčasne g,, ;S ^ 
pre všetky tj < £. Zrejme {q%; £ < 22*} má požadovánu vlastnost'. 

Poznamenajme, že ak (2a)+ = 22a, potom žiadna podmnožina množiny jS(a) mohut
nosti menšej než 22a nemože byť <-konfinálna, lebo |/J(a)| = 22" a \{p e P(oc); p <, q}| — 
á 2a pre každé q e P(ac)*). 

Z tvrdení 11.2 a 11.4 vidíme, že dve hypotézy (2 a)+ < 22" a (2 a)+ = 22" dávajú pozo
ruhodné odlišné dósledky o ;S-struktuře množiny p(a). Každá z týchto hypotéz je ne-
protirečivá s teóriou ZFC ([32]). Z prvej vyplývá, že každá podmnožina množiny 
/?(a) mohutností 2 2 a obsahuje rovnako velkú množinu <, -neporovnatelných prvko v. 
Z druhej hypotézy vyplývá, že existuje lineárně usporiadaná konfinálna podmnožina 
množiny f}(oc) mohutnosti 22" (ktorá samozřejmé nemá ani dvojicu neporovnatelných 
prvkov). 

Táto skutočnosť ma kedysi velmi znepokojovala. Na rozdiel od CCC-otázky, kde 
člověk móže celkom ochotné pripustiť, že je róznymi axiomatickými predpokladmi 
rozdielne determinovaná, cítil som, že Čechova-Stonova kompaktifikácia diskrétneho 
priestoru a skutočne existuje a je konkrétna. Jednoduchá otázka o struktuře usporiada-
nia by malá byť absolutné zodpovedatelná. Rozdielne odpovede, ktoré na tú istú 
otázku vyplývajú z tvrdení 11.2 a 11.4, sa stanů prijatelnejšie, ak si uvědomíme, že 
otázka sama osebe móže byť přeformulovaná v jazyku kardinálnych čísiel a, 2a, 2 2" 
a niektorých ich podmnožin. Je sotva překvapivé, že taká otázka móže mať dve odlišné 
odpovede v závislosti na tom, či sa číslo (2 a)+ rovná alebo nerovná číslu 22°\ 

*) Poznámka platí aj bez předpokladu (2 a ) + = 22<x. Ak (2 a ) + < 22", potom množina jff(a) mohut
nosti 22<* nemože byť zjednotením menej než 22* množin mohutnosti ohraničenej číslom 2a < 
< (2*)+ < 22". (Pozn. prekl.) 
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12. Weissovo riešenie Blumbergovho problému 

Prv než skončím, chcel by som uviesť ešte jeden problém, o ktorom sa ukázalo, že 
jeho riešenie je absolutné, t.j. nezávisí od axióm teorie množin. Najprv trocha historie. 
Na počiatku bolo toto pozoruhodné tvrdenie, ktoré před mnohými rokmi dokázal 
H. Blumberg ([4]): Nechf je Tubo volná funkcia z R do R. Potom existuje hustá pod
množina D c R taká, že funkcia f \ D je spojitá. (Občas sa stává, že tuto vetu niekto 
zle pochopí. Móže byť přitom v pokušení navrhnúť ako protipříklad charakteristickú 
funkciu racionálnych čísiel. Táto funkcia totiž nie je spojitá v žiadnom bode množiny 
reálných čísiel R. Nie je to však protipříklad na Blumbergovu vetu, lebo množina racio
nálnych čísiel je hustá podmnožina množiny R a funkcia je na nej konštantná, a teda 
spojitá.) Podlá všeobecné zaužívanej terminologie hovoříme, že X je Blumbergov 
priestor, ak pre každé zobrazenie f: X -> R existuje hustá podmnožina D ^ X taká, 
že zobrazenie f | D je spojité. V póvodnom Blumbergovom článku [4] je v skutočnosti 
dokázané, že každý úplný separabilný metrický priestor je Blumergov priestor. Po-
zdejšie J. C. Bradford a C. Goffman ([6]) rozšířili toto tvrdenie na bairovské priestory. 
Začiatkom 70. rokov sa problematika vykrystalizovala do otázky: Je každý kompaktný 
Hausdorffov priestor Blumbergovým priestorom? 

Otázku zodpovedal zaujímavým spósobom W. A. R. Weiss ([102]). Použil přitom 
niektoré známe techniky, ktoré zaviedli H. E. White Jr. ([103]) a R. Lévy ([63, 64]), 
ale aj viacero vlastných nových nápadov. Používajúc teóriu ZFC, Weiss definoval dva 
kompaktně Hausdorffove priestory, označme ich X a Y, s nasledujúcimi vlastnosťami: 
Ak platí CH, potom priestor X nie je Blumbergov; ak neplatí CH, potom priestor Y 
nie je Blumbergov. Je zřejmé, že súčin X x Y, resp. disjunktné zjednotenie X u Y, je 
kompaktný Hausdorffov prietor, ktorý nie je Blumbergov. 

Pre správné pochopenie Weissovho postupu dókazu je dóležité si uvedomiť, že vo 
svojej definícii ani X ani Ynezávisia na platnosti alebo neplatnosti hypotézy kontinua. 
Oba priestory X aj Y sú dobré definované v teorii ZFC. (V skutočnosti X je Stonov 
priestor istej známej boolovskej algebry a Y je dedekindovsky úplný, lineárně usporia-
daný topologický priestor.) V každom modeli teorie ZFC je teda priestor X u Y dobré 
definovaný kompaktný Hausdorffov topologický priestor. V každom modeli hypotéza 
kontinua buď platí, alebo neplatí. V každom modeli teda buďX, alebo Ynie je Blum
bergov priestor. Preto zrejme X u Y nikdy nie je Blumbergov priestor. 

13. Závěrečné poznámky 

Matematika má spolu s celou vedou povinnosť a ciel skúmať a popisovať reálny svět 
a naše životné prostredie v najvšeobecnejšom zmysle. To je dozaista časovo a vecne 
neobmedzená úloha. Nikdy nebudeme vedieť všetko to, čo by sme mohli vedieť. Vědci 
pristupujú k riešeniu tohto problému s prostriedkami příslušnými ich vlastnej disciplíně. 
Podlá mójho osobného názoru, ktorý je trochu pesimistický a má nádych rozpačitosti, 
sme (my matematici) menej přispěli k úspěchu tohoto podnikania ako například fyzici 
a biológovia. Sme sice schopní sformulovať axiómy alebo principy, ktoré, ako dúfame, 
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vrhnu trochu světla na daný problém. Ale ak sa to nepodaří, dáme sa na hranie hier 
a postulovanie tvrdení. Yieme o nich, že sú pravdivé vo formálnom zmysle, t.j. že 
logicky vyplývajú z našich predpokladov. Nevieme však, či majú nějaký vztah alebo 
význam pre náš život. Doteraz nie sme schopní v reálnom světe rozhodnúť pravdivost' 
alebo nepravdivost* mnohých prirodzených a jednoduchých tvrdení (napr. hypotézy 
kontinua). Doteraz nie sme schopní jasné definovať matematický model, ktorý by dobré 
aproximoval reálny svět. 

Pre matematika je lahké opustiť vědecké bádanie reálnej podstaty světa a stiahnuť 
sa na pohodlné stanovisko, že nie je a nemóže byť pravdy mimo matematiky a že proti-
chodné matematické pravdy, pokial sú odvodené z tej či onej množiny axióm logicky 
přípustným spósobom, sú rovnako zaujímavé a hodnotné. Zaujat takýto postoj zname
ná zlahčovať matematiku a prispieť k oprávněnosti aforizmu B. Russela ([83]), že 
„... matematika by mohla byť definovaná ako předmět, v ktorom nikdy nevieme ani 
o čom rozprávame, ani či to, o čom hovoříme, je pravda". 

Matematikom, ktorí veria, že matematika je celkom odpútaná od reálného světa, 
dávám tieto otázky: Ak sa zajtra dozvieme, že hypotéza kontinua platí v reálnom světe, 
zachovajú si potom svoju zaujímavosť vety založené na Martinovej axióme a negácii 
hypotézy kontinua? A ak vyjde najavo, že neexistujú nespočítatelné meratelné kardi
nálně čísla, bude v nás i naďalej vzbudzovať nadšenie překrásná charakterizácia Ram-
seyových ultrafiltrov (pochádzajúca od F. Rowbottoma, K. Kunena a iných)? Vieme 
totiž, že Ramseyov ultrafilter existuje len na meratelnom kardinálnom čísle. Odpověď 
na prvú z týchto otázok (ale myslím si i na druhů) je „Nie". 

Nemusíme si ale zúfať. Yšeobecnú topológiu před desaťročím mnohí matematici 
odpísali ako mrtvy alebo umierajúci odbor. Posledný vývoj v logike a teorii množin, 
ktorý sme tu naznačili, spósobil však vo všeobecnej topologii explóziu vzrušenia. Ja 
s dóverou očakávam ďalšie nepřetržité publikovanie nových pravd v teorii množin 
a v topologii, ktoré budu dostatočne hlboké na to, aby boli zaujímavé a dostatočne 
jednoduché a elegantné, aby som ich mohol pochopit a oceniť. 

Podakovanie 

Som povdačný mnohým matematikom za to, ze starostlivo a kriticky prečítali 
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