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vyučovaní 
POZNÁMKA K ANALOGII 

„STACIONÁRNÍ KVANTOVÝ STAV -
STOJATÁ VLNA NA STRUNĚ"*) 

Aleš Lacina, Brno 

1. Úvod 

Při kvalitativních výkladech jevů mikro-
světa se dělají mnohá zjednodušení. Reálná 
situace se nahrazuje jednoduchým mode
lem, na němž lze zhruba vyložit základní 
vlastnosti studovaného systému. Charakte
ristické rysy chování objektu, jehož pohyb 
je omezen na konečnou oblast prostoru se 
nejčastěji demonstrují na případu částice 
vázané na úsečce (v jednorozměrné ne
konečně hluboké pravoúhlé potenciálové 
jámě). Jedním z nejzajímavějších výsledků, 
k nimž vede uvěznění částice, je kvantování 
její energie. Při kvantově mechanickém 
popisu vychází tento efekt jako důsledek 
standardních podmínek kladených na 
vlnovou funkci získanou řešením Schró-
dingerovy rovnice. V populárně vědecké 
literatuře a učebnicích nižších typů škol se 
často užívá analogie mezi stacionárním 
stavem uvězněné částice a stojatou vlnou 
na struně - např. [1—7]. Tento postup 
vychází z de Broglieovy hypotézy a existen
ci diskrétní posloupnosti stacionárních 
stavů (kvantování energie) vysvětluje jako 
důsledek vlnových vlastností částice. Ve 
tvaru, v němž je běžně používán, však dává 
kromě některých správných výsledků (ener-
giové spektrum) i celou řadu nesprávných 
představ o uvězněné částici. 

2. Ukázka standardního postupu výkladu 

Podle de Broglieovy hypotézy je každé
mu objektu přiřazena vlna, jejíž délka A 
je jednoznačně spojena s velikostí jeho 
impulsu p 

(i) A-Л 

Pro částici, jejíž pohyb je omezen pouze 
na úsečku délky L,však mohou být stabilní 
(stacionární) jen takové stavy, kdy se na 
tuto úsečku uloží právě celistvý počet 
půlvln. 

(2) L = n n = 1, 2, 3, 

Situace je zcela analogická stojatým mo
nochromatickým vlnám na struně délky 
L — viz obr. 1. 

_2_L 
3 

2L 

Obr. 1. 

Zkombinováním vztahů (l) a (2) dostá
váme pro velikost impulsu částice v těchto 
stavech 

*) Věnováno k šedesátinám doc. dr. M. Černohorského, CSc. 
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( 3 ) P " = 2L = - T ' » - 1.2.3.. 

Tomu odpovídají energie 

(4) E„ = 
n2n2ћ2 

2m 2mL2 

n = 1,2,3,... 

Částice, která je vázána na úsečku délky L 
má tedy diskrétní energiové spektrum. 

Logická struktura předvedeného postu
puje přehledně ukázaná v následující tabul
ce. 

stacionární 
kvantový stav 

čistý harmonický kmit 
(stojatá monochromatická 

vlna) 

II 

diskrétní (kvantované) 
hodnoty Xn 

III 

kvantované 
hodnoty pn 

IV 

kvantované 
hodnoty En 

Tabulka I (převzato z [6]). 

3. Kritika standardního postupu výkladu 

Na první pohled vypadá předcházející 
ukázka bezchybně. Abychom uviděli, 

v čem jsou její slabiny, projdeme § 2 znovu 
a budeme při tom užívat přesnějších for
mulací. 

3.1. Podle de Broglieovy hypotézy je 
každému objektu pohybujícímu se s im
pulsem p ve směru osy x přiřazena rovinná 
monochromatická postupná vlna 

(5) (pp(x,t) = 4 - e í [ ( p / ^ - ( £ / f t ) ř ] , 

x e ( - c o , +co) , 

jejíž délka je spojena s velikostí jeho im
pulsu vztahem (1) [9]. De Broglieova vlna 
(5) je vlastní funkcí operátoru impulsu 
příslušnou vlastní hodnotě p. Superponu-
jeme-li tuto vlnu s vlastní funkcí téhož ope
rátoru příslušnou vlastní hodnotě -py 

dostaneme stojatou monochromatickou 
vlnu 

(6a) ^(x , t) = 4 - c o s ^ x e - í ( £ / f t ) ř , 

x є(—oo, +oo) , 

resp. 

(6b) W(x,t) = — s in-?xe- í ( £ / f t ) ř , 

x e ( — c o , + c o ) . 

(Tyto funkce již nejsou vlastními funkcemi 
operátoru impulsu, jsou však vlastními 
funkcemi operátoru kvadrátu impulsu.) 
Požadujeme-li vynulování těchto funkcí 
na koncích uvažované úsečky (počátek 
souřadnic je zvolen v jejím středu), dosta
neme z (6a) 

(7a) Pгk-í 
_ (2fc - 1) nћ 

fc = 1,2,3,... 

a z (6b) 
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(7b) p2k = ^ , k = 1,2,3,... 
Li 

Dosazením takto vybraných hodnot do (6) 

(8a) •Fa».1(x, i) = 

= A C 0 S ( 2 f c - 1 ) ^ e - t ( W ) / . ) . 

(8b) řя í - . í ) -

= Asin^ife-'^^' , 
Jh L 

xe(-oo, +oo), 

IC —~ X , -£, .3, • • * 

To je stejný výsledek, jaký se dostává pro 
vlastní kmity struny délky L (počátek 
souřadnic je umístěn ve středu struny) 
[10], [11] - srv. obr. 1. Neshoda v inter
valech, na nichž jsou funkce (8) a funkce 
popisující výchylky struny definovány, je 
pouze zdánlivá, neboť na strunu konečné 
délky se pohlíží jako na součást struny 
nekonečné (viz např. [10], str. 68). 

Stojaté vlny (8) jsou — jako všechny 
monochromatické vlny - vlnami neko
nečnými. Nepopisují tedy stavy částice 
vázané na úsečku xe <—L/2, L/2>, ale 
stavy volné částice, které vyhovují pod
mínce 

(9) '(-Ś-)-*й--
Jsou společnými vlastními funkcemi operá
toru kvadrátu impulsu a hamiltoniánu 
volné částice (V(x) = const., x e ( - o o , 
+ oo)), nikoliv však hamiltoniánu částice 
uvězněné v oblasti x e <-L/2, L/2>. Díky 
tomu lze v případě volné částice užít 
vztahu (4) spojujícího vlastní hodnoty 

kvadrátu impulsu s příslušnými vlastními 
hodnotami hamiltoniánu. 

Volná částice, jejíž vlnová funkce vyho
vuje podmínkám (9), může tedy mít jen 
zcela určité hodnoty velikosti impulsu pn 

(7), resp. (3) a energie E„ (4). 
Původně jsme však chtěli studovat 

energiové spektrum částice uvězněné v ob
lasti délky L. Jak jsme se vůbec dostali 
k vyšetřování volné částice? Na začátku 
§2 jsme z hlediska klasické mechaniky 
zcela samozřejmě předpokládali, že uva
žovaná částice má určitý impuls. V kvanto
vé mechanice však tento předpoklad tri
viální není. Ostrou hodnotu impulsu (resp. 
kvadrátu impulsu) lze naměřit pouze ve 
vlastních stavech operátorů těchto veličin, 
tj. u volné částice. Tím, že jsme připsali 
studované částici určitou hodnotu veli
kosti impulsu (tj. určitou de Broglieovu 
vlnovou délku), jsme tedy vlastně uvažo
vali o částici volné. (Komentáře v §2, 
které hovoří o omezení jejího pohybu na 
ohraničenou oblast, jsou proto zavádějící.) 

3.2. Vlnové funkce popisující stacionární 
stavy částice, která je uzavřena v oblasti 
x e <-L/2, L/2> jsou vně tohoto intervalu 
nulové. 

Obr. 2. 
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(10a) 

1\ c o s (2k - ' ) nX

 e - . ( E * - ./»>« 
L I L 

x e < - L/2, L/2> 

0, x ф ( -

(Юb) 

L L 

fc = 1,2,3,... 

2\ . 2knx 
- sin e 
L L 

i(E2fc/Ä)í 

x є < - L/2, L/2> 

0, x ÿ 
L L 
2 ' 2 

lc = 1 ,2 ,3 , . . . 

Na rozdíl od funkcí (8), popisujících stavy 
volné částice, nejsou funkce (10) mono
chromatickými vlnami, ale vlnovými klub
ky. Nejsou tedy vlastními funkcemi kvadrá
tu impulsu, ale jejich superpozicemi. Ve 
stavech popsaných funkcemi (10) proto 
nemá kvadrát impulsu určitou hodnotu. 
Abychom zjistili spektrum impulsu, popř. 
velikosti impulsu vázané částice v jejím 
stacionárním stavu, musíme rozvinout 
funkci (10) do vlastních funkcí operátoru 
p (5), popř. operátoru p 2 (6). Vzhledem 
k tomu, že rozkládaná funkce (10) není 
periodická v intervalu (— co, + co), nebude 
tímto rozvojem Fourierova řada (diskrétní 
spektrum p, resp. X), ale Fourierův integrál 
(spojité spektrum p resp. X) (např. [10], 
[12]) - viz obr. 3. Tím padá hlavní argu
ment diskutovaného postupu pro kvanto
vání energie (kvantovaný impuls). Vztahu 
(4) ostatně rovněž nelze použít pro 
výpočet energiového spektra, poněvadž 
(celková) energie a kvadrát impulsu nejsou 
současně přesně měřitelné. 

Postup vyložený v § 2 je tedy správný 

jen pro volnou částici (pro niž jsou přede
psány ,,kvantové podmínky" (9)). Při 
studiu částice, jejíž pohyb je omezen na 
konečnou oblast prostoru se s ním ro
zejdeme hned v kroku I (viz tab. I). 

3.3. Obsah § 2 tedy nelze přijmout jako 
vysvětlení kvantování energie vázané části
ce. Jeho logická struktura je totiž ve sku
tečnosti tato: 

Stacionární stav částice, jejíž pohyb je 
omezen na úsečku délky L (klubko stoja
tých monochiomatických vln) je přiřaze-

I I 1 1 1 1 1 

л л 
—п 

10 

5 

4 

, _ j L J U 

—п 

10 

5 

4 ^ _ Л J \ _ 

—п 

10 

5 

4 

Л.Л . 3 

ЛA . = 2 

1 

l I A • 

= 2 

1 

l I 1 l l 1 l l l 

= 2 

1 

l I 

-15 -10 -5 10 

Obr. 3. Hustota pravděpodobnosti naměření 
různých hodnot impulsu pro částici nacházející 
se v n-tém stacionárním stavu Wn (11) v jedno
rozměrné nekonečně hluboké potenciálové jámě 
délky L. Impuls je udáván v násobcích nfiJL. 
S rostoucím n klesá relativní velikost rozmytí 
impulsu op/pnejpravděpodobnější- Příslušný vý
počet je proveden v příloze. 
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Obr. 6a. Vlnové funkce stacionárních stavů 
částic uzavřených v nekonečně hlubokých po
tenciálových jámách s různými délkami L. \Fro 
energii n-tého stacionárního stavu částice uzavře
né v jednorozměrné nekonečně hluboké poten
ciálové jámě délky L platí 

7t 71 i n v 

(-Г 

Obr. 6b. Hustota pravděpodobnosti naměření 
různých hodnot impulsu ve stavech diskutova
ných v obr. 6a. Impuls se měří v násobcích nň/I. 
(Příslušný výpočet je proveden v příloze 
S.) rostoucím n se toto rozdělení zostřuje; 

\imwn(p)=id ( - s + y j + i * (P~T)' 

ním určité de Broglieovy vlnové délky (tj. 
určité hodnoty velikosti impulsu) prohlá
šen stojatou monochromatickou vlnou. 

Tento přechod, kterým se vlastně dělá 
krok I v tabulce I, odpovídá, jak již bylo 
řečeno, „uvolnění částice z vazeb". Všech
ny následující úvahy jsou tedy správné 
jen pro částici volnou, jejíž vlnová funkce 
je ve dvou zadaných bodech nulová (obr. 

5). Výsledky se však vydávají za platné 
pro částici vázanou (obr. 4). Za „matema
tickou jednoduchost" takového popisu se 
platí celou řadou nesprávných představ 
o uvězněné částici. Kromě již zmíněného 
nesprávného tvaru vlnové funkce vně uva
žované úsečky se všemi jeho důsledky*) 

*) Zdůrazněme, že pro úspěch této metody 
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je to předpoklad o určité hodnotě velikosti 
impulsu částice, kvantování impulsu a sou
časná měřitelnost kvadrátu impulsu a (cel
kové) energie. Zvlášť nepříznivým dojmem 
působí skutečnost, že získání závěrečného 
správného .výsledku — diskrétního ener-
giového spektra — je přímo založeno na 
těchto scestných představách. 

Je zajímavé, že hodnoty energie vychá
zejí zcela přesně. To však nemůže sloužit 
za důkaz správnosti postupu. (Vzpomeňme 
na podobný případ s Bohrovým modelem 
atomu vodíku.) Příčinou této shody je 
rovnost energií stacionárního stavu volné 
částice popsaného vlnovou funkcí (8) a sta
cionárního stavu vázané částice, který je 
zadán vlnovou funkcí (10) — viz obr. 6. 

4. Závěr 

Vyložili jsme, že metoda určení ener-
giového spektra částice uvězněné na úsečce 
založená na analogii mezi stacionárním 
stavem a stojatou monochromatickou 
vlnou má závažné nedostatky. Nemůže 
být proto považována za vysvětlení kvan
tování energie, ale nanejvýš za mnemotech
nickou pomůcku umožňující snazší smí
ření s tímto zajímavým efektem. Její použi
tí přitom v sobě skrývá nebezpečí: nespráv
né mezivýsledky postupu vytvářejí fyzi
kálně pochybenou představu o studované 
částici. Z tohoto hlediska situace silně při
pomíná všeobecně známý případ s Bobro
vou teorií atomu vodíku, která je rovněž 

výkladu je životně důležité udržet pozornost 
pozorovatele uvnitř nekonečně hluboké jámy 
modelující povolenou oblast. Jinak by totiž 
přišel na to, že částice, o níž jsme prohlásili, že 
je uvězněna (a kvantování její energie jsme 
„vysvětlili" jako důsledek tohoto uvěznění) se 
může ve skutečnosti nacházet i vně této oblasti 
(dokonce s mnohem větší pravděpodobností než 
uvnitř). 

nesprávnou cestou ke správnému výsledku. 
Oblíbená analogie byla postavena do 

velmi špatného světla, ale žádný alterna
tivní, stejně jednoduchý a přitom korektní, 
postup navržen nebyl. Autor přiznává, 
že neví o žádném takovém vysvětlení, 
které by se hodilo do elementárních vý
kladů. Zastává však názor, že při prvním 
seznamování se základními idejemi kvan
tové mechaniky není třeba „vysvětlovat" 
kvantování veličin. Spíše by se měla prefe
rovat výchova ke správnému fyzikálnímu 
myšlení. Např. na podrobném rozboru 
difrakčních pokusů přesvědčivě ukázat 
omezení platnosti klasické mechaniky 
[13]. I uvedená analogie zde může vyko
nat dobré služby. (Přechod od klasického 
nazírání ke kvantově mechanickému je 
přijetím de Broglieovy hypotézy již částeč
ně proveden.) Nesmí se však použít v kri
tizovaném tvaru 

„stacionární stav — stojatá monochro
matická vlna", 
ale ve tvaru 

„stacionární stav — stojatá vlna (vlnové 
klubko)". 
Fourierovou analýzou (viz příloha) — 
třeba jen naznačenou [14] — se dostaneme 
k představě neurčitého impulsu. (Nespráv
né úvahy § 2 jsou z tohoto hlediska krokem 
zpět ke klasickému pohledu.) K energiové-
mu spektru však tudy cesta nevede. 

Je nepochybné, že někteří autoři užívají
cí kritizovaný postup si byli vědomi uve
dených nedostatků a zařazují jej pouze 
z pedagogických důvodů. V jejich výkla
dech se totiž objevuje zpravidla až těsně 
před probíráním vlastností atomů, k jejichž 
objasnění je třeba mít správnou kvalita
tivní představu o energiovém spektru 
elektronů. Na tomto místě je již tedy nutné 
o kvantování energie promluvit a je jistě 
didakticky vhodnější takovou novou sku
tečnost „nějak přirozeně vysvětlit" než ji 
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jenom konstatovat. Pokušení je zde o to 
větší, že posluchač, pro nějž je výklad 
určen, může jen stěží na své úrovni nějaké 
rozpory odhalit. 

Ponecháváme diskusi, zda se mají ná
zornosti výkladu — byť úvodního — dělat 
tak velké ústupky. Nebezpečí upevnění 
nesprávného pohledu na mikrosvět by se 
však nemělo podceňovat. Dobrým příkla
dem toho, kam až může vést zafixovaná 
nesprávná představa, je § 8.3 ve vysoko
školské učebnici [8]. 

P ř í l o h a . Výpočet impulsového spektra částice 
uvězněné v oblasti xe <—L/2, L/2) 

Hustota pravděpodobnosti naměření různých 
hodnot impulsu wn(p, t) v určitém stavu n je dána 
kvadrátem absolutní hodnoty vlnové funkce 
tohoto stavu v impulsové reprezentaci <&n(p, t). 
Transformací funkcí (10) vyjádřených v souřad
nicové reprezentaci podle obecného vztahu 

*.(л 0 Ч>n(x,t)q>Џx,t)àx 

(zde cpp(x, t) = l /v /(/i) exp [i/fi(px - (p2/2m) t)] 
je vlastní funkce operátoru impulsu v souřadni
cové reprezentaci (5)) se dostane 

^ 2 f c - l ( A 0 = 

/ s l r 

2 \ 

[(2k- l)тc pЛL 

\ i + Ф 
V Lh j (2k - 1) n p 

L fi 

Ґ ( 2 k - 1)7Г p"|L 
sin — 

, L L Ф ( 2 k — l)тr p 
ľ X 

L fг 

xир[-£(*-*--;£)'} 
Ф2k(P> o = 

=iЩ 
\2kn p"]L 

sin + 7 -

[_L ф 
=iЩ 2kn p 

T + * 
2kn p 

T + * 

"2k7Г p 

L ~ ń 

2kn 
rx 

x«p[-í(f---£)']« 
pe(-oc, + oc), k— 1 ,2, 3, . . . 

Odtud 

wn(p,t)= | ^ ( p , t ) | 2 = 

Гn7Г p"1 L 
in — + - -

[ L fi j 2 

rm p 

L fi 

+ 

nn p L 
sin — -

L fl 2 

nn p 

L fг 

_2 

Lh 

+ (-!)" 

pe(— cc, + o o ) , n= 1 , 2 , 3 , . . . 

Pro některé stacionární stavy byla tato funkce 
počítána numericky na stolním kalkulátoru 
H P 9825 A. Výsledky těchto výpočtů jsou shrnuty 
v obrázcích 3 a 6b. 
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jubilea 
zprávy 
ZEMŘEL PROFESOR DR. MIROSLAV 
V. JIROUŠEK 

V den učitelů, dne 28. března 1983, odešel 
neočekávaně náš profesor a zasloužilý učitel, 
dr. Miroslav Václav Jiroušek. V profesoru Ji-
rouškovi ztrácíme nejen dlouholetého člena 
Jednoty československých matematiků a fyziků, 
skvělého středoškolského a posléze vysokoškol
ského učitele matematiky a fyziky, ale i význam
ného hudebního teoretika, skladatele, sbormistra 
a člověka velkého ducha i srdce. U nás je znám 
jako vysokoškolský učitel matematiky, zejména 
algebry a numerické matematiky na přírodově
decké fakultě Univerzity Palackého v Olomouci; 
z velkých amerických encyklopedií hudebních 
skladatelů je znám jako český skladatel, sběratel 
a harmonizátor národních písní; podrobnosti 
o jeho životě se lze dovědět z dvoudílného slovní
ku českých hudebních skladatelů. Již sama tato 
fakta naznačují, že jde o osobnost mimořádnou, 
v duchovním prostoru mnoharozměrnou. 

Vnější rámec života profesora Jirouška vyme
zují data 25. říjen 1903 Jindřichův Hradec až 
28. březen 1983 Olomouc. Narodil se v učitelské 
rodině a po absolvování gymnázia v rodišti 
a Karlovy univerzity v Praze r. 1926 se stává 
profesorem matematiky a fyziky v Jihlavě, stejně 
jako profesorem hudby; k tomu ho opravňovalo 
absolutorium v oboru hudební skladby na kon
zervatoři u Jaroslava Křičky a Rudolfa Karla. 

V osudném roce 1939 přechází na Slovanské 
gymnázium v Olomouci a posléze v roce 1954 
na olomouckou univerzitu. Během půl století 
své činnosti vychoval několik generací středo
školáků a vysokoškoláků, jako hudební kritik 
ovlivnil kulturní život na Moravě a jako sklada
tel komorní a symfonické hudby i jako harmoni
zátor a sběratel písní se trvale zapsal do dějin 
české hudby. 

Životní dráha středoškolského profesora 
ovšem nebyla tak přímočará, jak se zpravidla 
jeví ze zkrácených životopisů; u profesora Ji
rouška k úctyhodnému vzdělání matematickému, 
fyzikálnímu a hudebnímu přistupuje znalost 
řady jazyků klasických, i moderních, ale také 
aprobace z přírodopisu a chemie, s níž se musel 
rovněž jako učitel „vypořádat". 

U profesora Jirouška však byla nejsympa
tičtějším rysem skutečnost, že jeho vysoké vzdělá
ní budící respekt nás malých i velkých žáků vždy 
jasně převyšovala dobrota srdce. Snad i proto 
zůstal duševně mladý do posledních dnů svého 
krásného, prací i starostmi plného života. Mnoho 
žáků a přátel dnes upřímně želí ztráty tohoto 
mimořádného člověka, který jim byl přítelem 
a vzorem. 

Vladimír Malíšek 

ŠEDESÁTINY ČLENA KORESPONDENTA 
MILOŠE MATYÁŠE 

Dne 16. 8. 1983 se dožil šedesáti let člen ko
respondent Miloš Matyáš, vedoucí optické sku
piny oddělení polovodičů Fyzikálního ústavu 
ČSAV a významný organizátor fyzikálního 
výzkumu v Československu i v mezinárodním 
měřítku. 

Narodil se v Praze v rodině úředníka mini
sterstva financí a po maturitě na reálce absolvo-
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