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O dialektice v matematice IIT

Egbert Brieskorn, Bonn

Kone¢no a nekonecno

Ve své knize Philosophie der Mathematik
und Naturwissenschaft ([35]) piSe HERMANN
WEYL na konci kapitoly nazvané O pod-
staté matematického pozndni: ,,Chceme-li
nakonec lapidarné vystihnout Zivouci jad-
ro matematiky, miizeme docela dobfe fici:
je to véda o nekoneénu. Bylo velkym vy-
konem starych Rekd, Ze udinili z napéti
mezi kone¢nem a nekoneénem plodny
néstroj poznani skuteénosti. Zde by mélo
byt ujasnéno, jaky vyznam mélo a ma
toto napéti — a pokusy o jeho pfekonani
— pro dgjiny teoretického poznani: > Ne-
koneéno dokézalo pohnout nitrem &lové-
ka tak hluboce jako Z4dni jind otazka
vSech dob; nekoneéno zaptlisobilo na lid-
sky rozum tak podnétné a plodné jako
snad Zadn4 jind myslenka; avSak nekonec-
no také vice neZ kterykoliv jiny pojem si
naléhavé zada vysvétleni < (HILBERT, O ne-
konecnu)““. Starofeéti matematikové na-

*) 3. &ast piekladu ¢&ldnku E. BRIESKORNA
Uber die Dialektik in der Mathematik uvetejnd-
ného ve sborniku Mathematiker iiber die Mathe-
matik, pp. 221—286, editor M. OttE. Vydalo
nakladatelstvi Springer v fad€¢ Wissenschaft
und Offentlichkeit.

©Springer-Verlag Barlin—H:idzlbzrg— New
York 1974. :

Prvni dvé &asti pfekladu byly oti§tény v islech
1/79 a 2/79. Pfelozil Oldfich Kowalski.

raZeli jak v geometrii, tak i v -aritmetice
na problém nekoneéna: v geometrii v sou-
vislosti s problémem vypo&tu ploch a obje-
mil a s diskusi o povaze kontinua a o pro-
ménach jevli v prostoru a &ase, kterd se
nejvice vyostfila v ZENONOVYCH parado-
xech; v aritmetice v souvislosti s objevenim
iracionalnich &isel jako bylo &slo /2
u pythagorejcii. Pokus o pfekondni potiZi
spjatych s problematikou nekone¢na vedl
k nejdulezité§im uspéchim starofecké
matematiky: byla to teorie nejjednodus-
§ich iraciondlnich d&isel v geometrickém
tvaru, vypracovani ARCHIMEDOVA axiému
a Eupoxovy teorie proporci a vyvinuti
dvou metod pro vypocet ploch a objemi:
jedné presné, ale heuristicky nepfili§ vy-
datné metody exhaustivni a dalsi, ne pfes-
né zdlivodnéné, ale plodné infinitezimalni
metody Archimedovy. Dne$nim jazykem
bychom mohli fici, Ze Archimedliv axiém
naznaduje, Ze redlnd &isla jsou archime-
dovsky uspofddana a Ze v teorii proporci
je realné &islo charakterizovdno p¥islus-
nym fezem v mnoZiné racionélnich Cisel.
Stafi Rekové oviem nedosli a? k roziifeni
pojmu &isla v tom smyslu, Ze by kazdému
fezu odpovidalo n&aké &islo, nybrZ kon-
cipovali teorii proporci jako d&isté geo-
metrickou teorii. DEDEKIND uéinil posledni
krok a definoval kontinuum realnych &isel
pomoci dedekindovskych fezli, tedy jako
souvislé, archimedovsky uspofddané téle-
so. Je moZno fici, Ze v Dedekindové geo-
metrické definici redlnych &isel dosly svého
naplnéni myslenky starofeckych matema-
tikli o kontinuu — ovsem tak, Ze se pfi-
pustily libovolné fezy a tim i mnohem vice

‘nekonenych mnoZin raciondlnich &isel,

to jest za cenu pfijeti aktualniho nekoned-
na, kterého se stafi Rekové bali. Exhaus-
tivni metoda a metoda Archimedova, kte-
rou sim Archimedes pouZil kromé jiného
k pfibliZznému vypodtu &isla r, byly znovu
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oZiveny renesanci a staly se jednim z nej-
dulezité&jsich zdrojt, ze kterych se vyvinula
analyza. Tim byl podruhé ,z napéti mezi
koneénem a nekoneénem ulinén plodny
nastroj poznini skutenosti‘. Derivovani
funkce je jeji analyzou v ,nekoneéné ma-
Iém*, integrace je opa¢ny krok smérem
k syntéze, kdy z chovani v ,nekoneéné
malém‘ ¢inime zavéry o koneénu. V apli-
kacich tomu odpovida formulace pfirod-
nich zdkonl pomoci diferencidlnich rov-
nic a pfedpovéd chovani takto popsanych
systémit na zaklad€ integrace té€chto rov-
nic. Ale ,nekoneiné malé‘ se ukazuje ne-
jen jako plodné, nybrz také jako ,naléhavé
si zadajici vysvétleni‘. Vedlo k paradoxim
a pfileZitostné také k rozporiim. Snaha
o jejich pfekonéni vedla k nahrazeni ,ne-
koneéné malého pojmem limity, tj. pies-
néji pojmem dCiselné posloupnosti nebo
proménné, ktera se v limit& bliZi k 0, a to
pak vedlo v pracich CAUCHYHO, BOLZANA
a WEIERSTRASSE k poloZeni piesnych za-
kladt analyzy. Ze vSak pfevedenim na li-
mitni procesy a tim na potencidlni neko-
neéno nikterak nezmizelo napéti mezi ko-
ne¢nem a nekonecnem, mélo se brzy uka-
zat. Nebot analyza spo€ivala na podnoZi
nauky o realnych &islech a vybudovani
této nauky WeierstraBem, Dedekindem
a CANTOREM, i kdyZ $lo o rlizné zpusoby,
pokaZdé v sob& zahrnovalo pfijeti aktual-
niho nekoneéna. Cantorova teorie obsaho-
vala zirodek tak smélého proniknuti do
nekonedna, 7e¢ to vedlo k nejvét§i krizi
v d&jindch matematiky a k fantastickému
skoku v jejim vyvoji.

Cantorova definice redlnych ¢&isel po-
moci fundamentélnich posloupnosti racio-
nalnich &isel je obsaZena v jedné jeho praci
o jednoznalnosti vyjadfeni funkci Fou-
rierovymi fadami ([7], str. 92—101). V té-
to praci uvefejnil Cantor také své prvni
pfispévky k teorii bodovych mnoZin na
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pfimce, jejichZ zkoumani se stavalo béhem
rozvoje analyzy stile nezbytngj$im. Spolu
se ZERMELEM miiZeme pravé v této praci
spatfovat zarodek Cantorovych pozdé&j-
§ich velkych tvirdich &inh: vytvofeni teo-
rie mnoZin spolu s teorii kardindlnich
a ordindlnich Cisel stejné€ jako dileZité
pfisp&vky k rozvoji topologie a teorie
miry. Cantorovo dilo mé&lo tedy sviij poca-
tek v analyze, mélo sviij dvojjediny pocatek
v algebfe a geometrii, v problémech, ve
kterych se jiZ v antické matematice proje-
vovalo napéti mezi koneCnem a neko-
necnem.

Cantorova prace uvedla tento rozpor
do vztahu s rozporem mezi kvantitou
a kvalitou a tim jej udinila plodnym. Can-
tor si byl vyznamu své prace v této sou-
vislosti védom a vytusil jeji upotfebitel-
nost v rozsdhlych oblastech matematiky.
Svij hlavni zdjem vSak soustfedil rostouct
mérou na vztah mezi idejemi kvantity
a nekonec€na. SnaZil se o objasnéni rozli¢-
nych filozofickych pfedstav o nekoneénu
a zplsobll, jak se nekone€no projevuje
v matematice. Ostie rozliSoval mezi po-
mérné neproblematickym a jaksi vSeobec-
né pfijimanym potencidlnim nekoneénem
a mezi vétS§inou odmitanym aktudlnim
nekoneénem. Cantor obhajoval opravné-
nost aktudlniho nekone¢na v matematice:
ve formé& existence nekoneénych mnoZin.
Nadto se postavil proti tvrzeni filozofa —
Ze nekoneéno nelze néjak blize vymezit —
tim, Ze definoval kardinalni &isla zavede-
nim mohutnosti nekoneénych mnoZin
a transfinitni ordindlni d&isla zavedenim
ordindlniho typu dobfe uspofadanych
nekoneénych mnoZin; rozvinul teorii téch-
to transfinitnich Cisel, kterd dodnes ziistala
v hlavnich rysech v platnosti, a s hypoté-
zou kontinua vyzvedl jeden z nejdileZi-
t&jsich problémi této teorie, ktery sice pfes
veskeré Usili nebyl schopen sdm vyfesit,



ale ktery se pozdéji ukazal jako mimo-
f4dn& plodny. ‘

Cantor si byl dobfe vé€dom, jak je vidét
z jeho matematickych praci, stejné tak
plodnosti ideje nekoneéna jako nutnosti
tuto ideu bliZze vysvétlit, a sdm k tomu
pfispél tak jako Z4dny jiny matematik
nebo filozof. Vypofadal se s namitkami
proti aktudlnimu nekonecnu, které se
objevily u filozofli i u matematikil, napf.
uZ u LemBN1ZE, GAUSSE, CAUCHYHO a KRo-
NECKERA. Zgasti k tomu byl donucen —
nebot jeho myslenky byly aktivné napa-
dany z mocenskych pozic tehdejsi védy.*)
SnaZil se dokézat, Ze jeho mySlenky maji
své kofeny v dlouhém matematickém vy-
voji. Tak v piipad€ definice kone&ného
kardinalniho &isla ukazal na to, Ze Euklei-
des ,,vztahoval &islo, ve shodé s jeho sku-
teénym plvodem, k mnoZstvi a ne€inil
z né¢ho pouhy znak, ktery je pfipisovan
jednotlivym vécem pfi subjektivnim pro-
cesu &itani*. Velmi dobré potvrzeni Can-
torova chépani podstaty ¢isla miiZeme
spatfovat v PIAGETOVYCH experimentil-
nich vyzkumech vzniku pojmu &isla u déti
[23], obzvlasté také ze splynuti pojmi ordi-
nalniho a kardinalniho &isla u koneénych
mnoZin. Cantor poukézal téZ na to, Ze
podobné mySlenky lze v naznaku najit jiZ
v Bolzanové spisu Paradoxien des Unend-
lichen z roku 1851.

Cantor se ostatné stfetl nejen s predsta-
vami matematikli o nekone¢nu, nybrZ
napf. také s nahledy cirkevnich otcl
a scholastiky a také s nazory soudobé filo-
zofie od hegelianl aZ po empiristy a pozi-
tivisty. Tak napfiklad ve spise Grundlagen
der allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre ([7],
165—209), ve kterém poprvé v hlavnich

*) Viz téZ Pokroky MFA 20 (1975), str. 5—14.
(Pozn. pfekl.)

rysech vyloZil svou koncepci teorie mno-
Zin, se stfetl s timtéZ DUHRINGEM, se kte-

‘rym vybojoval sviij zdpas i ENGELS v Anti-

Diihringu. — Neni moZné pfehliZet vyznam
tohoto Cantorova usili o vfazeni jeho
myslenek do -celkové souvislosti vyvoje
lidského mysleni pro vznik a prosazeni se
teorie mnoZin. A je proto falSovanim
historické pravdy, kdyZ BOURBAKI ve svém
vyli¢eni vzniku teorie mnoZin v [6] sice
naznaduje tuto souvislost, nezmifiuje se
vSak ani slovem o hlubokém a fundova-
ném Cantorové vykladu filozofickych pro-
blémd nekoneéna a o problému vztahu
jeho teorie ke skute€nosti. Je tam vyjadfo-
van zase tyZ postoj, ktery zdiraziiuje ne-
zdjem matematiktl o filozofii, ktery igno-
ruje RIEMANNA, kdyZ prohlasuje, Ze otazka
podstaty skuteéného prostoru ,ziejmé*
nema nic spoleéného s matematikou a kte-
ry znevazuje zcela obecné otazky vztahu
matematiky k ¢emukoliv mimo matema-
tiku jako vagni problémy. psychologie
nebo metafyziky. Sotva se miiZeme nepo-
divit, Ze né€kdo chce celou matematiku
pojmout jako hierarchii mnoZinové teore-
tickych struktur, ale ptivod a vyznam ne-
jen struktur, nybrZ dokonce i samotného
pojmu mnoZiny chce tplné ignorovat.
Cantorovy myslenky o aktualnim ne-
kone€nu byly v rozporu s ndzorem vétSiny
jeho matematickych pfedchidct i soucas-
nik{i. Odkud bral Cantor pravo a odvahu
s takovou dislednosti obhajovat aktudlni
nekoneéno v matematice? K tomu se sim
vyjadfil jasn€ a jednozna¢né v 8. odstavci
jiZ citované prace. Pokud jde o ,skute¢nost
nebo existenci‘ matematickych objekti,
Cantor rozlisuje kviili jasnosti mezi dvéma
vyznamy ,reality’: mezi ,imanentni reali-
tou‘ na jedné strané a ,transientni realitou®
na strané druhé. Prvni z obou se vztahuje
k existenci matematickych objektii jako
rozumovych pojmi, které jsou postaveny
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do celkové souvislosti lidského mysleni.
Druhy vyznam reality souvisi s tim, Ze
matematickym objektim miZe byt do té
miry ,pfi¢tena skuteénost’, pokud je mi-
Zeme pokladat za vyjadfeni nebo vyobra-
zeni d&jli a vztahli vn&j§iho svéta, ktery je
konfrontovin s na$im intelektem. Cantor
nema Z4dné pochybnosti o tom, ,Ze oba
druhy reality se neustale spolu shledavaji
v tom smyslu, Ze pojem majici imanentni
realitu si také vZdy mnoha zplisoby ucho-
vava transientni realitu, kterd se oviem
vétS§inou stane zfejmou teprve mnohem
pozdé&ji, na zékladé vyvoje empirickych
véd. ,,Tento vztah mezi obéma realitami
ma svij skuteény zdklad v jednoté vesmi-
ru, ke kterému my sami ndleZime.* Pravé
tato jednota je podle Cantora podminkou,
kterd umoZiluje matematice ,,pfi vytva-
feni jejilho mySlenkového materidlu brat
ohled vyhradné na imanentni realitu jejich
pojmi*. Podminky vfazovani novych poj-
mu do historicky dané souvislosti a pod-
minky konzistence jsou takové, ,,Ze pone-
chévaji libovilli nanejvy§ nepatrny pro-
stor; pak ale také kazdy matematicky po-
jem v sob& nese potfebny korektiv; je-li
neplodny a neudelny, ukaZe se to velmi
brzy v jeho neupotiebitelnosti, a jako ne-
uspé&$ny pak zapadne. Naproti tomu kazdé
zbyteéné oklestovani vyhonkt badéni se-
bou nese mnohem vétSi nebezpeli, a to
o to vétsi, Ze pro né nemiize byt nalezeno
74dné odtivodnéni v podstaté védy; nebot
podstata matematiky je pravé v jeji svo-
bod&.“ Zdéilo se nim dulezité Cantora
obsirné citovat, protoZe vytrZenim jeho
slov o svobodé matematiky ze souvislosti
by byl znetvofen jejich smysl. Zda se nam,
Ze to, jak chapal podstatu matematiky
tviirce teorie mnoZin, ma mnohem bliZe
k naSemu pojeti neZ koncepce mnohych
,modernich‘protagonistii ,matematiky jako
teorie mnoZin‘ nebo ,strukturni matemati-
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ky* s jejich absolutnim odtrZenim od rea-

lity.

Cantor nebyl prvnim, kdo se zabyval
mnoZinami. MnoZiny nebo tfidy vystupo-
valy jiZ pfedtim, vice ¢i méné zjevné, v pra-
cich mnoha matematiki; pfedevSim se
objevovaly mnoZiny bodii nebo &isel v ana-
lyze, béhem 19. stoleti vSak stale vice také
v jinych oblastech matematiky. JiZ u déti
pfedskolniho v€ku vznikd — tim, Ze se
setkavaji s mnoZinami konkrétnich objek-
tl — pojem mnoZiny (pfirozené nepfili§
abstraktni) spolu s odpovidajicim pojmem
Cisla, logickymi operacemi a nejjednodus-
§imi operacemi s mnoZinami (srv. [23]).
Pfitom jde oviem o konené mnoZiny.
Prechod k nekone€nym mnoZindm, které
urdité nejsou bezprostfedn& obsaZeny v na-
$ich vjemech, neni viibec jednoducha zaile-
Zitost. Bylo Cantorovym velkym vykonem,
Ze tento skok védomé uskuteénil, definoval
pojem mnoZiny ve znaéné obecnosti a sy-
stematicky vybudoval teorii mnoZin. —
Cantor nepouZzival pfimo slova ,mnoZina‘
(Menge); v jeho dile mliZzeme najit hojnost
jinych formulaci. Zde je nékolik pfikladi:
mnoZiny nebo tfidy jsou charakterizovany
jako vysledek procesu abstrakce, také jako
,intelektualni zpodobnéni v nasem duchov-
nu‘, jako systémy nebo jako souhrny.
MnoZina je vidéna jako jednota mnohosti
svych elementl: ,,Kazdy souhrn dobie
rozliSitelnych véci mlZe byt povaZovan
za jedinou véc pro sebe, ve které puvodni
véci jsou soucastmi nebo ustavujicimi prv-
ky.* Nakonec se objevuje znama definice
na zadatku prace Beitrdge zur Begriindung
der transfiniten Mengenlehre: ,,MnoZinou
rozumime kazdé shrnuti M urcitych dobfe
rozli§itelnych objektli m naSeho nazirani
nebo naSeho mySleni (které nazyvame
,elementy mnoZiny M) v jeden celek.*

V Cantorové zdlraznéni ,jednoty mno-
hosti‘, tohoto dialektického spojeni poj-



mi, miZeme spatfovat vyraz zdkladni dia-
lektiky stejnosti.a rozdilnosti. — Rozeznat
stejnost v rozdilném je prvnim pfedpokla-
dem mysleni (srv. [13] str. 132). Pro tako-
véto chapani hovofi také to, Ze matema-
tikové mnohem radgji navzéjem ,ztotoz-
fuji‘ rizné objekty, neZ aby hovofili o ,tii-
d¢ t&chto objekt‘. V kaZdém piipadé je
jasné, Ze vSechny Cantorovy definice po-
ukazuji na absolutné zakladni schopnost
nafeho mysleni shrnovat v procesu ab-
strakce rtizné véci do véci jediné, uvazovat
souhrn téchto véci. A protoZe je tomu tak,
protoZe jde o viibec nejzakladné&j§i proces
naSeho mysleni, proto se mohla teorie
mnoZin stit zakladem veskeré matemati-
ky, a v pozd&j§im vyvoji se nejen ukazala
byt zékladem, nybrZ navic teprve ona vy-
volala plny rozvoj schopnosti matematiky
provadét na kazdém stupni abstrakci, také
na stupni primarniho zobrazovéini real-
nych vztahl pomoci modeltt — dalsi du-
kaz faktu, Ze spravna abstrakce se nevzda-
luje od reality, nybrZ ji spravnéji, hloubgji
a Uplnéji reprodukuje. Také jeden dikaz
HeGeLoVY véty: ,,To, co je prvni ve védg,
muselo se ukazat i historicky jako prvni.*
Na, tuto pravdu se spoléhal také Cantor
b&hem vsech utoki svych protivniki.

K podstaté matematiky néleZi nejen
abstrakce, nybrz obzyIasts také T pfesnost
Ale také presnost je ! relatlvnl pojem. Can-

pro mnoZinové teoretické konstrukce ved-
ly k vytvofeni - axiomatickych systémil
v- teorii mnoZin ZERMELEM, FRANKELEM,
GODELEM,; BERNAYSEM, VON NEUMANNEM
a dalsimi, jejichZ vySetfovani pfineslo di-
leZité pohledy na povahu problému zékla-
di. Godelovy véty o netiplnosti ukazaly,
Ze pfi Gplné formalizaci takovychto systé-

- ml axiomi vZdy existuji v téchto systé-

mech vyroky, které jsou prostfedky systé-
mu nerozhodnutelné, a Ze bezespornost
takového systému nemiiZe byt dokazana
prostfedky systému samotného, tedy na-
nejvys jesté prostiedky, které se vymykaji
z jeho ramce. JiZ toto znameni, Ze Zadny
jednotlivy systém axiémil v teorii mnoZin
nemiZe byt ztotoZiiovan s celou touto
teorii a také, Ze eventualni diikaz bezespor-
nosti n&jakého systému axidmiti nemtiize
nikdy dokazat bezespornost celé matema-
tiky. Velmi dulezité byly dale vysledky
GODELA, COHENA a VOPENKY. tykajici se
hypotézy kontinua, kterou HILBERT formu-
loval ve své pafizské pfednasce jako svij
prvni problém. Hypotéza kontinua fika,
Ze mohutnost kontinua, tj. mohutnost
mnoZiny vSech realnych d&isel, je rovna
prvnimu nespofetnému. nekoneénému kar-
dindlnimu ¢islu. Jinak vyjadfeno: hypo-
téza kontinua tvrdi, Ze kaZzd4 podmnoZina
mnoiiny realnych &isel je bud spoletna,

_{1ebo mé pravé tolik elementli jako mno-

torova definice mnoZiny byla dostateén®

pfesnd k tomu, aby mu umoZznila Tozpra-
covat teorii miioZin v zakladnich ‘rysech,
ale nebyla matolik ‘presna, aby ohla

Zina v§ech reédlnych ¢isel, tj. ma stejnou
mohutnost jako tato mnoZina.*). Zminéné
" vysledky naptiklad udavaji uplnou nezi-
vislost hypotézy kontinua na mnoZinové

poskytnout JednoznaEné urceny zaklad
pro tvofeni mno%in a pro, mnozmové teo- _

retlcke dedukce. OBJev11y se rozporné poj-

ové konstrukce Jjako  ,mnoZina vsec

mnozm na které uZ narazil sam Cantor,

a jiné antingmie. Zminili jSme $& 712 5 5po-

ru o zaklady, ktery odtud vznikl. Pokusy
o stanoveni bezpeéné vychozi zékladny

teoretickych axiémech Zermela a Frianke-

la. To znameni, Ze jestliZe ze systému

axiomt (ZF) nelze odvodit Zadny spor,

potom nelze odvodit spor ani ze systému

(ZF) spolu s hypotézou kontinua nebo
°

*) Viz Pokroky MFA 16 (1971), str. 117—129.
(Pozn. pfekl.)
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ze systému (ZF) spojené¢ho s negaci hypo-
tézy kontinua. Pon&kud zjednodusen& vy-
jadfeno: ani hypotéza kontinua ani jeji
opak se nedaji dokazat ze systému axiomi
(ZF). Problémy podobného typu existuji
také pro tak zvané silné axiémy nekoned-
nosti, které postuluji existenci nedosaZzitel-
ného kardinélniho &isla.

Co znamenaji tyto vysledky? Odpovéd
neni jasna; diskuse mezi mnoZinovymi
teoretiky o budoucim vyvoji ukazuje jen,
Ze situace je zcela oteviena. Kdyz se vSak
podivame, s jakou obezfetnosti diskutuje
tyto otazky napfiklad CoHEN na konci své
prace [8], jak se taZe, zda snad v priib&¢hu
dalsiho vyvoje vzhledem k tomu, co intui-
tivné rozumime mnoZinami, nezaneme
povaZovat hypotézu kontinua nebo vétu
k ni opaénou za pravdivou, nebo jak v [9]
uvaZzuje, zda lali by se v rliznych oblastech
matematlckeho _mysleni nemohly. ukézat.

dekv' mfm podstatné rlizné axiomatické
systemy teorie. mnoZin,_ potom se. ,stane
urdité jasnym: Jestllze nékdo tvrdi, Ze by

pomoci urditého sy systemu axiémi teorie

mnozin, o jehoz- pavodu nedd Zidné vy-

svetlem, mohl poskytnout Jednou provzdy
zcela presny zéklad pro matem
sporny amy viech neuréitosti, pak to
prosti neht pravda. Proti takovemu pojeti

teorie mnoZin je jesté tisickrat lepsi cito-
vat starou klasickou Cantorovu definici,

jak také &ini mnoho matematikfi. Také

matematika v neur¢itosti svych nejzaklad-
‘n&jSich pojmt sdili s ve§kerym védeckym

vislost s veSkerym lidskym myslenim a jed-_

nanim, kterd je tak asto popirina nebo

ignorovana témi, ktefi se cht&ji omezit

mysiemm ,nutnou u nedokonalost pocatku’

(HEGEL [19], str. 224) ‘To, jakym zpﬁso-

ukazat dal§i matematlcky vyvo_| a tim’ Ko-

nec koncu praxe. Je dobre, Ye sim mate-

_maticky vyVOJ vedl k uvédomé&ni si nedo-
konalosti pocatku také samotné matema-
tlky, nebof prave zde se ukazuje jeji sou-
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na_udajné dokonalou pfesnost do sebe,w
uzavfene né matematiky,,

Prmczptalnz moZnost popsani viech ma-
tematickych struktur pomoci jediného za-
kladniho pojmu ,mnoZina‘ a jediné za-
kladni relace ,m je prvkem M‘ umoZnila
nejen jednorazové sjednoceni matematiky,
nybrZ také rozvoj natolik sloZité mnoho-
tvarnosti navzdjem souvisejicich struktur,
problém a teorii, Ze ve skutednosti neni
v nasich silach ji zevrubné popsat pomoci
zminéné jednotné symboliky, ani pomoci
jiné symboliky s ni co do jednoduchosti
srovnatelné. Je proto nasnadé, Ze ATIYAH
v [2] tvrdi: ,,Vyvoj matematiky 1ze nejlépe
pochopit jako pfirozenou reakci na ro-
stouci obtiZnost a sloZitost problémil, se
kterymi se musi matematika zabyvat. Po-
kud tyto problémy, pfimo nebo nepfimo,
maji sviij ptivod v pfirodnich nebo jinych
védach, je tato sloZitost odrazem stile
rostouci komplikovajmosti a rozruznénosti
moderni védy“, pfiemZ sam Atiyah se
na své tvrzeni divd jen jako na moZnou
__videi mySlenku. Ve skutegnosti si nema-
tematik maZe jen téZko udélat pfedstavu
o sloZitosti problémil, se kterymi se potyka
dnesni matematika. Jednou strankou toho
je tendence pouzivat k feSeni problémi
stale ,vétSi‘ objekty, stile sloZit&jsi ;kon-
strukce‘, nad jejichZ nekone¢nosti by ma-
tematikové dfivéj§ich dob nejspiSe poci-
tovali hrizu — moZnd také odpor. Na
druhé strané¢ kazdy matematik vi, Ze ve
vSech oblastech matematiky se operuje
s podminkami koneénosti viech moZnych
druhii, od kompaktnosti aZ po koherenci.
Pravé velmi hluboké véty Casto stavi ta-
kové podminky do vzajemného vztahu,
jako napiiklad GRAUERTOVA véta, Ze obraz
koherentniho svazku vzhledem k né€jakému



zobrazeni je koherentni, jestlize vzory kom-
paktnich mnoZin v daném zobrazeni jsou
opét kompaktni mnoZiny. Takové véty
také objastiuji, Ze i v pfipadé, kdy nas
zajim4 situace v ur&itém smyslu kone&na,
dasto musime uvaZovat i odpovidajici si-
tuaci nekoneénou. Casto vyplyvé ze zave-
deni (nebo naopak z nezavedeni) podminek
koneénosti rozvoj specidlnich teorii s proti-
kladnymi charakteristickymi rysy, jako je
tomu napiiklad u teorie funkci na kom-
paktnich a nekompaktnich Riemannovych
plochach. VSechna tato mnohotvarnost
a jednota by byla nemoZné bez Cantorova
dusledného zavedeni aktudlniho nekoneg-
na v matematice.

Kvalita a kvantita

Jinym a mimofadné dlleZitym aspek-
tem protikladu mezi sloZitosti a jednodu-
chosti je, jak zdlraziiuje Atiyah, stale vétsi
pouzivani kvalitativnich vah pro zjedno-
duseni sloZitych problémi. Dialektika pro-
tikladt kvality a kvantity je jednou z nej-
dileZit&jsich hybnych sil vyvoje matema-
tiky a zaslouZila by si vlastné obsahlejsi
pojednani. Z diivodi mista se musime
omezit jen na nékolik poznamek.

Jest& dfive, neZ se u malych déti utvofi
prvni pojmy mnoZin a &isel, jsou jiZ schop-
ny vnimat kvality, jako jsou napfiklad
geometrické tvary ([23]). RovnéZ ve vyvoji
lidstva nepochybné existovaly — pfinejmen-
$im soudasn€ s prvnimi kvantitativnimi
pfedstavami — také kvalitativni pfedstavy
o elementarnich geometrickych vlastno-
stech téles, které se zachovavaji pfi spoji-
tych zménach tvaru a které mély veskrze
prakticky vyznam, jako napfiklad vazani
uzll nebo splétini copil. JestliZze uvaZuje-
me objekty zobrazené niZe, vidime bez-

prostfedné (to znameni na zikladé pro-
storové zkuSenosti ziskané v priibéhu Zi-
vota), Ze v§echny maji néco spole¢ného, Ze
viechny jsou jaksi stejnym zplsobem do
sebe zapleteny nebo zauzleny v prostoru.

Kdyz vsak chceme tuto zcela nazornou
vlastnost pojmout matematicky, pak je
k tomu kupodivu zapotfebi mnohem
a mnohem vé&t§iho stupné schopnosti ab-
strakce, neZ kdyz tfeba chceme vlastnost
spolednou’ niZe uvedenym tfem elipsam

— O O
vyjadfit pomoci spole¢ného geometrické-
ho zpilisobu vytvafeni, jak se jiZ stalo
v antice, nebo pomoci spole¢ného tvaru
jim pfisluiné rovnice ax® + by* = 1, kde
rizné elipsy jsou uréeny riiznymi hodno-
tami éisel a a b. Pochopitelng, Ze jiZ v anti-
ce byly diskutovany problémy spojitych
zmén a rozbor geometrickych obrazcit
obsahoval v sobé vidy také kvalitativni
prvky, ale protoZe bylo moZno takové
obrazce studovat jednoduchym kvantita-
tivnim zpliisobem, nevstoupily ony kvali-
tativni prvky tak vyrazn€ do povédomi.
Nicméné napéti mezi kvalitou a kvantitou
bylo vZdy pfitomno v kontinuu redlnych
Gisel a v rozporu mezi algebrou a geo-
metrii. Jakmile z obou disciplin vznikla
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analyza, vznika souCasné i analysis situs.
Az do doby Gaussovy byly ov§em v tomto
poslednim sméru ucinény jen nepatrné
pokroky, ackoliv v uvahiach o bodovych
mnoZinach na pfimce a ve snahach defi-
novat pojem spojitosti miiZzeme spatfovat
pfedehru pozdgjsiho vybudovani mnoZi-
nove teoretické topologie Cantorem. Jiné
vyvojové zmény v geometrii a analyze se
ptidaly v prvni poloving 19. stoleti a kolem
poloviny stoleti zaal v souvislosti s Rie-
mannem fantasticky rozvoj topologie,
ktery trva aZ do dneska a nejhlubSim zpti-
sobem ovlivnil vSechny oblasti matemati-
ky. Neni zde moZné tento rozvoj nacrtnout
a odkazujeme proto na kratky nastin v [6]
a na Cetné ulebnice a stati pojednavajici
o idejich a vyvoji topologie. — Pfirozené
zde nechceme tvrdit, Ze by topologie byla
jedinou disciplinou, ve které se matema-
tika zmociiuje kvalitativnich prvka. Chtéli
bychom jen na dvou piikladech ukéazat,
jak v topologii a geometrii a v jejich vza-
jemné souhfe s jinymi disciplinami se dia-
lektika kvality a kvantity stdva pfimo
zfejmou.

JiZ dlouho je zndma mysSlenka, Ze vztah
mezi kvalitou a kvantitou je dan mirou.
Mira né&jaké kvality pfifazuje kaZdému
objektu, ktery tuto kvalitu mize mit, urci-
tou veliCinu, ktera je zhruba feCeno mirou
toho, v jakém stupni doty¢né kvalita pti-
slusi danému objektu. Lépe feCeno: kdyz
jsou dany dva objekty, potom pfislu$ni
veliCina méfi, jak dalece se oba objekty
odliSuji vzhledem k -uvaZované kvalité.
Nejcasteji si pfitom pfedstavujeme, Ze tato
veli¢ina, kterou m&fime kvalitu, je n&jaké
islo, obvykle realné &islo. Z matematic-
kého hlediska ovSem nevidime duvod,
pro¢ by to mélo byt pravé realné dislo.
Mohlo by to byt napfiklad také celé &islo,
coz by bylo mnohem jednodussi, niebo
také napf. jiny matematicky objekt pfe-
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vaZné kvantitativniho charakteru, napf.
grupa nebo element néjaké grupy atd. Zde
je jeden pfiklad, ktery byl také historicky
prvnim vyznamnym piikladem. UvaZujme-
dvojrozmérné plochy, které jsou nap¥. po-
psany niZe uvedenymi obrazci:

Vidime ihned, Ze tyto plochy jsou jaksi
kvalitativné riizné. Jakou kvalitou bychom
mohli nejlépe zachytit jejich rtiznost, neni
ziejmé. Jedna moZnost je chéapat je jako
topologické prostory. Potom je takovou
kvalitou topologicky typ. (Dva prostory
X a Y maji tyZz topologicky typ, jestlize
body prostoru X miZeme vzijemné jedno-
znacné a vzajemné spojité pfifadit bodim
prostoru Y).

Jak to nyni vypadd s mirou kvality?
Obrazky napovidaji, Ze bychom za ni snad
mohli povaZovat polet p ,,dér. To je
skuteéné v pofadku; toto &islo p, ,rod*
plochy, 1ze vhodnym zplisobem definovat
a ukazat, Ze je tak dobrou mirou kvality,
jak si je jen moZno pfat: dvé plochy jsou
pravé tehdy homeomorfni, kdyZ maji tyz
rod. Tento pfiklad je typicky pro celou
jednu disciplinu, algebraickou topologii,
jejiz smysl je pravé v tom, aby transformo-
vala kvalitativni problémy na kvantitativ-
ni. Pfitom pro kaZdou jednotlivou geo-
metrickou situaci a pro kazdy typ problé-
mu musi byt vhodné sestrojena mira, kte-
ra kvalitativnim tGdajim pfifazuje kvanti-
tativni udaje, ,invarianty‘; vyhledani tako-
vych invarianti je ¢asto velkym vykonem.
Se svou zésobou vsech takovych kon-
strukci je algebraicka topologie vynikaji-
cim néstrojem pro transformaci problému.



Mame napf. vyfesit analyticky nebo geo-
metricky nebo také algebraicky problém,
ktery se dd po prvnim duleZitém kroku
pfevést na Gisté kvalitativni topologicky
problém. Algebraicka topologie pak redu-
kuje na§ problém dale na Cisté€ kvantita-
tivni problém, napfiklad na problém teorie
&isel. Jestlize ten umime vyfesit, je tim vy-
feSen i plivodni problém. MizZe se vSak
také stat, ze cely proces za¢ne nanovo.
Pékny popis této role algebraické topo-
logie dava napt. Atiyah v [1].-
Dialektikové velmi - zdGraziiovali, Ze
zménu kvalit si nemame piedstavovat jako
postupny pfechod, nybrz jako skok, a po-
ukézali na zménu skokem u takovych kva-
lit, jako je naptiklad skupenstvi p¥i piekro-
&eni jistych kritickych hodnot odpovidaji-
cich velidin, jako jsou napfiklad tlak a tep-
lota. Matematické pojeti této myslenky
miZeme vidét v THOMOVE teorii katastrof
{331*). Je zcela nemozné vysvétlit zde jedno-
tlivé Thomovy matematické ideje a ome-
zime se na nékteré zcela kratké citaty v na-
dé&ji, Ze Ctendfi dame alespori uréity na-
hled: ,,Pro parametrizaci lokalnich stavil
systému navrhujeme tento obecny model:
na diferencovatelné varieté M leZi uzaviena
podmnoZina K, kterou nazyvame ,kata-
strofickou mnoZinou‘. Pokud bod me M
reprezentujici dany systém neinciduje
s mnoZinou K, neméni se fenomenologicky
typ systému. Podstatnou myslenkou, o kte-
rou nam zde jde, je to, Ze lokalni povaha
podmnoZiny K, topologicky typ jejich sin-
gularit atd., je ve skutecnosti uren vnitini
dynamikou, kterou obecné nelze explicitné
popsat. Evoluce systému je uréena pomoci
vektorového pole X na M a tim je defino-
vana makroskopickd dynamika. Kdyz
bod m inciduje s uzavienou mnoZinou K,

*) Viz té% Pokroky MFA 22 (1977), str.'246 a%
262 a 302—316. (Pozn. pfekl.)

objevi se nespojitd zména v jevovém pro-
storu systému -a to interpretujeme tvrze-
nim, Ze ptvodni forma se pfeménila, tedy
doslo k morfogenezi. Vzhledem k dfive
zminénym omezujicim pfedpokladiim o lo-
kalni povaze singularit mnoZiny K mame
mozZnost singularity vystupujici v morfo-
genezi systému- do jisté ‘miry klasifikovat
a pfedvidat... Podame velmi obecnou kla-
sifikaci téchto zmén forem, které budeme
nazyvat ,katastrofami‘... Na§ model je
vhodny jen pro klasifikaci lokalnich mor-
fogenetickych procesil, které chceme na-
zyvat--,elementarnimi katastrofami‘.- Ale
globalni, ‘makroskopicky obraz jevii, for-
ma v obvyklém smyslu toho slova, vznikne
teprve tim, Ze se sejde velky podet tako-
vych lokalnich dé&ju a statistika téchto lo-
kalnich katastrof, korelace, které urcuji
jejich objeveni se v pribéhu daného (glo-
balnfho) procesu, jsou uréeny topologic-
kou strukturou této vnitfni dynamiky...
Bohatosti topologické struktury této vniti-
ni dynamiky... je kone¢né vysvétlena té-
méf nekoneénd mnohotvarnost jevil vnéj-
§iho svéta a snad také zdkladni rozdil mezi
Zivym a neZivym.*

Myslime si, Ze neni lep§iho pfikladu
pro to, jak mtiZe byt pojata do matematiky
Hegelova ‘myslenka, ,,Ze promény byti
viibec nejsou jen pfechodem jedné veli¢iny l
v druhou veli¢inu, nybrZ je to pfechod
kvalitativniho v kvantitativni a obraceng,
zména, kterd je preruSenim postupného
a dava kvalitativné néco jiného, neZ bylo
pfedchozi jsoucno.

Tim pfichazime k zdvéru naseho pokusu
pojmout matematiku jako -dialekticky po-
hyb. Dusledky, které lze z tohoto pojeti
matematiky odvodit, nemohou byt zde
rozebirany. Chceme-li pfedloZit konkrétni
poZadavky na zmény v provozovani védy,
musime vzit v Gvahu konkrétni podminky
praxe. Prace, jako je tato, mlZe mit za
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ucel pouze poskytnout pfispévek k nutné-
mu pfemitini o na8i védé, bez kterého
Z4dné volani po zméné nemiize byt sprav-
né zdiivodnéno.
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jubilea
Zpravy

K NEDOZITYM 80. NAROZENINAM
AKADEMIKA FRANTISKA BEHOUNKA

V minulém roce jsme vzpominali 80 let od na-
rozeni a 5 let od amrti jednoho z prednich pted-
stavitelll nasi védy, fyzika a radiologa, akademi-
ka Frantiska Béhounka. Jaky vlastné byl zak
slavné Marie Curieové-Sklodowské? Jednou na
otazku, jaké povolani by si vybral, jestlize by
mohl znovu volit, odpovédél: ,,Kdyby mi nékdo
fekl — mavnu kouzelnym proutkem a podle
vlastni volby mutze$ byt onim $tastnym c¢lové-
kem v zahradce, nebo budes sedét za svym sto-
lem v laboratoti a badat — tak bych opét zvolil
védu.**

Jeho zivotni draha byla stejné zajimava jako
pou¢na. Narodil se v Praze 27. fijna r. 1898 —
téméf na pielomu stoleti — jako jedno ze &tyf
déti truhlafského délnika.

Své zakladni i stredoSkolské vzdélani ziskal
v Praze, kde také absolvoval na tehdejsi filozo-
fické fakult¢ UK v roce 1920 studium matema-
tiky a fyziky. Nas§ vyznaény fyzik, profesor
B. Kucera, ktery stal u pocatkd védecké drahy
i lauredta Nobelovy ceny Jaroslava Heyrovské-
ho, si v8§iml nadani a zivého zajmu Béhounkova
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