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Diferencialni geometrie a fyzikalni teorie

André Lichnerowicz, College de France, Paris

Je mnoho zpisobi, jak vyuZit nase matematické postupy pro plné porozuméni kon-
krétnim jevim. V nékterych ptipadech pfichazeji zvnéjsku jako pouhy nastroj; védec
si pfeje ziskat co mozno nejrychleji numerické srovnani s experimentem a potvrdit tak
svou moc nad hmotnym svétem.

Ale samotnd matematika ma ctizddostivéjsi cile: rdda by se stala metodou myslend,
pomoci které chapeme realitu a nedini si narok na pochopeni této reality, dokud neni
sestrojen konzistentni matematicky model vyjadfujici celistvost vSech studovanych
jevi. Velké fyzikalni teorie nasi doby vrcholi pravé vytvorenim takovych modeli,
obyéejné geometrické povahy v Sirokém smyslu toho slova, a v tom se bud opiraji
0 jiz rozvinuté matematické teorie, nebo davaji mocny impuls k rozvoji novych mate-
matickych struktur.

Réad bych vénoval tyto stranky historii vztahu mezi diferencialni geometrii a teoretic-
kou fyzikou. Za poslednich étyficet let této historie byl Hlavaty jednim z tkalcovskych
stavu, které zpracovavaji matematickou osnovu do piekrasné tkaniny, ktera se pred
nasimi zraky odviji ve stale nepfedvidatelnych ornamentech.

Zakladnim prvkem diferencialni geometrie je diferencovatelnd varieta, kterd historic-
ky vznikla v mechanice. Prvni pfiklady pfirozenych diferencovatelnych variet libovolné
dimenze, se kterymi se setkdvame, nam byly poskytnuty Lagrangeovou analytickou
mechanikou. V Lagrangeové zkoumani konfiguraénich prostori — nebo Easoprostoru
— dynamickych systému jiz byly pfitomny nejen pojem diferencovatelné variety, ale
viceméné implicitné i mnohé dalsi geometrické pojmy, které byly studovany pomoci
lokalnich soufadnic (¢'). Ale museli jsme si potkat na Riemanna a jeho slavnou
inauguraéni dizertaci O hypotézdch, kieré leZi v zdkladech geometrie abychom vidéli
zlasti zformulovano to, co bylo pfedtim jen zcela implicitni. Zrodila se geometrie

v v’

Riemannovych prostoru. Pfichod pojmu tenzoru, za ktery vdé&time krystalografovi
Voigtovi, poskytl prvni a nejdilezitéjsi z velkych diferencidlné-geometrickych teorii
jeden z jejich podstatnych néstroju. Tenzorova analyza vybudovani Christoffelem
v oblasti &isté matematiky byla, jak nutno pfiznat, jesté cosi formalniho, ale diky
Riccimu a Levi-Civitovi zde po roce 1990 vyrasily aplikace na klasickou dynamiku
a teoril pruznosti a také na studium neizotropnich prostiedi. V roce 1915 poskytla
Riemannova geometrie ten pravy ramec pro Einsteinovu obecnou teorii relativity.
Kdyz jsem pfipravoval tento text, znovu jsem si precetl vyjimeéné pojednani z roku
1900, napsané Riccim a Levi-Civitou a uvédomil jsem si jeho moudrost. Z hlediska
Riemannovy geometrie, jakoz i fyzikdlnich aplikaci se tam najde vétSina zakladnich
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pojmi ve zcela rozvinuté formé. Myslenky téchto autori umoznily preloZit analytickou
dynamiku nejobvyklejsich mechanickych systému (uzavienych holonomnich systému
s vazbami nezavislymi na &ase) do jazyka vybrouSené geometrie. Studium pohybu
takového systému se pfevadi na studium pohybujiciho se bodu v Riemannové prosto-
ru, jehoZ podkladovou varietou je konfiguraéni prostor a metrika je dana kinetickou
energii. Aplikace tohoto hlediska, coz je vlastné moderni hledisko, jsou vynikajici.

Vcelku lze docela dobfe fici, Ze Einstein vdééi za moznost vytvoieni své obdivuhodné
teorie z roku. 1915 impozantni budové vytvofené pfedtim Riccim a Levi-Civitou, kterd
poskytla matematické obydli pro intuici génia. S&m Einstein vidy uznaval, nakolik je
zavazan geometrum.

Ve skuteénosti, kdyZ se objevily Ricciho prace, byly pfivitiny tehdej$imi mate-
matiky s pouhym zdvofilym uznanim. A¢koli vzbudily zdjem nékterych specialistu
z ruznych &isti svéta, jejich tematika byla bohuzel ptilis vzdalena od stiedu zdjmu
vétsiny matematiki, zabyvajicich se hlavng analyzou, teorii miry nebo teorii funkci
realné a komplexni proménné. Pokud §lo o diferencidlni geometry, ti se vénovali vybru-
Sovani teorie ploch vloZenych do euklidovského prostoru nebo se zabyvali projektivnimi
a konformnimi prostory, ¢i obecnéji Kleinovymi prostory a shledavali Ricciho dilo
»ponékud formalnim a umélym* (Darboux).

Cela situace se zménila s pfichodem obecné teorie relativity. Tato teorie vytvofila
po skon&eni 1.svétové valky prostor spoleénych zajmu pro matematiky a teoretické
fyziky. Kolem této teorie, povzbuzovany jeji fantastickou popularitou, byly vytvafeny
obdivuhodné geometrické struktury a lze véfit, Ze je nadale autentickym zdrojem
souctasné diferencidlni geometrie.

Nejprve byl objeven pojem paralelismu v Riemannové prostoru a to téméf souéasné
Levi-Civitou a Schoutenem. Zatimco dosud méla nova geometrie spise ,analyticky“
charakter, byly nyni odhaleny nastroj, jazyk a intuitivni postupy skuteéné geometrické.

Na druhé strané napomohla sama fyzika k piekroleni pt#ili§ omezujicitho ramce
Riemannovy geometrie. Tehdej$im teoretickym fyzikim byla znama pouze dvé fy-
zikalni pole: elektromagnetické pole a gravitaéni pole. Bylo to v podstaté zkoumani
elektromagnetického pole, které vedlo fyziky k sestrojeni specialni teorie relativity
a k zajmu o podivny plochy Minkowského ¢asoprostor s indefinitni metrikou. V rdmci
obecné teorie relativity, coZ je v podstaté relativisticka teorie gravitace, elektromag-
netické pole nevystupuje pfirozeng, ale zda se byt uméle zavedeno zvnéjsku. Doslo
zde k rozlarovani, které uz dnes ovSem tak silné& nepocitujeme vzhledem k bohatstvi
fyzikalnich poli, ktera jsme byli od té doby nuceni vzit na védomi. Teoreticka fyzika tak
pocitila naléhavou potfebu hledat né&jakou ,,sjednocenou teorii pole“. Bylo rozhodnuto
pokusit se vytvofit teorii, kterd by mohla vést ke sjednoceni gravitaéniho a elektro-
magnetického pole uvniti jediného hyperpole, které by mélo za zdklad geometrickou
strukturu vesmiru.

Od roku 1919, kdy Hermann Weyl uéinil prvni krok k takové teorii, 1isili se znasobilo,
ale veskeré postupné vysledky se ukazaly byt fyzikalné nevyhovujicimi z toho & jiného
divodu. Spolu s Weylovymi prostory, v nichZ hraje zdkladni roli konformni grupa,
se objevil Eddingtonav prostor, prvni piiklad prostoru s afinni konexi. Tyto prvni
skici, 1 kdyZ pomérné tézkopadné, byly nesmirné dulezité pro rozvoj diferencidlni
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geometrie. Slo o konstrukce, které byly zpo¢atku navzajem pon&kud izolované. Pozdgji
byly zahrnuty do syntézy dosaZené po roce 1922 jednak velkym grupovym teoretikem
Elie Cartanem a jednak Schoutenem a Hlavatym.

Dovolte mi citovat dryvek na toto téma z tvahy Elie Cartana, ve které jasng
poukazuje na souvislost mezi geometrii a fyzikou.

,»Prostory, jejichz existenci jsem pfedvidal,“ ¥ika Elie Cartan ,,jsou zobecnénim, kte-
rého by nebylo mozné dosdhnout pouhym sledovédnim zdkladnich myslenek Riemanna,
Weyla a Eddingtona. Byla to moje koncepce struktury grup, kterd mi ukdzala cestu

. Spokojim se s vykladem o prostorech, které souviseji s teorii relativity.“

»Vime, Ze Einstein svou obecnou teorii relativity odvrhl koncepci ... homogenniho
lasoprostoru, ktery pfedchdzi jevim a do kterého se tyto jevy ndhodou vélenuji, aniz by
Jjej pozméitiovaly. Specidlni teorie relativity tuto koncepci respektovala a méld nanejvys
ten uéinek, Ze zménila povahu zdkladni grupy vesmiru. To jiZ neplatilo v pripadé
obecné teorie relativity, ve které geometrické a kinematické vlastnosti €asoprostoru

. zdviseji na rozlozeni hmoty ... Znamena to, Ze pojem grupy je tim z fyziky
uplné vylouéen? V Zadném piipadé, protoze zakladni Einsteinova hypotéza neni, jak
se mnoho lidi domniva, pfedpoklad, Ze je mozné formulovat zdkony fyziky ve vSech
soufadnicovych soustavich — coZ by byla pouha tautologie — ale to, Ze v kazdé
dostateéné malé oblasti vesmiru plati zdkony specidlni teorie relativity jako prvni
aproximace . .. “

»Podle Einsteinovy hypotézy musi byt fyzikalni jevy takové, ze ... fyzikim odhaluji
euklidovsky charakter velmi malé ¢asti vesmiru. Ale infinitesimalni euklidovsky cha-
rakter vesmiru se projevuje v infinitesimalnim euklidovském pfemisténi (které dava
do souvislosti ortonormalni reper pozorovatele s ortonorméalnim reperem nekoneéné
blizkého pozorovatele). Proto nejen vzddlenost dvou nekoneéné blizkych pozorovateli,
ale 1 porovndni smérd vychazejicich od téchto dvou pozorovateli nalezi do sféry
zkusenosti.“

Elie Cartan odtud vyvozuje, Ze nejobecnéjsi ¢asoprostor slulitelny s Einsteinovou
hypotézou by mél byt jim definovany ,éasoprostor s euklidovskou konexi“ a ukazuje,
%e pfi hledani sjednocené teorie pole se Einsteinovy myslenky zpoéatku vyvijely presné
zpusobem, ktery on sam ukazal v roce 1922.

»To, co jsem pravé fekl,“ dodava, ,,se vztahuje na vechny jiné grupy stejné jako na
grupu euklidovskych pfemisténi a vede tak k vytvofeni §irSich t¥id prostori, které se
vyskytuji ... v analyze a mechanice. J& jsem zejména ... zkoumal, zdali by d&isté
mechanické jevy dovolovaly porovnani smérii v fasoprostoru a ukazal jsem, Ze to
by platilo, pokud by kaZda ¢astice hmoty méla moment hybnosti, ktery by nebyl
nekoneéné maly v porovnani s jeji hybnosti.“

Z téchto uryvki jasné vidime, podle mého nazoru, jak si geometrie a fyzika navzajem
poméahaly svymi vlastnimi prostfedky a také svou vlastni intuici. Syntéza, které tak
bylo dosaZeno a kterd spojuje ruzné existujici diferencidlni geometrie z Kleinova
slavného ,Erlangenského programu“ ukazuje, jak je mozZné spojit s kazdou Lieovou
grupou ,prostory s konexi této grupy“. Program, ktery zde byl naznalen, daleko
presahl souhrn viech skutetné sestrojenych realizaci z oné epochy.
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Dnes o tomto programu hovofime v jazyce fibrovanych prostori, prostori, kterym
se Elie Cartan patrné pfiblizil téméf intuitivné a jejichz struktura byla rozpracovana
pod jeho vlivem jeho Zdkem Ehresmannem a také Whitneyem v letech 1936-39. Tento
jazyk vSak nebyl nikdy pouzit samotnym E. Cartanem. Nejpfirozenéjsi fibrované pro-
story jsou definovany jako souhrny vSech kontravariantnich vektoru v ruznych bodech
diferencovatelné variety nebo jako souhrny vSech linearnich repert v ruznych bodech
této variety. V druhém piipadé je fibr v daném bodg, tj. soubor vech linedrnich reperu
v daném bodé& homeomorfni strukturni grupé, coz je zde linearni grupa. Takovy fibro-
vany prostor se nazyva hlavni a moderni diferencialni geometrie je zaloZena pfedevsim
na pojmu koneze na hlavnim fibrovaném prostoru ptislusném k dané grupé. V pfipadé
fibrovaného prostoru linedrnich repert se obdrzi linedrni konexe (nespravné nazyvana
afinni konexi, protoZe kazdé z nich je kanonicky pfifazena jistd afinni konexe). Jestlize
m3 varieta Riemannovu metriku, pak hlavnimu fibrovanému prostoru ortonormalnich
reperi odpovidaji metrické konexe (neboli euklidovské konexe v terminologii E. Car-
tana), z nichZ pravé jedna ma nulovou torzi, totiz Riemannova konexe. V zavislosti
na signatufe metriky je strukturni grupa budto ortogonalm grupa nebo Lorentzova
grupa.

Co se tyle obecné teorie relativity, je tfeba poznamenat, v protikladu s tim, co se
a7z prilis Casto Fika, Ze fyzikalni interpretace by méla zahrnovat pouze ,,pohyblivé“
ortonormalni repery a lokdlni soufadnice by mély slouzit pouze k uréeni polohy
udalosti, tj. mély by davat, mohu-li se tak vyjadfit, kartografii podkladové variety aso-
prostoru. Ve fyzikilnich interpretacich se miiZeme vyhnbut mnoha zdanlivym obtizim,
jestlize budeme pfipoustét jen ortonormalni trojice, JelehZ tasovy smér charakterizuje
prostorové-&asovou rychlost pozorovatele.

Dokonce i v klasické analytické mechanice poskytuje pojem fibrovaného prostoru
nesmirné uzite¢ny ramec. Zakladnim prvkem pro studium mechaniky holonomniho
dynamického systému je v podstaté fibrovany prostor sméru t'g(‘:n)'fch ke konfiguraénimu
Zasoprostoru systému. V pfipadé systému s vazbami nezavislymi na ¢ase hraje zakladni
roli fibrovany prostor kovariantnich vektorua te¢nych k (n-rozmérnému) konfiguraénimu
prostoru systému. Je to bod tohoto fibrovaného prostoru, ktery je representovan lokal-
nimi soufadnicemi (¢, p;). Tento fibrovany prostor m4 jednu podstatnou zvléstnost:
automaticky obsahuje uzavienou antisymetrickou diferencialni formu maximalni hod-
nosti, totiz 2n. To nas vede ke zobecnéni této struktury a ke studovani variet vsech typu
(bez fibrace) dimenze 2n, na kterych je ddna takova forma (tj. symplektickych variet).
Algebra infinitesimalnich transformaci zachovavajicich tuto formu pak pfirozené vede
k pojmu Poissonovy zavorky. Opét se zde proplétaji geometrie a matematicka fyzika.

Pojem fibrovaného prostoru se ukazal obzvlasf vhodnym pfi formulaci a FeSeni
velkych problému globdlni diferencidlni geometrie, ktera vznikla z velkolepého rozvoje
algebraické topologie a z praci Hermanna Weyla, Elie Cartana, Marstona Morseho
a S. Bochnera. K formulaci takovych problémi vedly klasicka dynamika a relativisticka
dynamika. V relativistickém rdamci jeden z nejslavnéjsich a stéle jesté velmi nedoko-
nale pochopenych problému byl poloZen Einsteinem a Hermannem Weylem: je-li dan
Casoprostor, ktery vSude spliiuje Einsteinovy rovnice pro prazdny prostor, za jakyé:h
topologickych nebo asymptotickych globalnich podminek je tento prostor plochy nebo
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lokalné plochy? Chceme-li zatutolit na takovy problém, musime skuteéné zmobilizovat
vEechny rezervy moderni globalni geometrie.

Geometricky objekt jiny neZ tenzor se zrodil v roce 1913 z vyzkumu E. Cartana
o ireducibilnich reprezentacich ortogondlni grupy. Ale tento objekt zustal ve stinu,
petlivé utajen pod prusvitnosti ¢isté matematiky. Teprve Diractuv génius, ktery hledal
relativistickou teorii elektronu, jej znovu objevil n&akych patnact let poté, aby mu
zajistil jméno a ptisludnost v Fisi védy. Tak se pojem spinoru zrodil dvakrat, jednou
zasluhou matematika a podruhé fyzika. Jestlize byl po dlouhou dobu jednim ze zdkladu
kvantové mechaniky, stal se v poslednich letech uéinnym prostfedkem v globalni
diferencidlni geometrii, hlavné diky impozantnimu dilu Atiyaha a Singera.

Spinory a spinorové variety byly v nasi dobé& objektem mnoha dilezitych Diracovych
vyzkumu. Ale neni pochyb, Ze zasluhou Veblena, Tauba a Hlavatého jsme znovuobjevili
geometricky aspekt, ktery nas musi zajimat.

Zda se, Ze jsme zde velmi vzdaleni od vleklych pokust (1920-50) o sestrojeni
»sjednocené teorie pole“. OvSem soubézné price Einsteina a Schrodingera vyustily
nakonec v neobylejné zajimavou verzi takové teorie. Ackoli Einsteinova a Schrodin-
gerova teorie je nepochybné nevyhovujici pro fyziky a t¥ebaze dokonce i jeji fyzikalni
interpretace klade obtizné problémy, tato teorie zaujala jisté geometry. Rovnice pole
vykazuji éetné zajimavé charakteristiky a celd teorie dava piiklad geometrie, ktera
nendlezi pfesné vzato k velkolepému programu, o kterém jsem hovofil, ale zaslouzi
si studium sama o sobé. Hlavaty pfispél rozhodujici mérou k tomuto vyzkumu —
k uréeni grup holonomie riznych typu a také k usili o fyzikalni interpretaci. Vsechny
své schopnosti velkého geometra soustfedéného na vytiibené postupy diferencidlni
geometrie a zvyklého na pfekonavani obtiznych problému — vsechny tyto schopnosti
dal do sluzeb této teorie. Tim z ni vytvoril, mohu-li to tak ¥ici, svou vlastni teorii,
a proto jsem poklddal za vhodné vzdat mu poctu tim, Ze jsem zde, kviali nému,
demonstroval vzdjemnou provazanost geometrie a fyziky.

Prelozil Oldvich Kowalski
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