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matikt a fyzikd. Byl jejim prvnim mistopfedsedou pravé v dobé& oslav stého vyroci
jejiho zaloZeni a byl za svou zasluZnou préci pfi této ptileZitosti vyznamenan Radem
prace. Ma velké zasluhy o knihovnu Jednoty i o fakultni matematickou knihovnu. Vzdy
kladl velky dtiraz na sledovani védecké literatury. V letech 1953 —1955 plnil niroénou
funkci dékana. Jako vysokoskolsky uditel byl v roce 1960 vyznamenan stf¥ibrnou medaili
University Karlovy za ,,mimofadné zasluhy o rozvoj University Karlovy‘ a v roce 1968
,,Pamétni medaili University Karlovy*.

Laskavy &tenaf nechf promine autorovi téchto fadkd, Ze neni moZné vystihnout $ifi
Kofinkovy €innosti, zejména v povaleénych letech, aniZ by nebylo opomenuto mnoho
dilezitého. Kratkym zamyslenim nad jeho Zivotnim dilem jsme chtéli toliko pfipomenout
dobu, ve které vznikala moderni eskoslovenska matematika. Soudasné vSak mély byt
nase fadky i povzbuzenim vSem, ktefi touZi po védecké draze a k dosaZeni svého cile
jsou pfipraveni ob&tovat mnoho osobniho pohodli.

Pfejeme jubilantovi, jehoZ krasné lidské vlastnosti mame neustile na paméti, mnoho
pevného zdravi do dalSich let.

Matematické metody
v psychologii

Miroslav Katétov, Praha

Tento &lanek vznikl z pfednadky na schiizi védeckého kolegia matematiky CSAV
v bfeznu 1973. Pti pfipravé pfednasky a ¢lanku bylo pouZito podnétii a pfipominek
nékolika kolegli — matematikl i psychologli — z riiznych pracovist; odpovédnost za
text ma ovSem jediné€ autor. N

PouZiti matematickych metod v psychologii je v zasadnich rysech obdobné jejich
pouZiti v jinych védach. Ve srovnani napt. s aplikacemi ve fyzice a technickych védach
jsou vsak zde také dileZité rozdily a nezvyklé rysy, které namnoze vyplyvaji ze speci-
fiénosti psychologické v€dy. Vé€nujeme proto uvodni ¢ast obecnym otdzkam; pak piejde-
me k jednotlivym aplikacim.

Ctenéfe, ktery by se cht&l pon&kud blize seznamit s charakterem a obsahem souasné
psychologie, odkazujeme napf. na tvodni knizky [1], [2], v nichZ najde dal3i literaturu.
Z literatury o aplikacich matematiky v psychologii Ize uvést strué¢nou uvodni knizku
[3], knihu [4], jeZ ma charakter vysokoSkolské udebnice, a rozsahlou tfisvazkovou
monografickou pfirugku [5].

Uvod

\

Psychologie zkouma duSevni Zivot a chovani (v Sirokém slova smyslu) lidi; to oviem
neminime jako definici, ale jako hrubé vychozi vymezeni. Je velmi &lenitou oblasti.
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Zahrnuje obecnou ¢ast véetn€ obecné experimentalni psychologie i fadu specialnich
obort, napt. klinickou psychologii, inZenyrskou psychologii atd. Uzce souvisi s &etnymi
obory. Zasadni vyznam ma souvislost s teorii nervové &innosti (s neurofyziologii),
1 kdyZ nazory na charakter této souvislosti se lisi. Z hlediska matematického modelovani
je velmi duileZita souvislost s otazkami tzv. umélého intelektu. Smérem k aplikacim sou-
visi psychologie, jak znamo, teoreticky i prakticky s lékafstvim, s technickymi védami,
se sociologii, s pedagogikou atd.

Po dlouhou dobu se psychologie pfevazné skladala jednak ze shrnuti zkuSenosti
denniho Zivota, jednak ze spekulativnich uvah, leckdy spravnych, aviak neové&fenych
soustavnymi experimenty. Skute€nym védnim oborem se zacala stivat zhruba pied sto
lety — do zna¢né miry soubéZn€ s rozvojem experimentilni metodiky.

Specifické rysy psychologie, které zpusobuji n€které odliSnosti aplikaci matematiky,
vyplyvaji jednak z jejiho pfedmétu a pfistupu, jednak z toho, Ze jako véda vznikla po-
mérné pozd€. Obdobné rysy se ov§em najdou i v jinych v€dnich oborech, vétSinou viak
v podstatn€ mensi mite.

Ve fyzice, chemii atd. 1ze ¢asto &init zavéry o celku z udaji o slozkach nebo z ,,lokal-
nich* dat (v Case nebo prostoru). V psychologii mnohem &ast&ji zaleZi na vzijemném
pusobeni mnoha sloZek, na celém pfedchozim prib&hu apod.

Tzv. exaktni v€dy se zaméfuji pfedev§im na hledani dosti obecnych zakonitosti, které
se pak aplikuji. Psychologie to ¢ini také; byly zjistény a leckdy dosti exaktné vyjadieny
Cetné zakonitosti, tykajici se napf. vnimani, paméti, struktury inteligence. Zaméfuje se
viak také a vlastn€ vice na zkoumdni jisté unikdtni struktury, totiz obecné struktury
lidské psychiky, jakoZ i na zkoumani struktury psychiky u jednotlivci. Pfitom zkouma
také zpuisoby jejiho rozboru a popisu; pod to spada jako specialni pfipad napf. teorie
psychologickych testd.

V psychologii ma velkou 1ilohu vzajemné plisobeni experimentatora a pokusné osoby,
popf. psychologa a osoby, které pfedklada testy, apod. Néco pon&€kud podobného je
ve fyzice (vztah pozorovatele a mikroobjektu). Toto vzijemné piisobeni se dosti &asto da
do znaéné miry eliminovat, n€kdy se v8ak da kontrolovat jen téZko, nékdy je ani nelze
pfedem odhadnout. Je to jedna z okolnosti, pro kterou mnohem Castgji neZ tfeba ve fyzice
zdanlivé stejné experimenty déavaji rizné vysledky.

Principialn& dilleZitym rysem (jenZ se viak neodrdZi ve zpiisobu pouZiti matematic-
kych metod) je introspekce (sebepozorovéni), ktera stale ma v psychologii vyznam.
Akceptuje se oviem vlastn€ jen pokud vede k objektivné ovéfitelnym vysledkim.

Pro soudasny stav psychologie jsou charakteristické je$t€ dalsi rysy, které znacné
ovliviiuji také pouZiti matematiky. Zékladni pojmy psychologie nejsou jest€ zdaleka
ustdleny v té mife, jak se ustalily tfeba b&Zné fyzikalni pojmy. V psychologii zatim
neexistuji Zadné teorie, jeZ by vystihovaly $irSi oblast psychickych jevi a déji zpiso-
bem, ktery by se aspoti pon&kud pfiblizoval po pojmové strance (nemluv& viibec o mate-
matickém vyjadieni) tomu, jak tfeba Maxwellova teorie vystihuje Sirokou tfidu elektro-
magnetickych jevii; existuje vlastn€ jen Fada dil¢ich teorii.

JiZz na poc&atku vyvoje psychologie jako v&dy se v ni uplatiiovaly metody matematické
statistiky tykajici se zpracovéani dat véetn& vypoctu &isel charakterizujicich nahodné veli-
giny a jejich vzajemnou zavislost (korelagni koeficienty atd.). PouZiti t&chto metod je
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velmi dileZité, tyka se skoro vsech oborii psychologie, méa v§ak podobnou povahu jako
v mnoha jinych oborech (biologii apod.); nebudeme proto o ném zde mluvit.

Jinak vSak z pFiin, které jsme uvedli, je k matematickému vyjadfeni riiznych psycho-
logickych teorii asto tieba velmi rozmanitych matematickych prostfedki, a také jejich
matematicka hloubka a dosah se velmi lisi.

V psychologii se mnohem &asté&ji neZ ve vétsiné jinych obord vyskytuji situace, kdy
matematické vyjadfeni neboli, pfesné&ji feceno, vhodny matematicky model uréitého
druhu jevi neni zndm. Model se musi teprve hledat, potom se zkoumaji jeho matema-
tické vlastnosti a zjistuje se, do jaké miry vystihuje skuteCnost. ObtiZnost aplikaci mate-
matiky v psychologii neni vétSinou ve sloZitosti aparatu, nybrZ pravé ve vyhledavani
modelil a ovéfovani, popf. vyvraceni jejich vhodnosti. Pfitom nékdy jde spiSe o modelo-
vani n&kterych aspektdi samotnych psychologickych d&ji, n&kdy spiSe (nebo jedin&)
o modelovani vysledkl téchto dé&ju (takové vysledky patfi Casto spiSe do oblasti tzv.
umé&lého intelektu).

Tak napf. pro pocitaCe se sestavuji programy, podle kterych hraji Sachy zhruba na
urovni Sachisty niz8i vykonnostni tfidy. Zde neni cilem modelovat uvaZovani Sachisty,
nybrZ modelovat vysledky, tedy provadéné tahy; pfi sestavovani programu se oviem
podle potieby pouZiva n&kterych poznatkl o tom, jakym postupem se ¢lovék rozhoduje,
ktery tah ucini. Podstatné jind by byla situace, kdybychom chtéli modelovat — aspoii
po né&kterych dileZitych strankach — realny pribéh lidského mysleni pfi Sachové hie.

K obecné problematice patii jeSt€ dvé otazky: zda pro usp&€$né aplikace nejsou nutné
jakési matematické discipliny zcela nového druhu, které by se mély teprve vytvofit, a zda
psychologie jiZ svou podstatou nevylucuje hlubsi aplikace matematiky. Na prvni otazku
Ize odpovédét subjektivni domnénkou: nyné&j§i matematika se miZe v psychologii
uplatnit daleko vice neZ dosud; da se v§ak oCekdvat, Ze pro n€které aplikace budou nutné
zcela nové matematické metody a novy pfistup. Ke druhé otazce lze fici dosti objektivné
tolik, Ze o tom nelze rozhodnout pouhym uvaZovanim; je tfeba jit s aplikacemi co nejdéle
a nejhloubgji, a pak se pfipadné projevi jejich meze.

V souvislosti s prvni otdzkou je tfeba je$t€ poznamenat, Ze matematické modelovani
psychologickych teorii vede nezfidka k novym pohledim na nékteré matematické
obory; konkrétni pfiklad uvedeme pozdé&ji. Tyto nové pohledy a z nich vznikajici nové
matematické vysledky n€kdy maji pfimy vztah k aplikacim, jindy s nimi souvisi jen
myslenkové, mohou v8ak vytvaret $irSi konceptualni bazi pro pozdé&jsi aplikace.

Aplikace matematiky v psychologii by se daly roztfidit podle pouZivanych matematic-
kych disciplin nebo podle charakteru pouZiti matematiky, napf. podle toho, zda mate-
matika slouZi pouze jako jisty jazyk nebo hlavné jako néistroj kvantitativniho vyjadfo-
vani vlastnosti nebo jako prostfedek pro vyjadfovani jistych zakonitosti atd. Zde vSak
od toho upustime a probereme struéné n€kolik jednotlivych dileZitych oblasti aplikaci;
o né&kterych dalsich se jen zminime.

Faktorova analyza

Mezi rozsahlej§imi ucelenymi oblastmi hlubSich aplikaci matematiky v psychologii je
faktorova analyza asi nejstar$i; zdkladni monografie vznikly jiZ ve dvacatych, resp.
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tficatych letech (viz napt. [6]). Tato oblast se Easto ani nezatazuje do tzv. matematické
psychologie — asi hlavné proto, Ze v jistém smyslu zde nejde o matematicky model, ale
jen o matematicky popis. Je-li vSak fe¢ o aplikacich matematiky v psychologii, sotva lze
faktorovou analyzu pominout.

Z matematického hlediska jde vlastné o pfiblizné vyjadieni dané n-dimenzionalni
nahodné veli¢iny jako funkce ndhodné veli¢iny mensi dimenze, pfiCemZ se kladou
rizné omezujici podminky. Obvykle se poZaduje linearita a jde o ulohu: k dané n-
dimenzionélni ndhodné veli¢iné€ y najit ndhodnout veli¢inu x co nejmensi dimenze a li-
nearni transformaci A tak, aby veli€éina y — Ax byla v jistém smyslu mala. Exaktni
rozbor této ulohy se provadi nejjednoduseji, kdyZ y a x maji aspoii pfiblizn€ normalni
(Gaussovo) rozloZeni; v praxi se tento pfedpoklad Casto &ini mltky. Mezi zakladni
aplikace této metody patfi strukturdlni analyza inteligenénich testd. Mame n testl
uréenych k méfeni vlastnosti inteligence; mame y = (yy, ..., y,), kde y; je vysledek
(sko’re) v i-tém testu. Pfedpokladame, Ze vysledky jsou — aZ na nekontrolované ndhod-
né odchylky — uréovany jakymisi zakladnimi inteligenénimi faktory x,, ..., x,,; tento
pfedpoklad podstatné specifikujeme a pfedpokladame, Ze faktické vysledky (testové
skére) jsou linedrnimi kombinacemi veli€in x; (aZ na malé nahodné odchylky). Mame
pak y; = Za;jx; + z; kde a;;jsouisla, i = 1, ..., n,j = 1, ..., m, pfiCemZ m nezname.
Po matematické strance jde pak nejprve o nalezeni nejmensiho m takového, Ze tyto
rovnice Ize splnit s ,,malymi* veli¢inami z;. Jak je patrné, ndhodny vektor (x,, ..., X,,)
neni pak urlen jednoznaéné€, nybrZ miZe byt ,,rotovan* apod. Nalezeni jednoho z né-
hodnych vektort x spliiujicich rovnice je v zasad€ rutinni zaleZitosti; miZeme jej dostat
standardni procedurou na zdkladé€ vzajemnych korelaci veli¢in y;. Nalezeni vektoru
(x15 --+» X,), ktery by spliioval rovnice a mé&l adekvatni psychologickou interpretaci,
byvd pomérné sloZitym problémem, pfi jehoZ feSeni je potfebné organické spojeni
vécnych a matematickych uvah (nutnost takového organického spojeni je pfi aplikacich
v psychologii asi je3t& vyrazn&jsi neZ pfi jinych aplikacich matematiky).

Faktorova analyza méla a ma podstatnou ulohu mj. pfi objasfiovani struktury inteli-
gence a struktury charakterovych vlastnosti. Nalezené faktory se sice u riiznych autort
shoduji jen z&asti, pfesto vSak dosaZené vysledky znamenaji urcity pokrok a jsou diile-
Zitou ukazkou moZnosti matematickych metod.

Rozli$ovani podnétii a teorie informace

Elementairni pojmy teorie informace se ukazaly uZite€nymi pro popis né&kterych jedno-
duchych situaci, v nichZ jde o rozpoznavani podnéti, a umoznily zji§téni jistych dil¢ich
zakonitosti. Jde o situaci, kdy se mlizZe vyskytnout kterykoli podnét z jisté mnoZiny X
senzorickych podnétid. Osoba miiZe reagovat rliznym zplsobem; mnoZinu moZnych
reakci oznagime Y. Ukolem je spravné rozpoznat podnét, napf. fici jeho nazev, stisknout
pfedepsané tladitko apod.; kazdému podnétu x je tedy ptifazena ,,spravna‘ odpovéd
f (x) V reélné situaci nejsou vSak odpovédi vidy spravné: pro kazdé x € X, y € Y mdme
urditou pravd&podobnost p(x, y) toho, Ze podnét x vyvold odpov&d y. Matice &isel
p(x, y) (,,confusion matrix**) udava tzv. stochastické zobrazeni mnoZiny X do Y. Mezi

190



elementarni pojmy teorie informace patfi pojem pfenaSené informace pfi daném sto-
chastickém zobrazeni a pfi urgitém pravd&podobnostnim rozdéleni na X (pro ilustraci:
je-li f prosté zobrazeni v obvyklém smyslu, ma-li X n prvku a je-li rozd€leni stejnomérné,
pak pren43en4 informace se rovna log n; zavisi-li p(x, y) jen na y, pak pfenasena infor-
mace je nulova).

Na zaklad& dosti rozsahlého empirického materialu byly zjistény (viz napk. [7]) tyto
zakonitosti. Vezmeme v tvahu tuto situaci: smyslové podnéty ur¢itého druhu se méni
pouze v jedné ,,dimenzi* (napf. u toni se m&ni pouze vyika nebo pouze intenzita pod.);
pfipoustime n hodnot (obvykle zhruba ekvidistantnich) pfislusné veli€iny (tyto hodnoty
pak tvofi mnoZinu X); kaZda z nich mé urgitou pravdépodobnost vyskytu; kazdé hod-
noté je pfifazeno urcité &islo, popf. je jinym zplsobem dana ,,spravna‘ reakce na tuto
hodnotu. Touto situaci je ddno urcité stochastické zobrazeni mnoZiny X do jisté mno-
Ziny Y, a je tedy zndmo (&islo vyjadfujici pfendenou informaci. Za dosti obecnych
pfedpokladil se pak ukazuje toto: AZ do jistého malého n ,,identifikace, tj. realizace
pfedepsaného pfifazeni, probih4 bez chyb, takZe pfenaSena informace &ini log n (pfi
stejnych pravdépodobnostech vyskytu viech x € X). Od jistého n se objevuji chyby;
pfenadena informace sice vzriista, ale brzy se zhruba ustali na uréité hodnot&. Tato
hodnota zpravidla zavisi jen na ,,dimenzi*, v niZ se méni podnét, z4visi v§ak jen malo
napf. na celkovém rozpéti hodnot apod. Kolisa pfitom pro riizné ,,dimenze* a riizné
druhy podnétii v mezich log (7 + 2); to lze nepfesné vyslovit takto: u podnétl zminé&-
ného typu miZeme bezpen& poznat 5 aZz 9 hodnot (podle druhu podnétu). Obdobné,
byt sloZit&jsi a voln&j§i zakonitosti plati téZ pro podnéty, které se méni v n&€kolika
,»,dimenzich*. Podotykame, Ze jsou n&€které vyjimky ze zminénych zakonitosti; problémy
jsou napf. s absolutnim hudebnim sluchem.

Zminéna zakonitost je sice dosti specidlni, je v§ak zajimava téZ z obecného hlediska.
Je totiz pfikladem jistého ,,z&kona invariance*‘: maximélni pfenaSend informace je
za danych podminek invariantni.

Je tfeba poznamenat, Ze pfes mnohd pivodni ofekavani pfinesla teorie informace pro
psychologii aZ na tuto pozoruhodnou zékonitost a obdobné poznatky pomérné malo.
To je mozna v podstaté& véci: informace se v psychice zpracovavaji pfili§ sloZitym a pro-
ménlivym zplisobem.

Obecny pristup k psychickym dé&jim z hlediska zpracovavani informaci ma oviem
trvalou platnost a je vyznamnym pfinosem pro rozvoj psychologie. Jak se pfitom uplatni
matematické metody, zavisi téZ na jejich vyvoji, mj. na zkoumani modifikaci klasického
pojmu informace.

Rozpozndvani obrazi (pattern recognition)

Tato $irokd oblast vlastn& skoro pokryvd psychologii vnimdni a zna&n& oblasti psy-
chologie mysleni a ueni. Psychologie se v ni tzce styka téZ s problematikou imitace
intelektu.

Zakladni realna situace rozpoznavani obrazi je — velmi zhruba feéeno — tato: ¢lovék
(nebo viibec organismus nebo technické zafizeni apod.) t¥idi jakymsi zplisobem obrazce
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(atvary), které se mu pfedkladaji, popf. rozpoznéava v t&chto utvarech jisty tvar, schéma,
strukturu apod.

Tridéni (rozpoznévéni), které provadi ¢loveék, jiny organismus, stroj, soustava ,,clovék-
stroj* atd., se ovSem navzajem velmi 1iSi; je zde vSak také mnoho spole€ného. Budeme
proto v dal§im mluvit prost& o rozpoznavajici soustavé (biologické nebo technické).

Ijtvary*), resp. obrazce zde chdpeme v nejSir§im smyslu; utvar je napf. rovinny obra-
zec v béZném smyslu; melodie; sloZitd viné; formule v né&jakém logickém kalkulu;
rukopisny text; pasaz z literarniho dila (pﬁéemi abstrahujeme od toho, zda je pfedloZena
v tist¥ném, psaném nebo mluveném tvaru). S wlohou rozpoznavéni obrazii v 3ir$im
smyslu jsme se vlastné jiz setkali, kdyZ jsme mluvili o rozpoznavani podnétd ménicich se
v jedné nebo nékolika ,,dimenzich*‘. Obvykle se v§ak pod rozpoznavani obrazit zahrnuji
jen situace, v nichZ se da mluvit o jisté struktufe utvart.

V $ir§im smyslu lze viibec pojimat celé vnimani do znaéné miry jako rozpoznavani
obrazii: na niZi neurofyziologické trovni se tfeba rozpoznivid bodova osvétlenost,
popf. hranice osvétlenosti, na dalsi Grovni se rozpoznavaji nékteré jednoduché tvary
atd.; nakonec se rozpoznava tieba, Ze jde o rukopis té a té osoby.

Realné situace rozpoznavani obrazit mohou byt velmi rozmanité.

Za prvé tfidéni ttvardl, resp. pfifazeni obrazii muZe byt pfedem dano a sdé€leno
rozpoznavajici soustavé, napf. udanim pfislu§ného pravidla; miZeme fici, Ze je dano
zobrazeni f mnoZiny utvari X do jisté mnoZiny Y. To v§ak nemusi stacit k pfesnému
rozpoznavani. Soustava se mu obvykle musi udit a dosp&je nakonec k rozpoznavani,
které lze vyjadFit stochastickym zobrazenim urSenym jistou matici &isel p(x, y); v ideal-
nim p¥ipadé je p(x, f(x)) = 1.

Za druhé tfidéni miZe byt dano pfedem; rozpoznavajici soustava je viak nezna, popf.
zné jen Castecné, ale ,,dovida‘““ se, zda ten ktery pfedloZeny utvar klasifikovala spravné
nebo ne, pfip. jakou chybu uéinila apod., anebo dostava jistou odménu nebo trest,
coZ zavisi na jeji odpovédi, Zde rovnéz jde o uleni; po vécné strance se vSak dosti lisi
od uceni v pfedchazejicim pripadé.

Za tfeti je moZné, Ze soustava ani nezna spravnou klasifikaci, ani se nedovida, zda
spravné klasifikuje; ma sama najit vhodné tfidéni. Zde jiZ jde spise o to, emu se nékdy
fika vytvafeni koncepti (concept formation).

Z prakticky vyznamnych uloh, které patfi do oblasti rozpoznavani obrazi a jejichz
strojova relizace je pfedmétem vyzkumu, naleZi do druhé zuvedenych skupin automatické
rozpoznavani pismen (rukopisnych) a viibec automatické &teni textd, jakoZ i automatic-
ka analyza a zapis mluvené feci (pokud soustava ,,nevi“, o ktery jazyk jde, mohlo by jit
o tlohu néleZejici do tfeti skupiny). Do tfeti skupiny by patfily napf. viechny otazky
automatického rozt¥idéni nedostate¢n& znamych souborii (miZe jit napf. o vzorky pidy
a hornin z mista, kde se prizkum provadi poprvé).

*) Terminologie neni dosti ustdlena. Zde budeme pouZivat pfevazné téchto nazvu: redlny objekt
predloZeny rozpoznavajici soustavé je ,,utvar, popf. ,,obrazec’* (ma-li geometricky nebo podobny
charakter). Jsou-li utvary roztfidény tim zpusobem, Ze kazdému utvaru je pfifazen objekt, jenZ
vyjadfuje v jakémsi smyslu ,,podstatné rysy‘‘ titvaru, mluvime o téchto pfifazenych objektech jako
0,,0brazech*, ,,obrazech atvara‘‘, popf. ,,tvarech obrazci‘‘ apod. V tomto smyslu mluvime o rozpo-

znavani obrazl (n€kdy vSak také ponékud nedisledné o rozpoznavani atvar apod.).
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Matematické metody v oblasti rozpoznavani obrazl jsou znaéné€ rozmanité a patfi
do ruznych oborti matematiky. Rtizné druhy tuloh vyZaduji ¢asto velmi rozdilny postup;
oblast je do té miry v rozvoji, ¢ metody se je§té zdaleka nevyjasnily a riizni autofi
pfistupuji ke stejnym tlohdm zcela rizné.

Viimnéme si zde jako ukédzky jen jednoho dileZitého prostfedku, totiZ tzv. prahové
linearnich zobrazeni.

Jsou to takové zobrazenif : R™ — R", Ze f{(x) = 1, jestliZe Zo;;x; > 9, kdeZto f{x)=
= 0, jestliZe Zo;;x; < 9;; pfitom o;;, 9; (kde i =1,...,n; j=1,...,m) jsou dana
realna &isla (9, jsou tzv. prahy).

Jsou-li napf. pfedkladany rovinné obrazce vesmés obsaZené v jistém &tverci, pak roz-
dé&lime tento &tverec na n = p? stejnych malych &tveretkd Cy, ..., C,, a kaZdému rovin-
nému obrazci X pfifadime soubor u = (uy, ..., u,), kde u; = 1, kdyZz X protina C,,
kdezto jinak je u; = 0; poloZime u = g(X). MnozZina M vsech rovinnych obrazci pfi-
chazejicich v tivahu je tedy zobrazena do mnoZiny 2" (symbol 2 zde jako obvykle znaci
mnoZinu o dvou prvcich 0, 1). Pfedpokladejme, Ze je dano rozd&leni obrazc do dvou
tfid, takZe M je disjunktnim sjednocenim dvou mnoZin 4, B, a %e g(A), g(B) jsou dis-
junktni (tj. rozd&leni na p? &tveretk je ,,dostatedn& jemné*). Podafti-li se najit prahové
linearni zobrazeni (funkci) f : 2" — 2, které nabyva hodnoty 1 na g(4), hodnoty 0 na
4g(B), pak danou tlohu rozpoznavani lze pokladat za vyfeSenou. Neni-li tomu tak, lze
vzit jisty pofet prahové linearnich funkci fy, ..., f,, zobrazeni f:2" —» 2", kde f =
= (f1, ..., f,), a zkoumat, zda mnoZiny f(g(4)), f(9(B)) lze oddé&lit pomoci prahové li-
neédrni funkce. Takto lze postupovat déle; ma-li tento postup mit realny vyznam, nesmi
ovSem byt pocet funkci f4, ..., f,, ... pfili§ velky — jinak by totiZ mj. technicka relizace
byla neimérné naroéna.

Prahové line4rni zobrazeni velmi tuzce souvisi s pojmem perceptronu ([8], [9]),
ktery svym ptivodem patfi do matematickych metod teorie neuronovych siti. Perceptron
o m vrstvach je — zhruba feSeno — soustava, napf. neuronova sit (at jiZ skute¢na nebo
abstraktni sit anebo technické imitace skutené sit&), ktera uskutediiuje zobrazeni slo-
Zené z m prahové linedrnich zobrazeni; koeficienty «;;, 3; mohou v obecném pfipadé€ byt
nidhodnymi promé&nnymi atd.

Oblast ,,pattern recognition‘* se nyni, jak se zda, za¢ina formovat ve zvlastni discipli-
nu, zCasti matematickou, z€asti zasahujici do psychologie, do neurofyziologie, do imitace
intelektu atd. Vedle matematické problematiky se zaméfuje jednak na modelovani reél-
nych procesli rozpoznavani, jednak na vytvafeni technicky realizovatelnych rozpozna-
vacich postupi.

Tyto tkoly ovSem spolu souvisi; porovnavani rozpoznévacich postupti v biologickych
a technickych soustavich miize podstatné osvétlit nékteré zasadni otazky.

Modely uceni

Pojem uceni je velmi §iroky; matematické modelovani se zatim pfevaZné tyka jen velmi
jednoduchych druhit uleni. PouZivané metody modelovani pomoci stochastickych pro-

cest osvétlime na velmi jednoduchém ptikladé, ktery by bylo moZno zafadit téZ do teorie
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paméti. Abychom navézali na vyklad o rozpoznavani podnétt, koncipujeme jej ponékud
jinak, neZ je béZné.

Dejme tomu, Ze Elovék (popf. jiny organismus nebo technick4 soustava) se mé naudit
reagovat pfedepsanym zpisobem na podnéty patfici do uréité koneéné mnoZiny X;
moZné reakce patii do uréité kone¢né mnozZiny Y. Mame pak jisté zobrazeni f : X —Y.
V praktickych pokusech byvaji dosti ¢asto podnéty i reakcemi tzv. bezesmyslné slabiky;
tak tfeba podnétu KEM je pfifazena reakce ZEG, podnétu RUG reakce BIM atd.
Pokusné osobé& se ptedloZi zobrazeni f (napf. se promitnou dvojice KEM-ZEG, RUG-
BIM atd.). Né&které dvojice si mozna hned pevn& zapamatuje, u nékterych si nebude
docela jista, n&které si nezapamatuje vilbec; mlzZe se také stat, Ze si omylem ,,zapama-
tuje‘ néco nespravného. Lze Fici, Ze situace po pfedloZeni zobrazeni je charakterizovana
matici (,,confusion matrix*) jistych &isel (pravdépodobnosti) p,(x, y); v pfipadé uplného
naudeni (zapamatovéni) po prvnim pfedloZeni mame p,(x, f(x)) = 1. Ktera z moZnych
matic vznikne, zavisi na vlastnostech osoby atd., ale také na ndhodg; je totiZ do znacné
miry nahodné, zda napf. si osoba zapamatuje zrovna KEM-ZEG nebo RUG-BIM atd.

Zobrazeni f se pak pfedloZi podruhé; situaci, pokud jde o to, kterym reakcim a do jaké
miry se osoba naudi po tomto pfedloZeni, lze zase charakterizovat jistou matici Cisel
p2(x, y). Ktera matice vznikne, zavisi — vedle vlastnosti osoby — na pfedchozi situaci,
tedy na matici &isel p,(x, y), a na nahodg. Takto se pokrauje dale. Dostavdme nihodny
neboli stochasticky proces; jeho stavy jsou matice (p,(x, y) |x € X, yeY) charakteri-
zujici stav naudeni; mame uréité rozdéleni pravdépodobnosti pfechodu od jedné matice
k jiné. Za b&nych situaci se pritom matice (p,(x, y)) s rostoucim n blizi — ve smyslu,
ktery se specifikuje v teorii stochastickych procestt — k matici, u niZ je p(x, f(x)) = 1.

Méame zatim oviem jen obecny model; pfitom pfimé zjistovani matic (p,(x, y)) by
bylo dosti obtizné. Pro ovéfeni modelu je tfeba jej specifikovat zejména na zakladé
vécnych tvah, teorii a hypotéz; z toho vyplynou jisté podminky na matice p(x, y)ana
pravdépodobnosti pfechodu od n-té matice k dalsi matici. Pak se z modelu odvodi ovéri-
telné zavéry (napf. ,,po 20 krocich jsou s pravdépodobnosti > 0,99 viechna &isla p(x, f (x))
v&tsi neZ 0,9”) a tyto zavéry se porovnaji se statistickymi udaji ziskanymi z experimentu.

Omezime se na tento schematicky pfiklad, nebot na dalsi vyklad zde neméme misto.
Celkoveé 1ze Fici, Ze stochastické modely vystihuji pomérné dobfe realné déje u nékterych
druhii jednoduchého udeni. Jejich teorie se Gisp&Sné rozviji (viz napf. [10]) a je podstat-
nou Casti aplikaci matematiky v psychologii. ZaslouZila by si moZna samostatny ¢lanek.

Nékteré dalsi aplikace

Zminime se nyni zcela struén& o né&kterych dalsich, byf zdaleka ne v8ech, matematic-
kych disciplinach nebo pfistupech, které maji jistou ulohu pfi aplikacich matematiky
v psychologii.

Dosti duleZita je teorie automati, mj. proto, Ze automaty se hodi pro vyjadfeni né-
kterych typt chovani v relativné jednoduchych situacich, zejména kdyZ pouZijeme
stochastickych automatt apod. Teorie automatti se pouziva i rozmanitym jinym zpuso-
bem. Pro zajimavost uvedme, Ze se fetézcli generovanych pomoci automatu pouZivalo
v experimentélnich pracich o rozpoznavani Gtvart (fet€zct pismen).
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Znagny vyznam mé teorie her (v matematickém smyslu). Na prvni pohled lze odeka-
vat, Ze by méla byt velmi uZite¢na pfi modelovani vztahi jednotlivcll. Zatim se viak toto
o¢ekavani splnilo jen z&asti, moZna proto, Ze teorie her mnoha osob (s riiznymi moZnost-
mi tvofeni koalici) neni jeSt€ dosti propracovdna. Nékterych vysledkd tykajicich se
napf. vyvoje vztahu (spolupréce & soupefeni atd.) dvou jednotlivch se viak dosahlo jiZ
pomoci uréitych typt her dvou partnerd. DileZitych vysledki, které vSak jsou asi jeSté
jen hrubym modelem relnych situaci, se dosahlo pfi studiu ,,chovani* kolektivu auto-
matd v ndhodném prostfedi. Je tieba jeSté pfipomenout, Ze napf. lohy rozpoznavani
1ze Easto vhodnym zplisobem pojimat jako hru rozpoznavajici soustavy proti ,,pfirod&«,
pop¥. proti experimentatorovi apod.

Ur¢itou ulohu ma v psychologii téZ teorie grafii (anebo — coZ je vlastné totéz —
teorie relaci). Souvisi mj. s teorii rozhodovdni (decision making), v niZ maji podstatnou
tlohu preference, tj. zhruba feceno vztahy typu ,,x méa pfednost pfed y* (v urgitém
specifikovaném smyslu), ,,x ma s pravdépodobnosti p pfednost pfed y*, ,,pfi vybéru
z eventualit x, y, z voli dand osoba s pravdépodobnosti p eventualitu x* atd. Ur€ity
vyznam by mohla mit také v socilni psychologii pfi zkoumani malych skupin.

Je jiZ urdity poet praci tykajicich se aplikaci matematiky v psychologii (popf. v biolo-
gickych v&dach), v nichZ se vyskytuje pojem kategorie (jako tfidy objektii a morfismi).
Otazka, zda skuteéné& milZe mit pro psychologii nebo biologii podstatny vyznam a jakym
zplsobem, zlstava oteviena; jisté je jen, Ze interpretace, pfi niZ objektim odpovidaji
stavy, morfismim dé&je, je dosti pfirozena.

Poznamenejme na z4veEr, Ze pojmu algoritmu se v psychologii uziva dost &asto (n&kdy
oviem jen voln&) pro postup vymezeny uréitym zpisobem, ktery je blizky pojeti algo-
ritmu ve smyslu b&Znych matematickych definici; zkoumani takovych algoritmickych
postupi je dileZité napt. v inZenyrské psychologii. Vlastni matematicka teorie algoritmii
se uplatfiuje zatim v psychologii pomé&rn€ malo. Podobné také teorie kddovdni ma za-
tim malo aplikaci, a& nazvi ,,k6d*, ,,kédovani se pouzivd pomé&rné &asto (n&kdy také
tam, kde by se spiSe hodily nazvy ,,zobrazeni‘, ,,stochastické zobrazeni‘ atd.).

Psychologické aspekty problematiky umélého intelektu

Otazky imitace intelektu, anebo jak se fika cast&ji, byt moZna ne zcela vhodné, umélé-
ho intelektu (artificial intelligence), tvofi jiZv podstat& zvlastni v&dni a technickou oblast.
Stykaji se dosti uzce s psychologii, rozhodné& vSak je nelze do ni zahrnout. Bylo by asi
vhodné vénovat aplikacim matematiky v této oblasti zvlastni ¢lanek. Zde jen pozname-
navame, Ze nyni jde hlavn€ o napodobeni, popf. i pfekonani vysledkti né&kterych spe-
cidlnich typa lidské intelektualni Cinnosti. Klasickym pfikladem takové imitace je
program, podle n€hoZ pocita¢ hraje Sachy na pomérné€ slu$né irovni. Mnohem narod-
né&jsi otadzky imitace vysledku SirSich oblasti intelektualni innosti jsou, jak se zd4, zatim
spiSe jen pfedmétem obecnych uvah.

Perspektivné lze ofekavat paralelni rozvoj imitace intelektu a teorie redlného lidského
mysleni, pfiemZ se tyto oblasti budou navzajem obohacovat a matematické modelovani
bude zCasti spoleéné. Podstatnou ulohu zde miZe mit heuristika. Tento obor vlastn&
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teprve vznik4; ma zkoumat — velmi zhruba feleno — vyhledavaci postupy, jeZ nemaji
algoritmicky raz (nepfedpoklad4 se jednozna¢nost a neni zarudena rezultativnost).
Matematicka stranka neni v8ak, jak se zd4, je§t& dosti objasnéna.

Nékteré podnéty, které divd matematice problematika psychologie

Podobné jako vétsina vé€d dava téZ psychologie a pfibuzné obory fadu podnéta pro
rozvoj matematiky. N&kdy jde o problémy patfici do ustdlenych matematickych disci-
plin, n€kdy o nové pohledy, popf. i o vytvafeni novych matematickych teorii. Leckdy jde
o otazky, jejichZ zodpovédéni ma pfimy vyznam pro pfislusnou védu, Easto vak jde také
o matematickou problematiku, jejiZ zkoumani ma v této védé jen nepfimy odraz.

Uvedeme nyni velmi struén€ pouze jednu z mnoha moZnych ukéazek; volime védomé
problematiku, ktera je zatim vzdalena aplikacim, je v§ak matematicky dosti zajimava.

Vezmeme podnét, ktery vychazi spiSe z oblasti neurofyziologie, resp. neurologie. Jak
znamo, &lovek ztraci denn& mnoho (tisice) nervovych bunik, ale to se neodraZi na funkci
nervové soustavy. Nejen to, léze pom&rn& znané Casti nervové tkan¥ (pfi nemoci,
trazu) nemusi vést k vaZn&sim poruchdm &nnosti mozku. Bylo by velmi dileZité
zkoumat okolnosti, za kterych jisté struktury zachovavaji své podstatné vlastnosti
a funkce pfes vyfazeni zna&né &sti svych sloZek (prvki). Tato otazka je viak nesmirn&
obtiZna, a proto je nasnadé zkoumat nejdfive obdobné ,,1éze* relativn& jednoduchych
a dobfe zndmych matematickych utvari. Takové zkoumani by v jisté perspektivé, byt
mozZna vzdélené, mohlo zpétn€ poskytnout duleZité podnéty pro zkouméani rezistence
nervové soustavy vigi lézim (popf. analogickych pojmil v teorii rozpoznavani obrazi
apod.).

Konkrétng lze vzit v Givahu tfeba kompaktni topologické prostory. Je-li dan takovy
prostor X, jeho kone¢né oteviené pokryti ¥ = {G, ..., G,} a &islo &, 0 < & < 1, které
interpretujeme jako pravd€podobnost vyfazeni ,,oblasti G; (pro viechna j stejnou),
pak dostavame jisté rozdéleni pravdépodobnosti na mnoZin€ prostorli tvaru X —
— U{G; | ieK}, kde K je podmnoZina mnoZiny {1, ..., n}. Je-li je3t& dana jista t¥ida
kompaktnich prostord o/, miZeme mluvit o pravdépodobnosti P,(X, ¥, o) toho, Ze
,,poskozeny* prostor patfi do /. Poloime jest¢ P,(X, ¥, o) = sup P(X, #, o),
kde 5 probih4 viechna zjemnéni pokryti 4. Budeme nyni fikat, Ze prostor X je L-blizky
tfid& o, jestlize pro kazdé « se najde takové ¢(a) > 0, Ze je vidy P(X, 9, o) > ¢(a).
Plati véta: Nejmens§i tfida obsahujici prdzdny prostor a uzaviena vicéi L-blizkosti se
sklada ze viech fidce rozloZenych prostorid. Tato véta je velmi snadné, ukazuje vSak
urlitou nosnost uvedenych pojmi. Jiny doklad: pfedpokladejme, Ze X je metricky
kompaktni prostor. Pak je ziejmy smysl &isla P,(X, ¢) = P,(X, ¢, {0}). Ukazuje se, Ze
(1/1og «) log P,(X, €) se rovna N(g) — nejmensi mohutnosti e-sité. Souvislost s teorii
tzv. e-entropie (viz [11]) je zfejma, a d4 se Fici, Ze e-entropie se objevuje v nastin&né teorii
jako specialni pfipad.

DiileZit&j8i jsou moZna otazky zachovani homologickych, popf. homotopickych vlast-
nosti pfi podobnych ,,1ézich* (pfi pfechodu od X k X — UG;). Vyklad této problema-
tiky by nas vSak zavedl pfili§ daleko.
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Poznamenivame je$t&, Ze zmin&né pojeti vyfazovani mnoZin G; koresponduje spise
s tzv. diftznimi lézemi. Pfedpokladdme-li kladnou korelaci vyfazovani sousednich
mno#Zin, Ize patrn& dospét k modelu, ktery spife odpovid4 1ézim rozséhlejsich souvislych
areald.

Soucasny stav matematické psychologie

Omezime se zde na matematickou psychologii ve vlastnim smyslu, tj. na otdzky mate-
matického modelovani psychickych jevii a d&u. Otazky soufasného stavu aplikaci
matematiky v pfibuznych oblastech (neurofyziologie, imitace intelektu aj.) by si vyZado-
valy zvlastniho ¢lanku.

Matematicka psychologie se nyni pé&stuje zvla$t€ intenzivn& v USA, a to — ponecha-
me-li stranou b&Zn&jsi stavistické aplikace i faktorovou analyzu — zejména polinaje
padesatymi léty. DitleZitym meznikem zde patrn&€ bylo vydani tfisvazkového dila
Handbook of Mathematical Psychology [5] a vznik &asopisu Journal of Mathematical
Psychology, ktery vychazi od r. 1964.

V oblasti matematické psychologie se pracuje téZ v n&€kterych zemich zapadni Evropy,
aviak v podstatné men$im rozsahu. V SSSR se matematické psychologii vé€nuje vétsi
pozornost aZ v pomérné nedavné dob&. Vyslo jiZ n€kolik knih, v nichZ se z obecnych
hledisek probiraji otazky modelovani psychiky v&etn¥ otazek matematickych modeld.
Znad¢na pozornost je vénovana otdzkdm rozpoznévani obrazii, oviem spise se zaméfenim
k principim technickych soustav. V posledni dob€ byl vyznam matematické psychologie
vyslovn& zdiirazn&n v souvislosti se zfizenim (koncem r. 1971) Ustavu psychologie
AV SSSR, a to mj. v interviewu s feditelem tohoto ustavu B. F. LOMOVEM, které uvefejnil
Casopis ,,Voprosy filosofii®, 1972, &. 5, str. 155—159. Konkrétni v€deckéd préce v mate-
matické psychologii se v SSSR nyni ve velké mife tyka otazek souvisejicich s inZenyrskou
psychologii, rozpoznavanim obrazii apod.

V CSSR se zatim matematicka psychologie (a viibec aplikace matematickych metod
v psychologii) rozvinula pom&m& maélo. Obvyklé metody matematické statistiky jsou
nyni hojné vyuZivany; ostatn€ fada psychologickych pracovi§f zaméstnava odborniky
v matematické statistice anebo mé& s nimi soustavny kontakt. Jinak se vSak nejvice
pouzZiva faktorové analyzy, kdeZto prace patfici do matematické psychologie v uZ§im
smyslu jsou pomérné€ neéetné. Kontakt se svétovym vyvojem je vSak udrZovan, a to
umoZiiuje praci na potfebné urovni. DiileZité je také napf. to, Ze &asopis ,,Cs. psycholo-
gie** oblas seznamuje ¢tenéfe v prehlednych ¢lancich i v recenzich s n&€kterymi oblastmi
matematické psychologie. UZiteCna je téZ vybérova pfednaska o matematické psycholo-
gii, konani na filosofické fakulté UK.

Na matematicko-fyzikalni fakult¢ UK se od r. 1970 pracuje na fakultnim ukolu
» Yyzkum né&kterych obecnych matematickych metod vhodnych pro aplikaci v psycho-
logii* a kona se pfislu$ny seminéf. Prace zatim spodivd — coZ je v tomto piipadé pfiro-
zené — hlavn& v seznamovani s literaturou, a toto stadium patrné je$té jistou dobu
potrva, i kdyZ v této souvislosti vznikly nékteré piivodni matematické prace. Prace se
zaméfuje pfevaZné na vyzkum matematickych metod, postupné by se viak méla pfibliZit
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matematické psychologii ve vlastnim smyslu. UZite¢na je téZ vybérova pfedniska o ma-
tematickych metodach pouZivanych v psychologii, konana na fakulté& jiZ &tvrty rok.

Je tfeba poznamenat, Ze po né€kterych strankach jsou u nés pfiznivé podminky pro
praci v matematické psychologii: ve vét§in€ matematickych disciplin, které s ni souvisi,
se u nas pracuje na dobré urovni, mj. v teorii automatd, teorii informace, teorii sto-
chastickych procesii, v matematické teorii jazyki, ale také — coZ je moZnid méné
znidmé — v otazkach teorie prahovych funkci (v tzv. prahové logice).

Neékteré zavéry

Jsou dobré duvody pro pfedpoklad, Ze v dlouhodobé perspektivé bude vzristat vaha
psychologie v soustavé v&€d i vyznam matematickych metod pro psychologii. Proto je
tieba péstovat u nas matematickou psychologii aspoii tak, aby se zabezpeéila plna in-
formovanost o sou¢asném svétovém stavu; uCast matematikii miZe byt pfi tom velmi
uZiteCna. )

Pocet psychologti viak u nés neni velky a znaéna jejich ¢ast pusobi v praxi. VétSinou
zatim nepotfebuji pouZivat matematickych metod (krom& b&znych statistickych postu-
pt). Také pfirtistek psychologt je dosti maly. Pfi stfizlivém pohledu z toho vyplyva, Ze
v blizké dob€ se u nas matematickou psychologii bude soustavné zabyvat nanejvys
mensi tym.

Ze stanoviska matematiky se vSak situace jevi pon€kud jinak. Matematické metody
vhodné pro pouZiti v psychologii totiZ tizce souvisi s metodami, které maji aplikace
v oblasti umé€lého intelektu a v dalsich pfibuznych oblastech. Oblast imitace intelektu se
bude patrné€ rychle rozvijet, takZe zde bude Siroké pole piuisobnosti. Lze oCekavat, Ze
pfitom budou dilezZité mj. podnéty ptichazejici z psychologie, a to nejspiSe prostfed-
nictvim matematickych modeld. Z tohoto hlediska je prace v oboru matematickych
metod psychologie nejen dileZita, ale moZna budou pro ni zapotfebi (byt sotva jiZ
v nejbliZsich letech) pom&rn& podetné tymy.

Z hlediska matematiky je také velmi ddleZita okolnost (o niZ jiZ byla feg), Ze psycho-
logicka problematika poskytuje matematice fadu novych a nezvyklych podnéti. Dilezi-
té je téZ to, Ze u aplikaci v psychologii se dosti vyrazné€ projevuje vzajemna souvislost
riiznych matematickych disciplin, zejména oborl zafazovanych do Sir3i oblasti tzv.
teoretické kybernetiky.

Oblast matematickych metod vhodnych pro aplikaci v psychologii a pfibuznych
oborech je velmi perspektivni a bylo by uZite¢né, kdyby se u nas vice rozvinula.
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Co znamena pochopit? M4 toto slovo stejny
vyznam pro vSechny? Pochopit dikaz véty zna-
mend zkoumat postupné kazdy sylogismus,
ktery je jeho souddasti, a konstatovat, Ze je sprav-
ny, Ze odpovida pravidlim hry? Pochopit definici
znamend poznat, Ze jsme jiz porozuméli smyslu
v8ech pouZzitych termind, a konstatovat, Ze ne-
obsahuje zadny rozpor? Ano, pro nékteré lidi.
Jakmile tito lidé toto konstatuji, feknou: pocho-
pil jsem.

Neplati to v§ak pro vétSinu lidi. Témér viichni
lidé jsou naro&né&jsi, cht&ji védét nejenom, zda
viechny sylogismy dikazu jsou sprdvné, ale také
pro¢ na sebe navazuji pravé v takovém sledu a ne
v jiném. Pokud se jim zdd4, Ze jsou ovladany
vrtochy a nikoli cilevédomou inteligenci, nevéri
tomu, Ze pochopili.

Bezpochyby si sami neuvédomuji, co reklamu-
ji, a nedovedou své pfani formulovat, nejsou
v8ak uspokojeni, nejasn& pocifuji, Ze jim néco
chybi. Co se tedy s nimi d&je? Zpo&atku si jesté
uv&domuji uvahy, které jsou jim pfedkladany;
ponévadZ jsou viak poutdny jen pfili§ slabou

niti k tém, které pfedchazely, i k tém, které na-
sleduji, pfejdou tyto uvahy, aniZ by zanechaly
stopu v mozku lidi, lidé je ihned zapomenou.
Kdyz tito lidé postupuji dale, uz vibec neuvidi
toto pomijejici svétlo, protoZe teorémy se opiraji
navzdjem o sebe, a tito lidé zapomnéli pravé ty
teorémy, které pravé potiebuji. Takto se stavaji
neschopnymi chipat matematiku. Jejich inteli-
gence je &asto pfili§ 1ind, aby hledala vedouci nit
a nalezla ji.

Jini lidé se dotazuji stdle, k &emu to je, nepo-
chopi, jestlize nenaleznou kolem sebe v praxi
nebo v ptirodé smysl né€kterého matematického
poznatku. Kazdému slovu podklddaji citlivy
obraz; je tfeba, aby definice vyvolala tento obraz,
aby v kazdé etapé dikazu vidéli, jak se transfor-
muje a vyviji. Jen za té&chto podminek pochopi
a zapamatuji si.

Ponévadz slovo pochopit ma nékolik vyzna-
mu, definice nejlépe pochopené n&kterymi lidmi,
nevyhovuji jinym.

H. Poincaré
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