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Hilbertovy problémy 

Ve své přednášce „Matematické problémy" v Paříži r. 1900 se zabývá D. Hilbert také 
speciálními problémy z teorie čísel. Jeden z nich je devátý problém týkající se zákona reci
procity. O tomto problému uvádí D. Hilbert toto: 

„9. Důkaz nejobecnějšího zákona reciprocity v libovolném číselném tělese 

Je třeba dokázat zákon reciprocity pro zbytky stupně Z v libovolném číselném 
tělese, kde Z je liché prvočíslo nebo mocnina čísla 2 nebo mocnina lichého prvočísla. 
Stanovení tohoto zákona a také základní prostředky pro jeho dokázání se myslím 
určí, jestliže se odpovídajícím způsobem zobecní moje teorie těles kořenů Mého 
stupně z jedničky*) a moje teorie týkající se kvadratického tělesa.**)" 

Ve sborníku Problémy Gilberta, Moskva 1969, iz. „Nauka" je uveřejněn k tomuto 
problému následující článek D. K. Faddějeva.***) 

O devátém 
Hilbertově problému 

D. K. Faddějev 

1°. Gaussův zákon reciprocity 

Nejjednodušším projevem zákona reciprocity je následující fakt, který byl znám již P. 
F e r m a t o v i . Mezi prvočísly, která dělí čísla z 2 + 1 (z celé č.), se vyskytují všechna prvo
čísla tvaru 4fc + 1 a žádné prvočíslo tvaru 4fc + 3 (k celé č.). Např. 2 2 + 1 = 5; 
82 + 1 = 5.13; 4 2 + 1 = 17; 122 + 1 = 5.29 atd. Jinými slovy: kongruence z 2 + 1 = 
= 0 (mod p) pro prvočíselný modul p je řešitelná, právě když p = 2 nebo p = 1 (mod 4). 
Tento fakt se zobecní takto: Jestliže celé číslo a není čtvercem celého čísla, pak prvočísel-

*) Vber die Theorie der algebraischen Zahlkorper, Jahresber. Dtsch. Math.-Ver. 4 (1897) (uveřej
něno v Gesamm. Abh. I, No 7). 

**) Math. Ann. 51 (1899). 1-127 v Nachr. Ges. Wiss. Góttingen, 1898, 370-399 (nebo viz Ge
samm. Abh. I, No 9, 10, mimoto srovnej s doktorskou disertací G. RUCKLE, Góttingen, 1901, D. 
V. No 13). 

***) Čtvrtý odstavec článkuje zkrácen překladatelem. 
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ní dělitelé čísel z2 — a mimo 2 a dělitelů čísla a leží přesně v polovině primitivních zbyt
kových tříd podle modulu 4a (tj. aritmetických posloupností 4ak + b, 0 < b < 4a, b 
nesoudělné s 4a). Charakteristika zbytkových tříd obsahujících prvočíselné dělitele čísel 
z2 — a tvoří základní obsah Gaussova zákona reciprocity. 

Uvedeme pojmy a označení pro formulaci tohoto zákona. Celé číslo a se nazývá kvadra
tickým zbytkem podle prvočíselného modulu p + 2, jestliže a není dělitelno p a kongru-
ence x2 — a = 0 (mod p) je řešitelná. Jestliže kongruence x2 — a = 0 (mod p) nemá 
řešení, nazývá se číslo a kvadratickým nezbytkem. Podle ,,malé Fermatovy věty" pro libo
volné celé číslo a nedělitelné p platí kongruence ap~x = 1 (mod p), odkud (a(p~1)/2 — 1) . 

/a(P-u/2 + 1) = o (mod p) a tedy a^"1)/2 = 1 (mod p) nebo a
(p~1)/2 = 1 (mod p). 

Ukazuje se, a to tvoří obsah tak zvaného Eulerova kritéria, že první kongruence platí, 
jestliže a je kvadratický zbytek; druhá kongruence platí, jestliže a je kvadratický nezby-
tek. Vlastnosti kvadratických zbytků a nezbytků se dají vhodně formalizovat pomocí 
Legendreova symbolu (a/p)*), který je funkcí prvočísel p a celých čísel a nedělitelných p 
s hodnotami + 1 nebo — 1 podle toho, zda číslo a je kvadratickým zbytkem nebo ne
zbytkem podle modulu p. Nejjednodušší vlastnosti kvadratických zbytků a nezbytků 
jsou dány formulemi : 

1. (a/p) = (ai/P), jestliže a = aj (mod p), 
tedy (ajp) jako funkce a při pevném p má periodu p. 

2. (ajp) = a(p~1)/2 (mod p) (Eulerovo kritérium). 

3. (aia2/P) = (aijp) (aijp)' Tato vlastnost značí, že součin dvou kvadratických zbytků 
nebo nezbytků je zbytek a součin zbytku s nezbytkem je nezbytek. 

Vyšetřování chování symbolu (ajp) jako funkce proměnné p při pevném a představuje 
otázku ekvivalentní s otázkou popsání všech prvočíselných dělitelů čísla z 2 — a. Odpo
věď je dána Gaussovým zákonem reciprocity. Skládá se ze základní formulace a dvou 
doplňků: 

1. Jestliže p Si q jsou různá lichá prvočísla, pak p podle modulu q a a podle modulu p 
budou současně kvadratickými zbytky nebo nezbytky, jestliže je aspoň jedno z těchto 
prvočísel kongruentní s + 1 podle modulu 4. Jestliže obě tato prvočísla jsou kongruentní 
s — 1 (mod 4), pak jedno z nich je zbytkem podle druhého a druhé nezbytkem podle 
prvého. 

Pomocí Legendreova symbolu se to zapíše takto: 

2. ( — 1/p) = (— \)(p 1 ) / 2 . Tato formule vyjadřuje, že — 1 je kvadratický zbytek pro 
p = 1 (mod 4) a nezbytek pro p = — 1 (mod 4). 

3. (2/p) = ( - iy^-u/8 T a t o f o r m u i e udává, že 2 je kvadratický zbytek pro p = + 1 
(mod 8) a nezbytek pro p = + 3 (mod 8). 

*) Tento symbol zavedl A. G. LEGENDRE r. 1808. — Pozn. redakce sborníku Problémy GiVberta. 
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Ukážeme, jak zákon reciprocity řeší úlohu o hodnotách (ajp) při pevném a. Bez újmy 
na obecnosti můžeme předpokládat, že a není dělitelno žádným čtvercem #= 1. Nechť 
a = ( - í)cl2fiq1 ... qk, kde a = 0,1; /? = 0,1; qí9..., gk různá lichá prvočísla.Pak 

OTÍ-) •(-)• 
? / \p/ \p/ VP/ 

Hodnota prvního činitele (pro a = 1) závisí na třídě čísla p podle modulu 4, druhého 
(pro p = 1) na třídě čísla p podle modulu 8. Následující činitelé (q^p) v důsledku rovnice 

(4j\ = ÍJL j(_iy*--n/2 -(p-D/2 

závisí na třídě čísla p podle modulu 4q,;. Jestliže tedy budeme znát zbytkovou třídu, do 
které náleží p podle modulu 4 . 2P . qx ... qk = 4\a\, budeme znát hodnotu každého či
nitele a hodnotu symbolu (ajp). Např. 

т)-m-<-*™® 
odkud snadno dostáváme, že ( - 5/p) = + 1 pro p = 1, 3, 7, 9 (mod 20) a (— 5jp) = — 1 
proj? = 11, 13, 17, 19 (mod 20). 

Gauss oprávněně přikládal velký význam jím dokázanému zákonu reciprocity a podal 
několik jeho důkazů, založených na zcela různých ideách ([1]). 

Pro mnohé cíle, zejména pro další zobecnění, ukazuje se vhodná trochu obecnější forma 
zákona reciprocity spjatá s Jacobiho symbolem. Jacobiho symbol (ajb) se definuje pro 
kladné liché číslo b a pro celé číslo a nesoudělné s b. Jestliže b = q*1 ... qa

k je kanonický 
rozklad čísla b, pak definujeme 

\b) \qj ""U 
Jacobiho symbol je multiplikativní vzhledem k čitateli i jmenovateli: 

C?Hír)(i?) - (ůHf)(t> 
Zákon reciprocity zformulovaný terminy Jacobiho symbolu se neliší formou od zákona 
reciprocity v termínech Legendreova symbolu a je dán třemi vzorci: 

I — ^ = ( - 1 ) ( 6 - 1 ) / 2 , ; (-] = ( - i ) ( b 2 " 1 ) / 8 ; ( - ) (-] = (- iya-i)/2.(&-i)/2 
\ b J " \bj ' \bj \aj 

(pro lichá, kladná, nesoudělná čísla a, b). 
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2°. Zobecněni zákona reciprocity 

Pojem kvadratického zbytku se dá přirozeným způsobem zobecnit. Celé číslo a nedělitel
né prvočíslem p se nazývá zbytkem stupně n podle modulu p (n je přirozené číslo > 1), 
jestliže kongruence xn = a (mod p) má řešení. Rozumné zobecnění zákona reciprocity na 
zbytky stupně n se ukazuje možné při přechodu od aritmetiky celých racionálních čísel 
k teorii algebraických čísel. Aritmetika celých čísel nadtělesa konečného stupně tělesa 
racionálních čísel Q se v základě podobá aritmetice celých racionálních čísel až na dva 
důležité rozdíly. Za prvé: okruh celých algebraických čísel nějakého konečného rozšíření 
tělesa racionálních čísel má nekonečně mnoho jednotek, tj. celých čísel, jejichž inverze je 
též celé algebraické číslo (s výjimkou imaginárních kvadratických těles). To vynucuje 
v otázkách teorie dělitelnosti,,slepovat*' čísla lišící se násobky jednotek do jednoho ob
jektu — „hlavního dělitele". Za druhé: aby byla zachována v platnosti věta o jednoznač
nosti rozkladu na ireducibilní faktory, je nutno vnořit množinu všech hlavních dělitelů 
do větší množiny všech dělitelů („ideálních čísel"). Ukazuje se, že počet tříd dělitelů je 
konečný, jestliže sjednotíme do tříd dělitele, kteři se liší násobkem hlavního dělitele.*) 
Třídy zbytků podle prvodělitele p vytvářejí konečné těleso, které je konečným rozšířením 
tělesa zbytkových tříd podle prvočíselného modulu p, kde prvodělitel p dělí p. Stupeň / 
tohoto rozšíření se nazývá stupněm (neboli řádem) prvodělitele p. Počet pf tříd zbytků se 
nazývá formou p a značí se N (p), tedy N(p) = pf. Platí analogické tvrzení k Fermatově 
větě: a^^'1 = 1 (mod p), kde a je celé algebraické číslo daného nadtělesa nedělitelné p. 

Při zobecnění zákona reciprocity na zbytky stupně n je nutno předpokládat, že uve
dené nadtěleso obsahuje primitivní n-tou odmocninu z jedné. Za tohoto předpokladu je 
pro prvodělitele p (p nedělí n) N(p) = 1 (mod n). Analogický pojem k Legendreovu sym
bolu se definuje pomocí kongruence (ajp) = £k = a^N(p)'1)/n (mod p). 

Symbol analogický k symbolu Jacobiho se definuje formulí 

w W 
kde (b) = flPT'; fl> b jsou celá čísla, b je nesoudělné s číslem a . n. 

*) Přesně řečeno jde o homomorfismus h multiplikativní pologrupy R' příslušného okruhu R ce
lých algebraických čísel do nějaké komutativní pologrupy 2) s jednoznačným rozkladem na ireduci
bilní faktory, která má jedinou jednotku, a to jedničku. Tento homomorfismus h splňuje tyto axiómy: 

1° r l f r2 e R' => KrJ/hirJ = rjr2 ; 
5D R 

2° b 6 D, rl9 r2 G R', rx + r2 ± 0*, b/HrJ, b/h(r2) => b/h(r1 + r2) ; 

3° bl9 b2 e£),{reR': bjh(r)} = {re Rr: &2/h(r)}=> bt = b2 . 

Prvky z D se nazývají dělitelé, prvek z Q tvaru h(r), kde r e R', se nazývá hlavní dělitel h, ireduci
bilní prvek z £) se nazývá prvodělitel. Dáše ukázat, žs pologiupa £) je izomorfní s pologrupou ideálů 
okruhu R, přičemž hlavním dělitelům odpovídají hlavní idsály a prvodělitelům odpovídají prvo-
ideály. Třídy dělitelů se definují stejně jako třídy ideálů. Podrobnější výklad této teorie je uveden 
v knize S. J. BOREVIČE a J. R. ŠAFAREVIČE: Teorija čísel, Moskva 1964. (Pozn. překl.) 
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Zákon reciprocity pro n = 4 v tělese Q(í) byl dán ještě GAUSSEM ([2]) a pro n = 3 
v tělese Q(e2ni/3) — EISENSTEINEM ([3]). Eisensteinovi ([4]) též náleží zákon reciprocity 
pro prvočíselné n v tělese Q(e2m,n) pro dvojici čísel, z nichž jedno je racionální. Obecný 
zákon reciprocity pro prvočíselný stupeň n v tělese Q(e2m/n) byl dán KUMMEREM ([5]). 

Kummerova formule zní: 

a \ /P\ _ yií(<*)in-1(P)-i2(«)in-2(P)+ ...~in-H<*)iHP) 
KPJ \« 

Zde a, P jsou celá čísla tělesa Q(e2ni/n), 

a = ̂ l(mod(C-l)M'(a) = [ « l | _ o , 

kdef(t) je polynom stupně n-1 takový, že a = f(£),f(l) = 1. 

Kummer dokázal zákon reciprocity pro případ regulárního prvočísla n (tj. počet tříd 
dělitelů tělesa Q(C) není dělitelný číslem n), TAKAGI ([6]) dokázal tento zákon bez před
pokladu regularity prvočísla n. 

3°. Hilbertova teorie 

Pravá strana Gaussova a Kummerova zákona reciprocity závisí jen na zbytcích podle 
modulu 4 čísel a, b (pro Gaussův zákon) a na zbytcích podle modulu (£ — 1)" čísel a, fi 
(pro Kummerův zákon). Vlastnosti čísel, které závisí jen na třídách kongruencí, jež tato 
čísla obsahují, podle modulu dostatečně velkého stupně prvodělitele p, se nazývají lokál
ními vzhledem k tomuto děliteli. Tímto způsobem má pravá strana Gaussova a Kumme
rova zákona reciprocity lokální charakter vzhledem k prvočíselným dělitelům čísla n. 

Hilbert má zásluhu na vybudování teorie, která vysvětluje tuto skutečnost. Samým 
Hilbertem tato teorie nebyla vybudována v úplné obecnosti (pro regulární kruhové těleso 
([7]) a pro n = 2 ([8]) pro komplexní těleso algebraických čísel, které má lichý počet 
tříd (dělitelů). Při formulaci devátého problému Hilbert vyjadřuje naději, že jeho řešení 
se dostane rozvojem této jeho teorie. 

Stručně vyložíme Hilbertovu teorii a její užití pro Gaussův zákon reciprocity. Pro 
každé prvočíslo p a celá čísla a, b zavedeme ,,symbol normovaného zbytku" (a, bjp) 
s hodnotami + 1 a — 1 podle toho, zda kongruence x2 — ay2 = b (mod pk) má pro 
libovolné k řešení nebo ne. Symbol (a, bjp) závisí na lokálním chování čísel a, b vzhle
dem k p. Z definice je zřejmé, že 

fa, b\ fb,a\ fa, bíb2\ _ fa, bA fa, b2\ fa, -a\ _ 

W) = {T)'VT~)=VT){T) {~T) = 1-
Z podrobnější analýzy plyne, že pro liché prvočíslo p, které nedělí a, b, je (a, bjp) = 1. 
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Dále pro lichá čísla a, b je 

/"> b \ _ I_iya-l)/2.(6-l)/2 . fa> b \ = /_iy«2-i)/8 

Proto symbol (a, bjp) pro pevná a, b nabývá hodnoty + 1 pro všechna prvočísla p 
s eventuální výjimkou p = 2 nebo prvočísla p, které dělí a nebo b. 

Pro lichá kladná a, b je 

n(—)-(í)= n(-Wi)-
P/a\ p J \aj P/b\ p J \bj 

takže zákon reciprocity v termínech Jacobiho symbolu přejde v tvar 

(*) !?(T) = 1-
Tato formule zůstane v platnosti pro libovolná celá čísla a, b, z nichž je aspoň jedno 

kladné. Kromě toho je ekvivalentní zákonu reciprocity ještě s doplňujícími formulemi. 
Při jejím rozšíření na libovolná čísla a, b je nutno přidat k levé straně jeden faktor 

£)-<-'» ( s g n a - l ) / 2 . ( s g n b - l ) / 2 

který závisí jen na znaméncích čísel a, b. 
Tímto způsobem v souladu s plánem načrtnutým Hilbertem bylo třeba dát náležitou 

definici symbolu normovaného zbytku (a, bjp) pro libovolné n a libovolné těleso obsahu
jící kořen n-tého stupně z 1, stanovit formuli (*) pro zkonstruovaný symbol a udat expli
citní formule pro výpočet hodnot symbolu. 

Tím sám tento plán předvídal princip, v současné době často používaný, rozdělení 
problému na dvě části — lokální a globální. Zde první část se skládá z definice a vyšetřo
vání symbolu (a, bjp), druhá ze stanovení formule (*). 

Rozvinutí teorie tělesa tříd (TAKAGI [9], HASSE [10]), stanovení Artinova zákona reci
procity (ARTIN [11]) a systematické užívání metody vnoření tělesa algebraických čísel 
do úplně lokálních těles (zúplnění tělesa algebraických čísel vzhledem k archimedovským 
a nearchimedovským metrikám) (Hasse) realizovaly Hilbertův plán, avšak bez stanovení 
explicitních formulí pro symbol normovaných zbytků. Za nejdokonalejší v této etapě 
(Hasse [12]) je třeba považovat definici symbolu (a, b/p) pomocí invariantu algebry 
k(A, B) s multiplikační tabulkou An = a, Bn = b, BA = ABC, kde £ je primitivní kořen 
n-tého stupně z 1. Tato definice je ekvivalentní současnější definici v termínech teorie 
kohomologií v grupách. Při této definici se ukázalo, že formule (*) platí bez jakýchkoli 
omezení. 

Tyto způsoby definice symbolu (a, bjp) však nedávají explicitní formule pro výpočet 
jeho hodnot, takže Hilbertův problém o explicitní formě zákona reciprocity ve tvaru 
typu Gaussových a Kummerových formulí zůstává otevřený. 
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4°. Šafarevičův zákon reciprocity 

Pro vytvoření explicitních formulí pro zákon reciprocity mocninových zbytků stupně n 
stačí se omezit na případ n = pk, (p prvočíslo) a udat explicitní formuli (0, bjp) pro prvo-
dělitele p, které dělí p. Taková formule byla sestavena I. R. ŠAFAREVIČEM V r. 1948 ([13]) 
a publikována v článcích [14] a [15]. 

Pro n = pk pro libovolné k byly podány důkazy Šafarevičovy formule A. I. LAPINEM 
([16]) přímo z definice Šafarevičova symbolu s M. KNESEREM ([17]) použitím vlastností 
symbolu normovaného zbytku. A. I. Lapin ([18]), ([19]) realizoval také zdůvodnění teo
rie tělesa tříd na základě Šafarevičova zákona reciprocity. 
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