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Nadrealn4 Cisla

Povidka o tom, jak dva byvali studenti matematiky
skrze matematiku ke Stésti dosli '

Donald E. Knuth, Stanford, California, USA*)
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. Bille, spi§?
. UZ ne, ale jsem cely rozlamany, to byla hrozna noc. V hlavé se mi pofdd néco honilo

a ja jsem se pfevracel a riizn€ kroutil ... Zdalo se mi, Ze jsem v jednom kuse néco
logicky odvozoval a dokazoval, a kdyZ jsem se probudil, byly to samé nesmysly.

. Tak nevim, jestli ndm ta matematika skute¢né prospiva. Véera to bylo moc fajn,

ale..

. (ji pferusi) Jo, v&era jsme se citili, ale dneska dopadneme tvrdé. Pofad to z toho

nemohu dostat, nebudu mit pokoj, dokud nebudeme mit dalsi vysledky. Kde je
tuzka?

. Nemél byses napifed trochu nasnidat? Je tu par merunék a fikd.

Dobfe, ale hned potom se do toho pustim.

. Ja jsem taky zv&dava, jak to vSechno dopadne, ale Bille, prosim t&, slib mi jednu véc.

Jakou?

. Ze budeme dneska dé&lat jenom s&itdni a odéitani, ale ndsobeni nechidme. Viibec se

na néj ani nepodivame.

. To ti klidné& slibim. S4m za sebe si skoro pfeju odloZit nasobeni na neuréito, protoZe

mi pfipada stra$né komplikované.

. (ho liba) Dobfe a ted odpotive;.
. (se protahuje) Jsi na mé& moc hodna, Alice.
. To uZ je mnohem lepsi. V noci jsem pfemyslela o problému, ktery jsi vyfesil vera

rano. Myslim, Ze to je dileZita véc, kterou bychom méli zapsat jako vétu. Snad néjak
takhle:

Necht je dano libovolné &islo y a nechf x je nejstarsi Cislo s tou vlastnosti, Ze
(T8) Y,<xax< Yppakplatix =y.

Myslim, Ze je to skuten€ ono. Pojd zkusit, jestli se nam poda¥i rekonstruovat diikaz

v téhle nové symbolice. Jestli se dobfe pamatuju, zkonstruovali jsme &islo z =

*) Pokradovani pfekladu knizky D. E. KNUTHA Surreal Numbers, ktera vy$la v roce 1974 v nakla-

datelstvi Addison-Wesley. Prvni dv& &asti pfekladu vysly v &islech 2 a 3, zbyvajici &ast piekladu
vyjde v §. &isle tohoto roéniku. PreloZila HELENA NESETRILOVA. Copyright © 1974 by Addison-Wesley
Publishing Company, Inc.
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(YL U X;, Xp U Yp) a potom jsme podle (T7) dostali x = z. Na druhé strané vime,
Ze ZAdny prvek x; z X nespliiuje ¥, < x,, protoZe x;, bylo stvofeno pfed x, a tedy
podle (T4) je kazdé x;, < neZ n&jaké y;. Proto X, < y a stejnd y < X,. TakZe podle
(T7) je y = z. To se nam to ted dokazuje, kdyZ uZ mame k dispozici takovouhle
zasobu vysledki.

. Libi se mi, Ze (T8) zjednoduSuje viechny vypodty, které jsme d&lali viera veder. KdyZz

jsme tfeba pocitali b + b = ({b}, {b + 1}), byli bychom si hned mohli uv&domit,
Ze 1 je nejstarsi éislo meziba b + 1.

. Tak ja to zkusim pro ¢ + c¢: to bude nejstarsi &islo mezib + cal + ¢, coZje b + 1,

vlastn& 14, takZe ¢ jsou . To je pro mne pfekvapeni, myslel jsem si, Ze ¢ budou %.

. Adje}.
. Pfesné tak.
. TakZe obecny predpis se uZ zadina rysovat: Cisla =0 stvofen4 po prvnich &tyfech

dnech jsou
0,44%%1,%23 !

a po péti dnech to pravdépodobné budou...

. (ji prerusi)

0’%’%’%’%’%7%’%’ 1’%’%’%’2’%’354'

. Pfesné tak. Umi§ to dok4zat?

Ano, ale nejde to tak jednoduse, jak jsem si myslel. KdyZ jsem napfiklad zjistoval
hodnotu f = ({3}, {2}), ktera, jak se pozd&ji ukézalo, je %, hledal jsem nejprve hod-
notu soudtu f + f. Tenhle soudet je roven nejstar§imu &islu mezi 3 a 4 a tak jsem si
musel ,,odskotit do budoucnosti*, abych zjistil, Ze je to 7. Myslim si, e na§ obecny
pfedpis je spravny, ale byl bych mnohem spokojenéj$i, kdyby se ndm to podafilo
dokazat.

. Vzpomeii si Bille, Ze hodnotu 3 ze &tvrtého dne jsme spocitali jako 1 + 4, nemuseli

jsme séitat 3 + 3. MoZna, Ze pfiéitani 1 by to spravilo.

. Tak to zkusme, pravidlo (3) definuje

l+x=(1+X)u{x} 1+ Xp)

za pfedpokladu, Ze 0 + x = x. Neplati vlastné, Ze ... no jo, pro kladni &isla se da
vZdycky vybrat X, tak, Ze 1 + X, obsahuje prvek’ =x, takZe miiZeme jednoduse
psat

l+x=0+X,1+Xp).

. To je ono, Bille. Podivej se na poslednich osm &isel z patého dne, vidycky jsou

~ wr

pravé o jedni€ku vétsi neZ &isla ze &tvrtého dne.
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Krasn€ nadm to souhlasi, ted uZ tedy stadi ovefit na§ postup pro &isla x meziOa l...,
ale to se da pokaZzdé ud€lat uvadZenim x + x, které je vidycky mensi neZ 2.

. Ano, nas postup je spravny, ted uz je to vidét.
. To mi spadl kdmen ze srdce. Dokonce uZ si ani nepotfebuju cely dtikaz formalizovat,

Jja vim, Ze je spravny.

. Bille, neni ndhodou nase pravidlo pro 1 + x jenom specialnim pfipadem né&jakého

I8 21

obecnéjsiho pravidla? Neplati napfiklad, Ze

y+x=@+X,y+ Xp)?

Tohle by bylo mnohem jednodus§i neZ Conwayovo pravidlo.

Zni to dost logicky, protoZe pfi¢tenim y by se viechno mélo ,,posunout® o y jedno-
tek. Vlastn& ne, vezmi si x = 1, tvoje pravidlo by fikalo, Ze y + 1 je ({»}, 0), coZz
ale neplati pro y = 3.

. Promifi, ma§ pravdu. Vlastng tvoje pravidlo pro 1 + x taky neplati pro x = 0.

Ano, dokazal jsem ho jenom pro kladna x.

. Asi bychom se méli pofadn& zamyslet nad pravidlem (3), které definuje s¢itani.

Pokusme se zjistit, co se z n€ho da dokazat obecné. Zatim mame jenom jména &isel
a ta musi byt spravna, pokud se oviem Conwayova &isla chovaji jako skuteéna
&isla. Pofad ale je§t€ nevime, jestli Conwayova pravidla jsou stejna jako pravidla
pro po€itini s normalnimi ¢&isly. Navic mé to docela bavi, podivej, jakou spoustu
véci se nam podafilo dokazat jen z nékolika malo pravidel.

. MiZeme to zkusit. Tak za prvé: sCitini ma zcela zfejmé vlastnost, které fikame ko-

mutativni, to znamena, Ze

(T9) xX+y=y+x.

. Ano. A zkusme jesté dokazat to, co tvrdi Conway, Ze totiZ

(T10) x+0=x.
Ptislusné pravidlo fika, Ze
x+0=(X,+0,Xp +0).
Ted uZ sta¥i pouZit zase indukci podle ,,dnil stvofeni“. MiZeme totiZ pfedpokladat,

%e X, + 0 je toté jako X, a Xp + 0 je Xp, protoZe viechna tahle Cisla byla stvofena
pfed x. Q.E.D.

. Nedokazali jsme vlastng, 7e x + 0 = x, ne = x?

Ty jsi ale puntidkaf. Jestli chces, tak na tvé pfani (T10) zm&nim, protoZe ve skuted-
nosti v tom neni ¥adny rozdil. Ale potkej, vZdyt je pfimo z dikazu vidét, Ze &islo
x + 0 je identicky tataZ dvojice mnoZin jako &islo x.

. Moc se omlouvam, mas pravdu.
. Tak tim bychom méli deset v&t. Nepustime se hned do dalsich, kdyZ nim to tak jde?
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. Co tfeba asociativni zdkon

(T11) x+y)+z=x+(@+2).

. Pochybuji, Ze ho budeme potiebovat, ve vypo¢tech jsme na n&j jesté nikde nenara-

zili. Nic ndm to ale neudéla, kdyZ ho zkusime dokazat. M#j ucitel matematiky si
napfiklad vZzdycky myslel, Ze je to velik4 véc. Tak prosim, ddme si jeden asociativni
zikon. Mohla bys sestavit definici?

x+y)+z=((X+»)+2) (Yo +x) +2)V(Z+ (x+)),
((Xr +7) +2) U (Ye + %) +2) U(Zp + (x +))

x+(+2) = +@+2)u((YL+2)+x)u((ZL + )+ x),
X+ +2)u((Ye+2) +x)U((Zp + ) + x)).

No jo, v zaSmodrchanych vzorcich t& nikdo nepfekona. Proboha, ale jak se da do-
kazat, Ze tyhle dv& pfiSernosti se navzijem rovnaji?

. Nebude to tak hrozné, na (x, y, z) zase pouzijeme nas trik se sou¢tem dnii a bude to.

Podivej, (X, + y) + z = X, + (¥ + z), protoZe (x,, y, z) m4 men3 soudet dnit neZ
(x, », z) a na to uZ miZzeme pouZit indukci. Pro ostatnich p&t mnoZin se d4 postupo-
vat 1ipIn€ stejné, a to tak, Ze se v né€kterych pfipadech pouZije komutativni zdkon.

. Ja ti gratuluju, znova Q.E.D. a znova dikaz = misto =.
. Trochu mi d€l4 starost tohle =. Dokazali jsme zAménnost prvki, které jsou jeden

»jako* druhy v relacich < a =<, ale neméli bychom to ovéfit taky pro s¢itani?
Tieba takhle:

(T12) Je-li x =y, potom x+z=y+z.

To bychom asi méli, jinak bychom totiZ, pfesné vzato, nesméli délat to zjednoduseni,
kterého se dopoustime pfi pojmenovavani &isel. Pojd, zkusime to hned dokazat.

. Mohli bychom vlastné dokazat siln&jsi tvrzeni:

(T13) jeli x<y, pak x+z<y+1z,

diikaz (T12) by z n&¢ho potom okamZit& plynul.

. Aha, x je totiZ = y tehdy a jen tehdy, je-li x < y a y < x. Pfipada mi, Ze (T13) se

nam bude moc hodit. Neméli bychom tfeba dokézat jesté vic,

jeli x<y a w=z, paki x+w=y+2z?

. Tohle pfece vyplyva z (T13), protoZe

X+wsy+w=w+ysz4+y=y+z.

190



. To je dobfe, protoZe (T13) je jednodusii.
Ty jsi expert na vzoretky, Semu je ekvivalentni (T13)?

. Necht X; < yax < Y, pak musime dokazat, Ze

Xp+z<y+z, ZL+x<y+z, x+z<Yp+z
a x+z<Zp+y. .

. To bude zase dal§i indukce podle sou¢tu dndi, vid? UZ to zatind byt ngjak moc
snadné.

. Tentokrat to tak snadno neptijde. Bojim se, Ze indukci dostaneme jenom X; + z <
y + z atd., mohlo by se totiZ stat, Ze x, < y a pfitomx; + z =y + z.

. No jo, to je zajimavé. Potfebujeme tedy obracené tvrzeni:

(T14) Je-li x+z=<y+2z, pak x=<y.

. Fajn. A to tvoje obraceni je ekvivalentni tomuhle:

Necht X, +z<y+z, Z,+x<y+z,x+z<Ypt+zax+z<Zp+y,
pak je tfeba dokézat, 7e X, < yax < Yp.

. Hm, obricené tvrzeni by §lo dok4zat indukci aZ na to, Ze miiZe nastat pfipad, kdy
fekndme x;, + z < y + z a souasn& x;, = y. Tyhle pfipady vylutuje (T13), ale...
. Ale my potiebujeme (T13), abychom dokazali (T14) a (T14) abychom dokézali
(T13). A (T13) k diikazu (T12).

. Proboha, uZ se zase motdme v kruhu.

. Neboj se, existuje zplisob, jak z toho ven, dokdZeme oboji sou¢asné. Spojené tvrzeni
»(T13) a (T14)* miZeme dokazat indukci podle soudtd dni pro (x, y, z).

. (zafi) Alice, ty jsi genialni! B4je¢na, uZasn4 a genialni!
. Ne tak rychle, jesté pofad budeme mit co délat. Co kdybychom rads$i dokazali, Ze

(T15) x—x=0.

. Co tam d€l4 to minus? Conwayovo pravidlo pro od¢itini jsme jeSté ani nezapsali.
x—y=x+(-y). "

. Vidim, Ze v (T15) piSe§ =, dobfe d&las, protoZe je jasné, Ze x + (—x) se s vyjimkou
pfipadu, kdy x je 0, nerovnd nule identicky, tedy nemé4 prazdnou soucasné levou
1 pravou mnoZinu. P '

. Pravidla (3), (4) a (5) fikaji, Ze (T15) je ekvivalentni s timhle:

(X + (=) v (—Xp) + %), (Xp+ (=x) V(—Xp) + x)) =0.

. Ach jo, moc jednoduse to nevypada. Jakpak vibec dokaZeme, Ze néco = 0...
ProtoZe 0 byla stvofena prvni, a je tedy nejstarsi, je podle (T8) y = O tehdy a jen
tehdy, _]e'li YL < 0 a 0 < Yy.
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. Stejné tvrzeni plyne taky okamZit& z pravidla (2):

y = 0 tehdy a jen tehdy, je-li Y, < 0a 0 < y tehdy a jen tehdy, je-li 0 < Yp. TakZe
ted musime dokazat, Ze

X+ (—x)<0 a (—xp)+x<0,
xp+(=x)>0 a (—x)+x>0,

pro viechna x;, z X, a pro viechna xp z Xp.
Nemohli bychom néhodou pfedpokladat, Ze x;, + (—x.) = 0 a xp + (—xp) = 0?

. Mohli, protoZe (T15) se da dokazovat indukci.

V tom pfipadé je to hotové. Kdyby totiz bylo x; + (—x) 2 0, pak by (—X)p + x,,
bylo podle definice >0. Ale (—X)p je —(Xy), obsahuje tedy —x, a (—x.) + X, neni
>0. Proto x; + (—x) musi byt <0 a stejnym zpiisobem se daji dok4zat taky ostatni
pfipady.

. To se ti moc povedlo, (T15) jsme uZ tedy dokézali.
. A co dal?
. Tieba tohle

(T16) —(-x)==x.

. To je trivialni. A dal?
. Napada mé jenom Conwayova véta

(T17) x+y)—y=x.

Cemu je to ekvivalentni?

. To je ale blazinec ... copak nemiiZeme véci dokazovat bez toho, Ze bychom se

vZdycky museli vracet k definici?

No vidi§, tohle plijde skoro samo:
(x+y)—y=(E+y)+(-y) podle (5)
=x+ @ +(-y) podle (T11)
=x+(Q -y podle (5)
=x+0 podle (T12) a (T15)
=x podle (T10).

No prosim, uZ mame zase spoustu uZitecnych vysledki, dokonce i ten asociativni
zakon se nim pfi tom hodil. Dobfe, Zes ho proti mné prosadila.

. Tim jsme, zd4 se, vy&erpali vSechny moZnosti pro séitani, tvofeni zaporu a od¢itani.

Je tu jesté nékolik vé&ci, které by se pravdépodobné daly dokazat, jako napfiklad
(T18) —(x +y)=(=%) + (=),
(T19) jelli x<y, pak —y=< —x,
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ale mné pfipad4, Ze v nich Zadn4 nova my$lenka nebude. Pokud je nikde nebudeme
potfebovat, tak snad ani nema cenu, abychom je dokazovali.

B. Pani, devatenAct vét, které jsme dostali jen z né€kolika primitivnich pravidel.

A. Bille, vzpomei si, co jsi mi slibil, dneska uZ Zadn4 matematika a odpoledne si udéla-
me prazdniny. Nechci, aby se ti zase $patné spalo kvili néjakému p¥iSernému naso-

z

beni.
B. Dneska jsme skuteéné udélali kus price, vid? Pfinejmensim se ndm podafilo vyfesit

vSechny problémy.

Podivej, pravé je pfiliv, tak Alice, kdyZ nebudes prvni ve vodg, budes vafit vedefi.

11. Nabidka k siiatku

A. Udélal jsi hrozné dobrou vedefi.

B. (si leha vedle ni) To bylo hlavng tim, Ze jsi chytila Eerstvou rybu.
Na copak zrovna mysli§?

A. (z8ervena) No ... vlastnd ... pfemyslela jsem, co by se stalo, kdybych pfisla do jiného
stavu.

B. Ty myslis ..., Ze tady, blizko pasu plodnosti...?

A. To je legrace, dali jsme si tolik prace, abychom dokazali, Ze 1 + 1 = 2 a nakonec
zjistime, Ze 1 + 1 = 3.

B. Jedna nula pro tebe a uZ Zadné dalsi vtipy.

Ale pojd o tom pfemyslet, Conwayova pravidla pro ¢&isla mi pfipadaji jako kopulace,
jako Ze kdyZ se spoji leva a prava mnoZina...

A. Bille, vZdyt ty dokaZe§ myslet jenom na jednu..., vlastn€ na dvé ... véci. Mluv chvili
vazné, co udélame, kdyZ budu skutecné t€hotni?

B. No, stejné jsem si uZ fikal, Ze bychom to tu méli brzo zabalit a vratit se domi. Penize
nemame a pofasi uZ taky za nic nestoji a at uZ jsi v jiném stavu nebo nejsi, docela
rad bych si té vzal ... jestli m& ovSem budes chtit.

A. Jsem moc rada, Ze mame oba stejny pocit. Tahle cesta mé& pifesvédéila, Ze bychom
mohli pfemyslet i o néfem trvalej§im. Co mysli§, Bille ... nauime svoje déti nasi
diselnou teorii? .

B. Pro&? Urdité je bude vic bavit, kdyZ na ni pfijdou sami.

A. Ale &lovEk pfece nemiiZe na vSechno pfijit sim, musi v tom mit n&jakou rovnovahu.

B. Nepfipada ti, Ze kdyZ se néco udis, vlastn€ to sama pro sebe znova objevuje§? Nej-
lepsi uditelé pfece vidycky pomahaji svym studentiim, aby se naudili pfemyslet sami.

A. No jisté, svym zplisobem mas§ pravdu, ale to uZ je tak trochu filozofovani.

B. Je mi z té hloupé matematiky tak dobfe, Ze tomu ani v&fit nemizu. Kdysi jsem ji
stra$né nesnaSel a ted mé dokaZe vyloZené nadchnout.

A. Taky mi d4va dobry pocit. Pfipad4 mi o moc lep§i neZ drogy, mozek se ti stimuluje
sam a pfirozeng.

B. Kromé toho byl taky prokdzan pozitivni vliv na sexualitu.
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A. (pozoruje hvézdy) To, co jsme dneska dokazali, nebude nikdy k ni¢emu, nikdo z toho
nemiiZe udélat bombu nebo néco takového a vis, to se mi na Cisté matematice taky
libi.

B. No ano, ale &lovék nem4 pfed svétem utikat. Podivej, co je na ném problémii, a ty
je miZe§ pomoct vyfesit, kdyZ pro né najdes ten druh matematiky, kterd se pro né
hodi. Vi§, uZ jsme asi dlouho neletli noviny, a proto jsme na viechny problémy
zapomnéli. ‘

A. Asijo, aZ z toho mam n&kdy Spatny pocit. MoZna mas pravdu, kdyZ ¥ikas, Ze spravny
druh matematiky maZe pomoct takové problémy fesit, kdyZ ja se spi§ bojim, Ze se
to da taky zneuZit.

B. To je pravé ten paradox, to dilema. Nic se neda ud€lat bez nastrojli, ale nastroje se
bohuZel daji pouZit k Spatnému tudelu stejné jako k dobrému. Pfestaneme-li tvofit
véci proto, Ze by se mohli dostat do Spatnych rukou a $kodit, pfestaneme tim taky
délat véci, které jsou uZitecné.

A. Ja uznivam, 7e ¢ista matematika nedava odpovéd na vSechno. Ale snad ji nechces
zavrhnout jenom proto, Ze nefesi vechny svétové problémy?

B. To jsme si asi §patn& rozuméli. Pfesvédiil jsem se tady, Ze &ist4 matematika je velice
krasna. Je to druh uméni stejné jako poezie, malifstvi nebo hudba a dokaZe nas
taky stejn& nadchnout. Clovéku je p¥irozena zvédavost a taky tuhle nasi potfebu
je tfeba uspokojit. I kdyZ Zivot neni vzdycky legrace, lovék v ném ma nachézet taky
jeho veselejsi, zabavné&jsi stranku.

A. Je to fajn, Bille, Ze o tom vSem s tebou mohu mluvit.

B. Vidyt ja jsem taky rad, citim, Ze jsem ti blizko a napliiuje mé to takovym zvlastnim
klidem.

12. Katastrofa

B. Alice, spi§?

A. Nespim, vzbudila jsem se asi pfed hodinou a pfemyslim. Pfedstav si Bille, Ze to, co
jsme véera dokazali, m4 jeden veliky nedostatek.

To neni moZné!

. BohuZel. Zapomnéli jsme dokazat, Ze x + y je &islo.

To je nesmysl, soudet dvou &isel pfece musi byt &islo.

Aha, uZ to vidim ... musime ovéfit, je-li splnéno pravidlo (1).

A. Ano, definice s¢itani nebude mit smysl, dokud nedokaZeme, Ze

w > W

XL+y<Xp+y a XL+y<YP+x a
Y +x<Xp+y a Y+x<Yp+x.

B. To by vyplyvalo z (T13) a (T14) ... aha, uZ vim, jak to mysli§. Pfi diikazu (T13)

a (T14) jsme vlastn mleky pfedpokladali, Ze soudet dvou &isel je &slo. Jak t& ten
problém viibec napadl?
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. To je docela zajimavé. Pfemyslela jsem, co by se stalo, kdybychom sé&itani definovali

takhle:

XQy=X, 07, XP@YP)-

Poutzila jsem oznadeni @, protoZe nebylo jasné, jestli to bude totéZ jako +. Operace
@ je komutativni a asociativni, to je vidét na prvni pohled, proto mé& zadalo zajimat,
co z toho nakonec bude.

. Ma3 pravdu, soucet x a y leZi mezi X;, + Y, a Xp + Yp. Tahle definice by mohla byt

jednodussi nez Conwayova.

. To jsem si fikala taky, ale moje nadéje se brzo rozplynuly, zjistila jsem totiZ, Ze

0@dx=0

pro vsechna x.

. Tak by @ mohlo znamenat tfeba nasobeni.
. JenZe ja jsem jes§té dokézala, Ze 1 @ x = 1 pro viechna x >0 a 2@ x = 2 pro

vechnax > 1a3 @ x = 3 pro viechna x > 2 a...

. Aha, takZe pro vSechna cela kladné &isla m a nje m @ n rovno minimu z m a n. Navic

je to komutativni a asociativni. Mné& ta tvoje operace @ pfece jenom pfipadé zaji-
mava.

. Anoa} @ } = 4. Ale pak jsem zkusila (—%) @ } a tipIn& jsem se zhrozila.

. Cote? (—1) ® 3 = ({(~1) ® 0}, {0 @ 1}), to je ({0}, {0)).

. JenomzZe ({0}, {0}) neni &islo, protoZe nespliiuje pravidlo (1).

. Tvoje definice @ nebyla tedy v pofadku.

. To nebyla, a tak jsem si uvédomila, Ze definici si nemiiZe§ vymyslet iplné€ libovolng.

U kazdé definice musi§ vZdycky ovéfit, jestli souhlasi s ostatnimi pravidly. Dalsi
problém s @ byl ten, Ze napfiklad ({—1},0) =0, ale ({—1},0) ® 1 £ 0 1.

. Dobfe, @ tedy vynechame, ale snad spolu dame dohromady skutenou definici +.
. To nevim, viechno, co jsem vymyslela, jsem ti uZ fekla. Vlastné viechno kromé

pseudodisel.

. Pseudodisel? ‘
. Pfedpokladejme, Ze vytvotime (X;, Xp), kde X, nemusi byt vZdycky mensi Xp. Mezi

takovymi pseudocisly se jest& pofad da pouZit pravidlo (2) k definovéni vztahu <.

. Aha ... takZe ({1}, {0}) by bylo mensi neZ 2.
. Ano. A ted jsem si zrovna vSimla, Ze pfi diikazu tranzitivniho zdkona jsme nikde

nepouzili  z pravidla (1). Tranzitivni zdkon by tedy platil pro pseudogisla taky.

. Ma§ pravdu, vzpominam si, jak jsem fikal, Ze pravidlo (1) jsme v plném rozsahu

pred (T2) nikde nepotiebovali. Pfipada mi, Ze uZ je to tak davno.

. A ted se pfiprav na men3i Jok: pseudotislo ({1}, {0}) neni ani <0 ani =0.
. Nepovidej!
. No ano, je to tak. Myslim, Ze se mi podafi dokazat, Ze ({1}, {0}) je < neZ &islo y

tehdy a jen tehdy, je-li y > 1 a Ze je = neZ ¢islo x tehdy a jen tehdy, je-li x < 0, ale
s Zddnym &islem mezi 0 a 1 se co do velikosti srovndvat neda.
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Kde je tuzka? Musim si to zkusit ... asi bude§ mit pravdu. Vi, pfipada mi legra&ni’
dokazovat néco o veli¢inach, které vlastné vitbec neexistuji.

v M7

. Pseudodisla pfece neexistuji o nic mifi neZ Conwayova ¢&isla. Asi chces fict, Ze ted

dokazujeme néco o veli€inich, které jsou uméle vytvofené a nemaji ve skutetném
svété Zadny prot&jsek, ktery by mohl byt pomiickou k jejich pochopeni. Vzpometi si,
Ze J —1 kdysi povaZovali za neskuteéné (imaginérm’) Cislo a nikdo taky ani nepfed-
pokladal, Ze by /2 byla rozumna (racionélni).

. Conwayovo pravidlo pro s¢itini normélnich ¢isel naznaduje taky moZnost s¢itat

pseudogisla. K &emu by to asi vedlo? Je-li x = ({1}, {0}), pak 1 + xje ... ({2}, {1}).

. A x + xje({1 + x}, {x}), pseudogislo druhého ¥adu.

Cist4 matematika &lov&ku skutedné &isti mozek. Viimla sis Alice, Ze ({1}, {0}) neni
dokonce ani £ samo sob&?

. Zkusime to: x < x znamena, 7e X; < x < Xjp, to miiZe platit jen tehdy, je-li X, <

< Xp. Vlastn& po&kej, to je omyl, nesmime pro pseudoéisla pouzivat ,, <* misto ,, & “
protoZe (T4) obecn& neplati. Budeme se muset vratit k pravidlu (2) a to Fika, Ze
x < x tehdy a jen tehdy, je-li X, % x a x % Xp. ({1},{0}) je tedy < samo sobg.

. Dobfe Ze jsem nemél pravdu, myslim, Ze i pseudo€islo by mélo byt ,,jako* ono samo.

wewr

. Mozn4, Ze existuji komplikovan&jsi pseudodisla, ktera nejsou £ sama sobg, ale je

téZké si to pfedstavit, protoZe i mnoZiny X; a X, mohou obsahovat pseudoéisla.

. MuiZeme se znova podivat na ditkaz (T3); aspoil zjistime, co viechno vydrZi.
. To je dobry napad ... ano, plati i pro pseudoéisla: x je vZdycky jako x.
. Fajn, ale tak se mi zda, Ze jsme trochu utekli od naseho hlavniho problému: Je +

dobfie definovano nebo ne?

. Nase dikazy, Ze x + y =y + x, x + 0 = x a dokonce i asociativni zakon plati

pro &isla i pseudodisla, a jestli se nAm podafi dokézat, Ze pro pseudoéisla plati taky
nerovnosti z vé&t (T13) a (T14), pak je + definovano dobfe.

. To je krasny, takZe pro pseudodisla mame k dispozici véty (T1), (T3), (T5), (T6),

(T9), (T10) a (T11). Pojd zkusime se znova podivat na (T13).

. Mam takovou obavu ... no jo, Bille, vCerejsi dikaz (T13) a (T14) pomoci souctu dntt

jsme pfijali moc lehkomyslng, byl pfili§ krasny na to, aby byl pravdivy.

. Co tim chces Fict?
. Z; + x <y + zjsme dokazovaliindukci, vid? K tomu je ale zapotfebi dvou kroki,

nejdfive se dokdZe Z;, + x < Z, + y a pak Z; + y < z + y. Indukci se nam sice
podafi dokézat prvni &ist, ale ve druhé &asti vystupuje (z,, z, y) a to by mohlo mit
v&t3i soudet dnit nez (x, y, z).

. To jsme tomu dali! Conway by se za nas stydél.
. Jest& §tésti, Ze jsme na to nepfisli uz véera, méli bychom zkaZeny cely den.
. Neda se nic délat, zacneme znova od za&4tku, ale napfed se na to nasniddme.

vrw

Dokondéeni pfekladu v pFistim &isle.
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