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Fuzzy mnoZiny -
perspektivy, problémy a aplikace

Vilém Novdk, Martin Cerny, Jifi Nekola.
1. GVOD

Pfedstavme si hromadu kameni a zkusme z ni postupné ubirat jeden kdmen po dru-
hém, pfiéemZ vZdy po ubrdni jednoho kamene rozhodneme, zda je§t€ mdme hromadu
nebo ne. Ve kterém okamziku prohldsime, Ze jiZ nemdme hromadu kameni?

Tento paradox je zndmy jiZ od starovéku jako paradox hromady. Souvisi s vyznam-
nou vlastnosti pfirozeného jazyka, kterou je schopnost funkéné pouZivat vign€ vymezené
pojmy.

Problém vagnosti byl dlouhou dobu dosti opomijen. V matematice se vyZaduje na-
prostd pfesnost a tato pfesnost se pfendsi i do téch véd, v nichZ se matematika aplikuje.
Ukazuje se vSak, Ze snaha o stdle v&t§i pfesnost vede k neim&mému ndrdstu definic
a Sife pojedndni o prakticky jednoduchych vécech. Mezni pfesnost znamend schopnost
popsat kazdy jev v realit€. Véda se tim dostdvd do situace, kdy Fikd ,,stdle vice a vice
o stdle menSim useku skute¢nosti‘‘. Tzv. princip inkompatibility zformulovany L.A.
Zadehem v [21] fikd, Ze ,,popisujeme-li sloZity systém, pak s ristem jeho sloZitosti
klesd nase schopnost formulovat pfesné a zdrovefi vyznamné soudy o jeho chovdni,
aZ je dosaZeno hranice, za niZjsou pfesnost a relevantnost vzdjemné se vyludujici charak-
teristiky“‘.

Pojem vyjddfeny v pfirozeném jazyce (napf. stdl, zvife, Cerveny apod.) lze chdpat
jako n&jakou vlastnost. DokdZeme ukdzat objekt (reprezentanta), ktery tuto vlastnost
m4d, avSak dostaneme se do znaCnych potiZi, bude-li po nds n€kdo chtit, abychom
vyjmenovali vSechny takové objekty. Nelze o kazdém prvku univerza jednoznaéné
rozhodnout, zda danou vlastnost md nebo ne. Dostali jsme tedy tfidu prvkd, jejiz
hranice nejsou pfesné urfeny a kterd proto netvoif mnoZinu*). NemiZeme bez Gjmy
na vystiznosti aplikovat klasickou matematiku, v niZ je pojem mnoZiny ustfednim
pojmem. Na druhé stran je existence nepfesné (vdgng) vymezenych tiid a schopnost
pfirozeného jazyka je funk&né zachytit patrné hlavni pfi€inou, pro¢ je pfirozeny jazyk
univerzdlni a pro¢ l1ze pomoci ného velmi stru¢né€ postihnout i dosti sloZité jevy v realité.

Matematicky apardt, ktery by umoZnil vystiZznéji podchytit vdgné vymezené tfidy
by proto jisté byl velmi uZite¢ny. V poloving Sedesdtych let navrhl L. A. Zadeh v [22]
modifikovanou teorii mnoZin nazyvanou teorie fuzzy mnoZin. Zdkladni idea je
velmi jednoduchd a pomérné pfirozend: nejsme-li schopni stanovit pfesné hranice tfidy
urené vdgnim pojmem, nahradme rozhodnuti o pfislusnosti &i nepfislu$nosti daného
prvku k ni mirou vybiranou z néjaké §kdly. Tato mira, kterou budeme nazyvat stuperi

*) Pfipomeiime, Ze¢ mnoZina je soubor prvki, ke kterému existuje vlastnost takova, Ze 1ze pomoci
ni jednoznaéné rozhodnout o libovolném prvku, zda do tohoto souboru patii nebo ne.
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DFislusnosti, uréuje misto a roli prvku v dané tfidé. MenS$i stupeti pfislusnosti vyjadiuje,
Ze dany prvek je n€kde ,,bliZe k okraji tfidy‘‘. Funkci pfifazujici prvkiim univerza jejich
stupng pfisludnosti nazveme fuzzy mnoZina*).

V tomto pfispévku uvedeme zdkladni pojmy této teoric a zminime se o n&kterych
jejich aplikacich. NaSim cilem je podat &tendfi stru¢nou a pfehlednou informaci o teorii
fuzzy mnozin.

2. TEORIE FUZZY MNOZIN A JAZYKOVA PROMENNA
2.1 Zdkladni pojmy teorie fuzzy mnoZin

Nechtf U je mnoZina prvkid pfedstavujicich univerzum a ¥ = (L, v, A) je svaz.
Pak fuzzy mnoZina A je funkce

A:U-> L.

Funkce A se nazyvd funkce prislusnosti a prvek Ax € Lstupeii pfislusnosti prvku x e U
do fuzzy mnoZiny A. Fuzzy mnoZina je tedy ztotoZné€na se svou funkci pfislusnosti
(n&kteti autofi oznaluji funkci pfisluSnosti fuzzy mnoZiny A symbolem pu,). Je-li 4
fuzzy mnozina v U, budeme psdt A < U.

Svaz stupiii piislu§nosti neni zcela libovolny. Existuji dobré divody pfedpoklddat,
Ze & je Uplny, nekonecné distributivni svaz £ = (L, v, A, ®, =, 1,0), ktery md
ddle tyto vlastnosti: Operace ® je bindrni komutativni izotonni operace soudinu a —
bindrni operace rezidua, kterd je antitonni v prvni a izotonni ve druhé proménné, tj.
pro kaZdé 6 € La a, B e Ltakové, Ze a < B, plati

a—>3=ph—>0
doa=sd-f
Qas=6®p
Obé operace musi spliiovat podminku adjunkce, tj. pro vSechna a, 8, ye L
*@B =<7y, pravdkdy; a=<f -y

a zdroveti (L, ®, 1) musi byt komutativni monoid. Svaz &£ s uvedenymi vlastnostmi
se nazyva reziduovany svaz.

Vhodnym a nejéastéji pouZivanym svazem stupiiti pfisluSnosti je reziduovany svaz
I=40,1, v, A,®,—,1,0>, kde v, A jsou operace maxima a minima a soudin
a rezidium jsou operace

1) t®BF=0v(e+pf—-1) a-=f=1Ar(l-a+p).

*) Vybér ¢eského ekvivalentu k anglickému ,,fuzzy set*narazi na tézko prekonatelné potiZe, nebot
tento termin se pouZiva v riznych spojenich, a proto je kazdy pfeklad alespoii n€kde nevhodné zava-
dégjici. Vyskytly se pieklady ,,mlhavd mnoZina“, ,,rozmazand mnoZina*, ,,neostrd mnoZina“ aj.
Nejvhodnéjsi se viak zd4 pouZivat i v &eitin€ pivodni pfivlastek ,,fuzzy*, nebof se jiZ mezi specialisty
vZzil a v Zddném spojeni nemé neZddouci konotaci.
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Specidlnim ptipadem reziduovaného svazu je Booletv svaz <{0, 1}, v, A, —), kde
® = A a — je operace definovand pro viechna a, f € {0, 1} takto:

2 a—>pf=avp
Tento svaz hraje Gstfedni roli v klasické teorii mnoZin. Zdkladni operace s klasickymi
mnoZinami lze definovat pomoci operaci ,,v, A, ®, —*‘. Proto lze pomoci operaci

v obecném reziduovaném svazu % definovat operace s fuzzy mnoZinami, které jsou
pfirozenym zobecnénim operaci s klasickymi mnoZinami:

sjednoceni

C = AU B, prdvé kdy? Cx = Ax v Bx,
prinik
C = AN B, pravé kdy? Cx = Ax A Bx,
soucin (odvdZny priinik) [bold intersection]
C = A * B, prdvé kdy? Cx = Ax ® Bx,
dopinék (vzhledem k U)
C = A, pravé kdy? Cx = Ax — 0
pro vSechna xe U a 4, B & U. Tyto operace jsou ve shod€ s intuici, nebot napf. stupeit
ptislusnosti prvku x do sjednoceni dvou fuzzy mnoZin 4, B musi byt alespoii tak velky,
jako vétsi z obou stupiid ptislusnosti Ax, resp. Bx.

Zastavme se u doplitku. Tato operace je od po&dtku pfedmétem mnoha sporil, nebot
obecné neplati
tj. je poruSen zdkon vylouceni tfetiho. Struktura fuzzy mnoZin tedy netvoii Booleav
svaz. Ve vy$e uvedeném reziduovaném svazu I je operace dopliiku ddna vztahem

A Ax =1 — Ax.
Tento vztah pivodng& navrhl ve [22] L. A. Zadeh. Zdroveti je to jedind moZnd definice
doplitku vyplyvajici z fuzzy logiky na svazu I (viz ddle).

Operace soucinu fuzzy mnoZin také plyne z fuzzy logiky. Intuitivné je x soucasné
prvkem A a B ve stupni, ktery nemiZe byt vét§i neZ mensi z obou stupiid pfisluSnosti
Ax, Bx. Nékdy je vSak mensi, a to v tom pfipadé€, kdy je mezi A a B néjakd vnitfni
souvislost. Vhodnym modelem této situace je operace souinu fuzzy mnoZin A4 * B,
kterd je zesilenim priniku A n B (pro klasické mnoZiny operace priniku a soudinu

splyvaji).
Dulezité charakteristiky fuzzy mnoZiny jsou:
nosi¢
Supp (4) = {xe U; Ax > 0},
o-Fez

A, ={xeU;Ax 2 a} pro ac€lL,
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jadro
Ker(4) = {xeU; Ax = 1} .
Konkrétni fuzzy mnoZina se zpravidla zapisuje
Ax Ax Ax
3 A=""1 + 772 / + .= / ,
( ) /x1 X xze:U X

je-li univerzum kone¢né nebo spocetné a

@ =L

je-li nespoletné. V téchto zdpisech ,,+*, ,,Y*, ,,[* maji vyznam sjednoceni dvojic
4*|., kde Ax je stupefl pfislusnosti a x € U. Nap¥. (pro reziduovany svazI) je

0,1 0,3 0,6 0,9 1
A= + + + +

fuzzy mnozina A £ U, kde x;e U, i = 1,...,5 a prvek x; do ni patfi se stupném 0,1,
prvek x, se stupném 0,3 atd. Prvek x5 do ni ,,stoprocentné* patfi, tedy je to jeji typicky
reprezentant (dvojice °/, se v zdpisech (3) a (4) vynechdvaji).

V rdmci teorie fuzzy mnoZin lze definovat vét§inu pojmi a operaci, které jsou zobec-
nénim odpovidajicich pojmt z teorie klasickych mnoZin, napf. konvexni fuzzy mnoZina,
relace, funkce, ekvivalence, uspofdddni apod.

Kartézsky soucin fuzzy mnoZin A S U, B < V je definovdn jako fuzzy mnoZina
A x B S U x Vse stupni pfislusnosti

(A4 x B)<{x,yy = Ax A By
pro vSechna xeU a ye V. Fuzzy relace je fuzzy mnoZina R S U x U, tj. funkce
R:U x U - L.
Vyznamny princip umoZiiujici pfevést prakticky libovolnou strukturu do teorie

vry '3

fuzzy mnoZin je tzv. princip rozsifeni [extension principle]: Necht v U je definovdna

operace  (pro zjednoduseni bindrni) a necht 4, B < U. Pak vysledek rozsifeni této ope-
race na fuzzy mnoZiny A, B je fuzzy mnoZina A * B se stupni pfislusnosti

V Ax A By

) (e5)z =

0 jinak .

Pomoci principu rozsifeni lze vytvofit aritmetiku tzv. fuzzy ¢isel, tj. specidlnich fuzzy
mnoZin v univerzu redlnych Cisel Re, kterd md velky vyznam pf¥i aplikacich.

Plati tato dulezitd véta o reprezentaci fuzzy mnoZin.
Véta 1: Pro kaZzdou fuzzy mnoZinu 4 S U a kaZzdé x e U plati
Ax = V{a; xe 4,} .
Z této véty plyne, Ze kaZzdou fuzzy mnoZinu A lze ztotoZnit s posloupnosti jejich a-fezi

o, = {A,;0eL},a tedy fuzzy mnoZinu lze chdpat jako systém klasickych mnoZin.
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Jednou z moZnych ndmitek proti teorii fuzzy mnoZin je nutnost definovat pfesné
stupeti pfislusnosti prvku do dané fuzzy mnoZiny. Nepifesnost na jedné strané je nahra-
zena presnosti jinde, coZ podle minéni nékterych autord zuZuje vyznam této teorie
a vhodnost jejiho apardtu pro prdci s vdgné vymezenymi tfidami. Dosavadni vysledky
prdce s fuzzy mnoZinami vSak tento ndzor nepotvrzuji. Je pravda, Ze problém nepfes-
nosti se v teorii fuzzy mnoZin nahrazuje vétsi sloZitosti apardtu a Ze jistd pfesnost
stupiili pfislusnosti v rozporu s podstatou vdgnosti je nutnd. To viak naopak tvofi z teo-
rie fuzzy mnoZin vhodny technicky prostfedek, ktery umoZziiuje funkéng pracovat
s vdgn€ vymezenymi tfidami a ktery nabidl Sirokou perspektivu pro modelovdni séman-
tiky pfirozeného jazyka na pocitadi, coZ pfindsi kvalitativn€ nové aplikaéni moZnosti.

2.2 Vicehodnotova fuzzy logika

V pfechozim odstavci jsme se zminili o motivaci operace dopliiku a soudinu fuzzy
mnozin vysledky dosaZenymi ve fuzzy logice. Pod pojmem fuzzy logika se rozumi bud
jazykovd logika, jejiz pravdivostni hodnoty jsou vyjddfeny slovng, napf. pravda,
cdstecné nepravda apod. nebo vicehodnotovd logika majici vice neZz dv& pravdivostni
hodnoty vybirané z reziduovaného svazu &£ = <{L, v, A, ®, -, 1, 0}. V dalsi &isti
krdtce popiSeme tuto fuzzy logiku.

Zjkladni spojky ve fuzzy logice jsou disjunkce (V), konjunkce (A), odvdZnd kon-
junkce (&), implikace (=) a nuldrni spojky  definované ke viem « € L. Formule jsou
tvofeny z vyrokovych proménnych a uvedenych spojek béZnym zplisobem.

Pravdivostni ohodnoceni V je fuzzy mnoZina v univerzu vSech formuli, pro niZ plati

Va = o pro kazdé ae L

Ve AW)=Vo AV VieV¥)=Vo v Wy
Vie&y)=Vo®@W Vie=y)=Vo->W.
Ddle Ize definovat pravidla usudku, kterd maji dvé &sti: syntaktickou a sémantickou.

Napt. pravidlo modus ponens je definovdno takto:

%¢=¢(%B>
v \«®p)’

tj. z formuli ¢ s pravdivosti « a ¢ = ¥ s pravdivosti f odvodime formuli ¥ s pravdi-
vosti « ® . Kromé modus ponens jsou zavedena jesté€ dalsi pravidla dsudku.

Ditkaz formule je definovdn béZnym zpisobem. Poznamenejme, Ze v souladu s intuici
je pravdivostni hodnota formule, kterd je poslednim ¢lenem né&jakého diikazu, obecné
men3i neZ pravdivost vychozich formuli (pokud oviem neni tautologii).

Rekneme, e fuzzy logika je #plnd, jestlize pravdivostni hodnota formule, kterd je
vysledkem néjakého dilkazu, je rovna infimu pravdivostnich hodnot této formule pfi
libovolném pravdivostnim ohodnoceni V.

Véta 2: Pro reziduovany svaz I = ({0,1), v, A, ®, =, 1,0) je vicehodnotovd
fuzzy logika uplnd.
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Podobnd véta plati i pro piipad, kdy nosiCem reziduovaného svazu pravdivostnich
hodnot je koneény fetézec. Zdroven plati tato véta.

Véta 3: Necht L= <0, 1) a necht -’ je operace rezidua na tomto intervalu. Neni-li
tato operace spojitd na L x L, pak nelze sestrojit vicehodnotovou logikuna & = <{0, 1),
vV, A, ®, ', 1,0) tak, aby méla tiplnou syntaxi.

Vzhledem k tomu, Ze kazdd adjungovand dvojice spojitych operaci soudinu ® a rezi-
dua — na intervalu <0, 1) je izomorfni s operacemi (1), plyne z v&t 2 a 3, Ze vyde
uvedeny svaz I je jedinym reziduovanym svazem na intervalu {0, 1), na némz lze vybu-
dovat uplnou fuzzy logiku. Podrobnosti véetn& dikazii najde &tendf v [18].

2.3 Modelovani sémantiky a jazykov4 proménnd

Rozvoj teorie fuzzy mnoZin tdzce souvisi s modelovinim sémantiky pfirozeného
jazyka. Z lingvistiky pochdzi motivace mnoha pojmi a pro ni pfinesla teorie fuzzy
mnoZin nejzajimaveéjsi podnéty.

Nechf 7 je mnoZina slov pfirozeného jazyka a U je univerzum. Dany prvek univerza
miize byt charakterizovdn vice slovy, pfiéemZ kazdé slovo jej charakterizuje jen do
,,urité miry*‘. Budeme-li pfedpoklddat, Ze tyto miry jsou prvky reziduovaného svazu %Z,

pak dostdvdme fuzzy relaci
SSTxU,
kterou nazveme sémantickd fuzzy relace. Vyznam slova & €  je pak fuzzy mnozZina

M(st) = f ¢t 0

vvvvvv

pfislugnosti) z univerza U do svazu #. Z psychologického hlediska se tento pfistup
zdd byt velmi pfirozeny. UvaZujme napf.,mald Cisla“. Pak silzev daném kontextu
snadno pfedstavit, jak by asi méla vypadat funkce pfislusnosti vyznamu tohoto pojmu,
napft.

(6) M(maldc“z’sla)=1 +1 +1 +0’9 +0’9 +0’8 + ...
1 2 3 4 5 6

Stupné pfislusnosti by intuitivné mély klesat. Na tomto misté je tfeba zduraznit, Ze
nezdleZi pfili§ na konkrétnich hodnotdch stupfit pfislus$nosti, nybrZ mnohem vice
na tvaru kfivky funkce p¥islu$nosti. Bylo provedeno né&kolik psychologickych experi-
mentd a v jejich rdmci se odhadovala funkce pfislusnosti. Vysledky jsou navzdjem
v dosti dobré shod€ a potvrzuji, Ze tento pojem je ¢lovéku blizky a pochopitelny.

Pomoci zdkladnich operaci lze definovat vyznam sloZit&jsich slovnich spojeni (jazy-
kovych vyrazt). Necht &, o/, € 7. Pak
M(yast,)= M) M(,)
(7) M(otyisl,) = M(sty)* M(sf,)
M(ol, nebo ;) = M(s£,) v M(5)

M(ne o) = M(,) .
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Velmi zajimavd je problematika tzv. jazykovych operdtorii, na které teorie fuzzy
mnoZin vrhla nové svétlo a naznacila moZnost pfimého poditdni funkci ptislusnosti
vyznami novych vyrazid z né€kolika zdkladnich slov. Jednd se o slova napf. velmi,
znacné, vice méné apod. Kazdy jazykovy operdtor m md pfifazenu asociovanou funkci

Asf, :L— L.
pdmoci niZ je vyznam vyrazu ms/ pro & € J vypocten jako sloZend funkce
(8) M(ms) = Asf, ° M(«) .
Nejvice pouZivanym jazykovym operdtorem je operdtor velmi s asociovanou funkci
(L= <0, 1))
Asf oy = 2.

Pak napf. vyznam jazykového vyrazu ,,velmi mald &isla*‘, kde vyznam ,,mald &isla*
je ddn fuzzy mnoZinou (6), je

M (velmi mald ¢isla) = 1/1 + 1/2 + 1/3 + 0’81/4 + 0’81/5 + 0,64/6 + ...

Stupné pfislusnosti se pisobenim jazykového operdtoru velmi koncentruji kolem jddra
fuzzy mnoziny. Podobné jsou zavedeny asociované funkce dalSich operdtort.

Pro aplikace md velky vyznam pojem jazykové proménné. Je to proménnd, jejiz
hodnoty jsou jazykové vyrazy (budeme je nazyvat termy), jejichz vyznamy jsou fuzzy
mnoZiny. Pfikladem jazykové proménné muzZe byt vék, vyska, pravdivost, inteligence,
jejichZ hodnoty jsou slova napt. mlady, znaéné velky, nepravda, ne prilis chytry aj.
Formadlné je jazykovd proménnd pétice

(%’,F(Q’),U, G’-//l>9

kde Z je jméno jazykové proménné, 7 (') je mnoZina jejich termd, U je univerzum, G
syntaktické pravidlo, pomoci néhoZ jsou generovdny termy o € 7 (Z) z né€kolika zd-
kladnich (atomickych) termii a jazykovych operdtord a .# je sémantické pravidlo,
které kazdému termu &/ € 7 (%) piifadi jeho vyznam M(«/) S U ve form& fuzzy
mnoZiny. Syntaktické pravidlo G je zpravidla bezkontextovd gramatika. Na né nava-
zuje pravidlo .#, které ke generovani vyznami vyuZivd vztaha (7).

Zajimavd je také opaénd tuloha tzv. lingvistické aproximace, kdy se dané fuzzy
mnoZin& pfifazuje slovo (jazykovy vyraz), jehoZ vyznam lze touto fuzzy mnoZinou
modelovat. Zpravidla se vychdzi z jazykové proménné s koneénym pocétem termd.
Byly zkonstruovdny algoritmy, které ddvaji uspokojivé vysledky ve shodé€ s intuici.

3. APLIKACE FUZZY MNOZIN PRI MODELOVANI SLOZITYCH PROCESU
3.1 Obecny model

Ve védé i v technice jsou asto popisovdny systémy a procesy dvojiho druhu: jedny
1ze oznatit jako ,,fuzzy*, tj. jejich pfesny popis teoreticky neexistuje (napf. rozsghlé
spolegensko-ekonomické systémy). Druhé svou podstatou fuzzy nejsou, aviak jsou nato-
lik sloZité, Ze je pfesné popsat neumime, nebo je tento popis prakticky nepouZitelny
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(slozité elektrizadni sit& aj.). V obou pfipadech se nabizi pouZiti teorie fuzzy mnoZin,
kterd by mohla vytvofit most mezi verbdlnim a matematickym modelem systému.

Obecné jsou lingvistické (verbdlni) modely zformulovdny jako soustava podmin&nych
vyroki

(9) #,=JESTLIZEX,je o,y AX,jed 3 A...AX, jed ,PAK Yje B,

kde X, ..., X,,, Yjsou proménné s hodnotami vuniverzechU,, ..., U,, Va &, ..., &,
2, jsou jazykové vyrazy s vyznamy M(&;;) S U;,j=1,...,na M(#;) S V. V praxi
jsou vyrazy </;;, #; obvykle slova typu ,,maly, velky, primérny‘ apod. Vyroky )
jsou mezi sebou spojeny spojkou NEBO do vysledného vyroku

(10) # = #, NEBO #, NEBO ... NEBO 4,, .

Vyznam vyrokd #;, i = 1, ..., m je zpravidla modelovdn pomoci kartézského soucinu
fuzzy mnoZin M(</yy), ..., M( ), M(#;)

(11) M(R,) = M(;y) X ... x M(;,) x M(®)).

Definice (11) je zdivodn&na tim, Ze (9) vyjadfuje vztah mezi prvky univerz U,. Cisté
z logického hlediska bychom vyznam (9) modelovalispiSe jako fuzzy mnoZinu M(Z;) se
stupni pfisluSnosti b

(12) M(c%,) <x1, ceey Xy y> = (M(Jf“)xl A L. /\M(-dm) x") - M(ﬂ,) y.
Vyznam vyroku £ je pak sjednoceni vyznami M(%;)

(13) M@) = U M(@).

Vyraz (13) pfedstavuje model sloZitého procesu vyjaddfeny pomoci fuzzy mnoZin.

Chovani tohoto procesu miizeme zkoumat pomoci tzv. kompoziéniho pravidla
tsudku. Pfedpoklddejme, Ze zndme jazykové vyrazy &1, ..., &, s vyznamy M(</ )=
Ay, ..., M(o,) = A, Pak hledand hodnota #' md vyznam

(14) M(2Z) = (M({) x ... x M(s#,)) M(R),

kde ,,o“ zna&i kompozici fuzzy relaci. Pfevedeno na stupn& pfislusnosti je vyraz (14)
ekvivalentni

M(@B)y =V (A] x ... x A})<{Xgs o3 Xg) A R{Xyy ey X0y VD,

{Xgyeeensy xp) € Urx...xU
resp. v pfipadg vztahu (12)
M(B) =V (A7 X ... X A7) <{Xg5eees Xu> ® R{Xyy oouy Xy ¥D

{X1,.0.%n) €Urx...xU

kde R = M(%). Vysledkem je fuzzy mnoZina M(#’) vyjadtujici odezvu modelovaného
procesu na hodnoty &, ..., &,. Chceme-li vysledek vyjdd¥it op&t v pfirozeném jazyce,
musime pro nalezeni jazykového vyrazu £’ fesit ulohu lingvistické aproximace.
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Popsany model slouZi jako zdklad ve vét§iné aplikaci fuzzy mnoZin. Velmi zajimavd
je napf. aplikace pfi modelovdni inova&niho procesu [12, 13].

3.2 Fuzzy regulace

Nejvyznamnéjs§i pouZiti modelu popsaného v odstavci 3.1 je v regulaci. Byl navrZzen
model reguldtoru zjednodusené nazyvany fuzzy reguldtor, jehoZ cilem je nahradit ¢lo-
véka pfii regulovdni sloZitych rozsdhlych systémii.

Oznalme u € U akéni veliCinu, du € V jeji pfirtstek, e € E regulaéni odchylku a de e S
jeji pfirtistek. Pak lze definovat fuzzy reguldtor jako vyrok typu (10), kde jednotlivé
R ; maji zdvisle na typu reguldtoru jeden z téchto tvari:

reguldtor typu P

R; = JESTLIZE eje o5; PAK uje oy,
regulator typu S

R; = JESTLIZE eje of,; PAK duje o 4y,
regulator typu PD

R; = JESTLIZE eje oy ; PAK JESTLIZE deje o,z ; PAK uje oy ;
reguldtor typu PS

R; = JESTLIZE eje o/ ; PAK JESTLIZE deje o 4p; PAK duje o u, .

kde oy i, A 4u.i» HE i» & 45, jSOU jazykové vyrazy pro aktudlni hodnoty po fad€ akéni
veliCiny, jejiho pfiristku, reguladni veliiny a jejiho pfiristku. Nejéastéji se pro né
pouZivaji vyrazy kladnd velkd (KV), kladnd stFedni (KS), kladnd mald (KM), pFiblizné
nulovd (PN), zdporné mald (ZM), zdporné stredni (ZS), zdporné velka (ZV).

Konkrétni hodnoty funkci pfislus§nosti jsou zpravidla odhadnuty tak, aby vyhovovaly
intuici a byly v souhlase s pouZivanymi hodnotami ¥idicich veli¢in u konkrétniho regu-
ltoru (tj. aby byly v souhlase s danym kontextem).

Vyznamy vyroki £; jsou modelovdny pomoci kartézského soucinu (11) a vlastni
regulace je realizovdna pomoci kompozi¢niho pravidla Gsudku (14). Vysledny algorit-
mus je deterministicky a silné€ nelinedrni. Je dosti robustni a asto vykazuje oscilace
kolem stabilniho stavu. Je vhodné ho pouzit tehdy, je-li fizeny proces pfili§ slozity,
matematicky nedostateCn€ popsany, nebo kdyZ implementace klasického reguldtoru
by byla pfili§ ndro¢nd.

Fuzzy reguldtor md jiz fadu konkrétnich aplikaci. Byl navrZzen napf. pro fizeni lodi,
fizeni koncentrace metanu v dole, fizeni kfiZovatky, fizeni vyroby cementu v cementdi-
ské peci aj. V CSSR je zkousen pfi Fizeni suSeni feziva a fizeni pecni linky na vyrobu
portlandského slinku. Dosavadni vysledky jsou aZ pfekvapivé dobré.

4. MODELOVANI ROZHODOVACICH PROCESU

V situacich, kdy je priibéh a vysledek rozhodovaciho procesu ovlivnén ndhodnymi
faktory, se dosud pouZivaji stochastické modely rozhodovadni. Je-li naproti tomu sama
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rozhodovaci situace vdgn€ vymezena, at jiZ jde o neur€itou definici mnoZiny pfipustnych
variant nebo neur€ité rozhodovatelovy preference na této mnoZiné, zdd se vhodné&jsi
vyuZit pfi modelovani takové situace apardt teorie fuzzy mnoZin. Rozvoj aplikaci této
teorie pfi modelovdni rozhodovacich procest probihd ve tfech hlavnich smérech: uZiti
fuzzy preferencnich relaci, pfistupy fuzzy optimalizace a rozhodovaci modely, v nichZ
hlavni roli hraje jazykovd proménnd. Ddle se krdtce zminime o prvnich dvou.

4.1 Fuzzy optimalizace

Pojem fuzzy optimalizace (optimalizace ve fuzzy prostfedi) byl zaveden v prdci [1].
Podstatou je nalezeni takové varianty, kterd vyhovuje zadanym fuzzy omezenim a co
nejlépe spliiuje dané fuzzy cile.

Fuzzy cilem G na mnoZin€ variant rozhodovdni nazyvdme fuzzy mnoZinu G < X.
Funkci pfislusnosti G lze v jistém smyslu ztotoZnit s preferenéni funkci umoZiujici
uspofddat danou mnoZinu variant. Je totiZ pfirozené preferovat variantu x pred y
pravé tehdy, je-li Gx > Gy. Tato preferencni funkce umoziiuje ovSem uspofddat pouze
mnoZzinu Supp (G) < X. Analogicky se definuje fuzzy omezeni C jako fuzzy mnoZina
"C < X. Pak fuzzy rozhodnuti definujeme jako fuzzy mnoZinu D = G n C. Je-li zaddno
mcild Gy, ..., G, a n omezeni C,, ..., C,, pak fuzzy rozhodnuti bude

D=Gn..nG,nCyn... nC,.

Chceme-li pfi praktické aplikaci pouze jedinou variantu, pak obvykle vybirdime va-
riantu x, € X, pro niZ plati
Dx, = max Dx
xeX
(tzv. optimdlni rozhodnuti). Ulohou fuzzy optimalizace zpravidla rozumime tlohu
nalezeni optimdlniho rozhodnuti.

Jeden z pfikladd aplikace fuzzy optimaliza&nich postupd je uveden v préci [10].
Pivodné zadand soustava nekonzistentnich omezeni je nahrazena soustavou fuzzy
omezeni, kterd se fe§i jako Gloha fuzzy programovdni. Optimdlnim rozhodnutim je
feSeni, které v jistém smyslu nejméné porusuje ptivodni soustavu ne-fuzzy omezujicich
podminek.

4.2 Fuzzy preferencni relace

Fuzzy preferenéni relaci rozumime fuzzy bindrni relaci na mnoZing€ variant X, tj.
fuzzy mnoZinu R S X x X. Hodnotu funkce pfislusnosti R pfifazenou dvojici variant
{x, y) interpretujeme jako stupeii preference varianty x pfed variantou y.

. Fuzzy preferenéni relace se ukazuji jako zvlds§té€ vhodny prostfedek k modelovdni
vicekriteridlnich rozhodovacich situaci, kdy zdrojem neurcitosti rozhodovatelovych
preferenci je skutenost, Ze se uvaZuje vice neZ jedno hledisko a uvaZovand hlediska
mohou byt vice ¢i méné v rozporu. Mdme-li na mnoZiné variant zaddno m > 1 klasic-
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kych preferenénich relaci R; vyjadfujicich preference podle jednotlivych hledisek é je-li
relativni dileZitost t&chto hledisek vyjddfena pomoci &isel (vah — viz napf. [16])
p: = 0, je moZné souhrnné preference vyjddrit fuzzy relaci R £ X x X danou pfedpisem

R(x, y) = Y pil X pis
ieley i=1
kde I, = {i; xR;y}. Pro tugely praktického rozhodovdni je pak obvykle tfeba tuto
fuzzy preferenéni relaci vhodné aproximovat relaci umoZiiujici uspofddat varianty
a vybrat z nich bud nejlep$i variantu nebo alespori mnoZinu ,.efektivnich® variant.
Takové aproximujici relace je moZné konstruovat rznymi zpisoby (viz napf. [4, 5]).

5. ZAVER

V tomto piispévku jsme krdtce vyloZili pojmy teorie fuzzy mnoZin a nastinili zptisob,
jak je teorie v praxi aplikovdna. Nejzajimavéjsi aplikace se tykaji modelovéni a fizeni
sloZitych systémi, rozhodovéni, linedrniho programovdni a nékterych oborl umélé
inteligence, zejména rozpozndvdni obrazcili, porozuméni pfirozenému jazyku, logickému
usuzovani a expertnich systému.

Teorie fuzzy mnoZin pfedstavuje organické spojeni lingvistického a matematického
modelovdni. Proto je velmildkavd pro nejriiznéj$iaplikace. Zdroveii nabizi fadu problé-
mi, které jsou zajimavé jak z matematického, tak z filozofického hlediska. Vzhledem
k tomu, Ze se dotkla zdkladniho pojmu matematiky, kterym je pojem mnoZiny, dotkla
se prakticky celé matematiky a veSkerych jejich aplikaci. Proto se neubrdnime zdplavé
praci nejriiznéjsi urovné, které ¢asto pouze rozméliiuji pfedmét do nelinosné §ife, aniz
by hloubgji studovaly vztahy a souvislosti uvnitf teorie. V sou¢asné dobg€ vSak uZ po¢d-
te€ni nadSeni prechdzi ve stfizlivy pohled a celd teorie je podrobovédna vdZnému studiu.

Zivérem je§t€ podotknéme, Ze problematika matematického postizeni vdgnosti je
teprve na zaldtku svého rozvoje. Fuzzy mnoZiny jsou nejzndméjSim a nejslibnéjSim
prostiedkem na této cesté. Existuji viak i jiné prostfedky. Z Ceskoslovenskych vysledki
si zaslouZi pozornost tzv. alternativni teorie mnoZin [19]. Zatimco teorie fuzzy mnoZin
ve své podstaté z klasické teorie mnoZin nevyboluje, pfedstavuje alternativni teorie
mnoZin radikdlni zdsah do soudobych predstav v matematice.
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Matematika je schopna odhalit mezery v pfiro-
dové&deckych predstavach a znalostech, a to je
bezpochyby pro ptirodni v&€dy velmi cenné.
Sestrojovani matematickych modell totiz od-
haluje disharmonii, nerovnomé&rnost & jedno-
strannost v rozvijeni empirickych znalosti. Na-
ptiklad v oborech, jako je fyziologie, nauka
0 ontogenezi, biogeocenologie, ale i teorie evo-
luce a nauka o biosféfe vubec, se daleko vic
pozornosti vénuje studiu struktur a jejich slozek
neZ studiu jejich ¢innosti, funkce a vzajeminého
pusobeni. Pfitom pro praxi je duleZité objasnit
pravé funkci struktur.

Neni daleko doba, kdy se v b&€Znych demografic-

kych dotaznicich bude vedle zakladniho vzd&-
lani uvadét i 4daj, zda &lov€k dovede pracovat
s poditali. D&, které dnes chodi do $koly,
budou uZ pracovat v dobé, kdy mistr v tovarné,
ale moZna i kaZdy kvalifikovany délnik bude
denné zachéazet s nejruzn&j¥imi automaty. Je
nesmirnd chyba, jestliZe na to na¥i mladeZ ne-
pripravujeme. Budoucnost lidstva, obranyschop-
nost statu a dalSi technicky pokrok v podstaté
pfimo zavisi na tom, do jaké miry se Siroké
masy pracujicich naugi zachazet s elektronickymi
automaty a vypodcetni technikou. Jaké problémy
to pfinese a jak by se na to 1idé mé&li pfipravovat
a $kolit, to jsou otdzky pro soudasnou filozofii.

N. 1. Karpova.
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