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V t o m t o článku sa b u d e m e zaoberať j e d n o u rovnicou 2. rádu, k t o r á zohrala a ešte 
aj dnes h r á dóležitú úlohu v teorii nelineárnych diferenciálnych rovnic. 

Začiatok teorie nel ineárnych diferenciálnych rovnic s p a d á n a koniec minulého storo-
čia. Jej základy boli v y t v á r a n é geometr ickými ú v a h a m i H. Poincarého [26] o křivkách 
definovaných p o m o c o u diferenciálnych rovnic a analyt ickými m e t o d a m i použ i tými 
v j e h o práci [27] O nebeskej mechanike. Dalš ím i m p u l z o m bola dizertácia A. M. 
Ljapunova [18] po jednáva júca o stabi l i tě pohybu. V prvých tr ids iatych rokoch nášho 
s toročia p o d s t a t n o u mierou k rozvojů teorie nelineárnych diferenciálnych rovnic při­
spěli práce m a t e m a t i k o v , ktor í sa zaujímali o fyzikálně problémy. Medzi t ý m i t o t ř e b a 
predovše tkým menovať I. Bendixona [1], I. Levi-Civitu [17], E. C o t t o n a [5] a hlavně 
G. D. Birkhoffa [3], ktorý položil základy teorie dynamických systémov. Uvedieme 
niektoré zák ladné pojmy. 

RNDr. DANIELA HRICIŠÁKOVÁ, C S C , (1948) je odborná asistentka Katedry matematiky a 
výpočtovej techniky Pedagogickej fakuk> UK, Moskovská 3, 813 34 Bratislava. 
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Nech 
dxi 

(*) — -z fi(xi,...,xn), i = l , 2 , . . . , n 
út 

je systém diferenciálnych rovnic Vyznačuje sa tým, že pravá strana nezávisí od t. 
Predpokladajme, že Cauchyho úloha pre systém (*) s počiatočnou podmienkou x(t0) = 
= x°, kde s(*0) = (xi{to),...,xn(t0)), x° = (jr°,...,*°) £ Rn (Rn je Euklidov 
n-rozmerný priestor), má jediné riešenie, ktoré označme x(t, x°), definované pre všetky 
t £ (~oo, 00). Zrejme x(t, x°) je spojitá funkcia t a a?(ťo, ar0) = x°. Tieto riešenia majú 
následuj úci grupovú vlastnost 

x(t + * 0 ,z 0 ) = z(*,z(*o,* 0)). 

Systém funkcií majúci takúto grupovú vlastnost* sa nazývá dynamickým systémom 
a množina bodov C = {x\ x = x(t,x°), t £ (—00,+00)} sa nazývá trajektória pre-
chádzajúca cez x° pre £ = t°. Časť trajektorie pre to ^ t < 00 (pre —00 < £ ^ 
^ lo) nazývá sa kladná (záporná) polotrajektória, označuje sa C + , resp. C~. Bod 
£ £ Rn sa nazývá w-limitný (a-limitný) bod polotrajektórie C + (C~), ak existuje 
postupnost' {^nJSÍ-ri konvergujúca do +00 ({sn}n-=i konvergujúca do —00) taká, že 
{x(tn,x

0)} —• £ ({#(Bn,.r0)} —> £). Označme L(C+) (L(C~)) množinu všetkých 
w-limitných (a-limitných) bodov polotrajektórie C + (C~). Riešenie x(t) systému (*) 
sa nazývá periodickým, ak existuje také T > 0, že x(T + t,x°) = x(t,x°) pre každé 
t £ (—00,00). Jeho trajektória je uzavretá křivka a L(C+) = L(C~) = C . Nech x = 
= xo(t) je periodické riešenie diferenciálnej rovnice a nech jeho trajektória (označme 
Co) nachádza sa v L(C+) pre nejakú trajektóriu C + (jL Co; potom Co: x = -Co(0 s a 

nazývá u;o-limitný cyklus. Riešenie y(t) nejakej diferenciálnej rovnice, existujúce na 
intervale [č0,oo), sa nazývá oscilatorickým na [ío, co), ak pre každé ti > to existuje 
nulový bod váčší ako ti. 

Keď teória nelineárnych diferenciálnych rovnic nebola ešte dostatočne vybudovaná, 
nelineárně problémy v technike boli riešené metodou linearizácie, spočívajúcej v tom, 
že sa nelineárně funkcie nahradili lineárnymi dobré aproximujúcimi nelineárně funkcie 
(aspoň v istom okolí bodu nula). Táto metoda sa čím ďalej ukazovala ako nevhodná, 
napr. na skúmanie kmitajúcich procesov. Nedali sa ňou zachytiť mnohé úkazy, ktoré 
sa v lineárnych prípadoch nevyskytovali, avšak v nelineárnych áno. Jasné to ukázal 
v r. 1920 B. van der Pol [28], ktorý sa zaoberal kmitáním okruhu, v ktorom bola 
zapojená trioda. Pozři obr. 1. 

Použijúc Ohmové zákony, dostaneme 

LC í — - I = i c = ip - ÍL - ÍR = f(u) - iL - LR~l I -3— I , 

kde je u = vg -f- DVa, Vg napátie na mriežke, Va napátie na anóde a D konstanta. Ak 

f(u) = a(u-E)-J-(u-Ef,a > 0, 6 > 0, a ak položíme V = (M-LD)— = —x, 
y 3 dt D 

dostaneme po úpravě známu van der Polovu rovnicu x".+ fi(x2 — 1) + x = 0, // > 0. 
B. van der Pol dokázal grafickou metodou existenciu izolovaných limitných cyklov, 
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Obr. 1. 
R je ohmický odpor, 
C kapacita kondenzátora, 
L koeficient samoindukcie, 
M koeficient vzájomnej indukcie, 
iP = f(u) anodový prúd. 

ktoré sa metodou linearizácie dokázať nedali. Neskór to E. a H. Cartan [4] a A. Liénard 
[19] dokázali analytickou metodou. Liénard sa snažil zovšeobecniť výsledky van der 
Póla. Metoda, ktorá sa používala na riešenie van der Polovej rovnice spočívala v tom, 
že sa riešenie hladalo v tvare mocninného radu podlá parametru /i. Pre konvergenciu 
toho radu bolo potřebné žiadať, aby parameter \i bol malý. 

Liénard upustil od tejto metody a úvahy začal robiť čisto geometricky. V tom 
případe už nebolo potřebné brať do úvahy přítomnost' parametr a a diferenciálnu 
rovnicu uvažoval v tvare 

x" + f(x)x' + x = 0, 

ktorá sa dnes nazývá Liénardova diferenciálna rovnica. 
Liénardove výsledky boli potom zovšeobecněné a vylepšené v tom zmysle, že sa 

uvažovali diferenciálně rovnice 

(i) 
a 

(2) 

resp. 

(3) 

(4) 

a 

(5) 

x" + f(x)x' + g(x) = 0 

x" + f(x,x')x'+g(x) = 0, 

x" + f(x)x' + g(x) = e(t), 

x" + f(x,x')x'+g(x) = e(ť) 

x" + F(x')+g(x) = e(t). 

Přitom rovnice (1) a (3) sa uvádzajú ako zo všeobecněná rovnica Liénardova a rovnice 
(2), (4), (5) ako Rayleighova rovnica. Pomocou týchto rovnic možno popísať rózne 
dynamické systémy, ktoré rnajú podstatný nelineárny charakter. 

Tieto rovnice sú zovšeobecnenie lineárneho případu 

x" + ax' + x = c(0, 

kde sa množina riešení dá explicitně vyjadriť. Vychádzajúc z mechanickej interpretácie 
zaužívali sa nasledujúce pomenovania pre /(x), f(x,x')y F(x')y g(x), e(t): 
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g(x) - přitažlivá sila, alebo sila vracajúca do kfudovej polohy; 
f(x) - koeficient tlmenia; 
/ ( # , x') - koeficient tlmenia závisiaci ako od polohy x, tak od rychlosti x'. Pre pomalé 

kmitanie bývá záporný, pre rychle kmitanie a dosť vefké x kladný; 
F(x') - hnacia sila v případe malých rychlostí (F(x') < 0), pohybový odpor v pří­

pade vefkých rychlostí (F(xf) > 0); 
e(t) - vonkajšia sila, ktorá je pre t ^ 0 ohraničená, zváčša oscilatorická, alebo 

dokonca periodická. 

Co sa týká tvaru nelineárnych členov v rovniciach (l)-(5), nie je náhodný, ale 
vyplývá z jednoduchých fyzikálnych úvah. Avšak sám tvar nie je postačujúci, aby sa 
riešili konkrétné otázky, napr. existencia riešení na nekonečnom intervale, existencia 
periodických riešení, atď. Je potřebné dodať doplňujúce předpoklady, okrem spojitosti 
napr. kladnost',' (zápornosť), párnosť, (nepárnosť), atď. Pre g(x) sa všeobecné užívá 
předpoklad xg(x) > 0, čo vyplývá z fyzikálnych úvah. Miesto predpokladov na funkcie 
f(x), resp. g(x) sa ukázalo, že niekedy je vhodnejšie robiť předpoklady na primitivné 
funkcie 

F(x)= / f(s)ds a G ( x ) = ^ g(s)ds. 
Jo Jo 

V ďalšom budeme hovoriť len o Liénardovej zovšeobecnenej rovnici (1) a (3). 

Definícia 1. Budeme hovoriť, že riešenia rovnice (1) ((3)) sú rovnoměrné ohraničené, 
ak pre každé r > 0 existuje také R > 0, že pře každé také riešenie x(t) rovnice (1), pre 
ktoré je |x( l 0 ) | < r, |#'( lo)| < r, platí 

\x(t)\<R, \x'(t)\<R pre všetky t > t0. 

Dalej budeme hovoriť, že riešenia rovnice (1) ((3)) sú v konečnej fáze rovnoměrné 
ohraničené, ak existuje taká konstanta k > 0, že pre každé riešenie x(t) rovnice (1) 
((3)) existuje T > 0, že pre všetky t > T je \x(t)\ < k, \x'(t)\ < k. 

Od r. 1928, kedy Liénard [19] uveřejnil svoju prácu, stala sa Liénardova rovnica 
predmetom výskumu mnohých matematikov. Obsiahle pojednanie o nej možno nájsť 
v knihe N. Minorského [22] Nonlincar Oscillations z roku 1962, v ktorej podává popis 
fyzikálnych problémov viažúcich sa na rovnice (1) a (3). 

Skoro kompletná literatura a prehfad získaných výsledkov do roku 1960 sa nachádza 
vo vynikajúcej knihe Reissig, Šansone a Conti [30] Qualitative Theorie nichtlinearer 
Differentialgleichungen z roku 1963. Článok J. R. Graefa [9] dopíňa tuto literaturu do 
roku 1970. Liénardova zovšeobecnená diferenciálna rovnica a jej ďalšie zovšeobecnenia 
sú predmetom stálého zaujmu aj v súčasnosti. V následujúcom uvádzame niekofko 
z velmi mnohých výsledkov dosiahnutych róznymi autormi. 

Poznámka. V ďalšom sa stále předpokládá spojitost funkcie / a g. Používá sa 
označenie 

lim = F(oo), lim = F(—oo), 
x—»-oo X—• — OO 

F(dboo) = ±oo značí sa F(-f-oo) = -j-oo, F(—oo) = —co. 

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 39 (1994), č. 1 29 



P Ř Í K L A D 1 (G. Šansone [31]). 

Rovnica: x" + f(x)xf + x = 0. 

Předpoklady: (a) existuje ó\ < 0 < 62, že f(x) < 0 na (6i, ^2)? 
f(x) > 0 na (-00, Si) U (62, 00); 

(b)N = F(6l)-F(82) = /'l/Wldx, 
Jbx 

AN(x0 + N) ^ (F(x0) - F(62))2 pre x0 > 62 alebo F(+oo) = ± 0 0 . 

Tvrdenie: Existuje aspoň jedno periodické riešenie. 

P Ř Í K L A D 2 (Z. Opial [25]). 

Rovnica: x" + f(x)xf + g(x) = 0. 

Předpoklady: (a) f(—x) = — / ( # ) , g(—x) = — g(x)y xg(x) > 0 pre každé x / 0; 

(b) existujú a > 0 a £ > 0 také, že / , , x l ás ^ f- + s ) | F ( x ) | 
Jo | F ( s ) | V4 / 

pre 0 ^ a? ^ a. 

Tvrdenie: Pre dostatočne malé x(0) = #0, xf(0) = x 0 je riešenie x(t) periodické. Ak 
miesto (b) platí 

tak pre lubovolné malé x0 a x0 existuje neperiodické riešenie. Ak a = 00, tak periodické 
riešenie neexistuje. 

P Ř Í K L A D 3 (S. Lefschetz [16], X. Zeng [34]). 

Rovnica: x" + f(x)xf + g(x) = 0. 

Předpoklady: (a) / parna, /(O) < 0; 
(b) g nepárna, xg(x) > 0 pre x / 0; 
(c) existuje a > 0, že F(x) • (x — a) > 0 pre x > 0 a x ^ a, 

F(x) monotónně rastie pre x > a, F(oo) = 00. 

Tvrdenie: Existuje stabilný limitný cyklus. 

P Ř Í K L A D 4 (V. V. Nemickij, V. V. Štěpánov [24], K. Wu [32]). 

Systém: x' = <p(y) - F(x), 

y' = -g(x)> 

Předpoklady: (a) xg(x) > 0 pre x ^ 0, G ( ± o o ) = 00; 
(b) xf(x) < 0 pre |ic| > 0 malé, 

F(x) ^ k pre x ^ a, 
F(#) ^ kf < k pre x ^ —a; 

(c) 2/̂ (2/) > 0, t/ 7̂  0, v?(±oo) = +00. 

Tvrdenie: Existuje periodické riešenie. 
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PŘÍKLAD 5 (S. Lefschetz [15]). 

Rovnica: x" + f(x)x' + g(x) = e(t); e(t) periodické. 

Q\ X) 

Předpoklady: (a) • oc pře |x| —• co; 
x 

(b) existuje H > 0, C > 0, že |F(x) - Cy(x)| :_ H|x| pre všetky x. 
Tvrdenie: Existuje periodické riešenie. 

PŘÍKLAD 6 (S. Mizohata, M. Yamaguti [23]). 

Rovnica: x" + f(x)x' + g(x) = e(t). 

^ M pre všetky l > 0; l ř 
Předpoklady: (a) existuje M > 0, že \E(t)\ = / e(s)dí 

I Jo 
(b) F(±oo) = ±oo; 

(c) existuje 6 > 0, že g(x) sgn x ^ 0 pre |x| _• 6. 

Tvrdenie: Riešenia sú ohraničené pre / ^ 0. 

PŘÍKLAD 7 (J. R. Graef [9]). 
Rovnica: x" + /(x)x' + g(x) = 0. 
Předpoklady: (a) existuje k > 0 a C > 0, že xF(x) > 0 pre |x| _" k; 

(b) F(x) = C > 0 pre x = ib alebo F(x) = ~C < 0 pre x ^ -Ar; 
(c) xg(x) > 0 pre |x| ^ k; 

(d) / (/(.-) + 1 ^ ) 1 ) dar = ±oo. 
JO 

Tvrdenie: Riešenia sú v konečnej fáze rovnoměrné ohraničené. Ak miesto (c) platí 
xg(x) > 0 pre x ^ 0, g spíňa Lipschitzovu podmienku a naviac je /(O) < 0, tak 
existuje netriviálně periodické riešenie. 

PŘÍKLAD 8 (J. R. Graef [9]). 

Rovnica: x" + f(x)x' + g(x) = 0. 

Předpoklady: (a) xg(x) > 0 pre x ^ 0; 
(b) /(0) < 0, existuje k > 0, že xF(x) > 0 pre |x| ^ k; 

±00 rlzoo 
(c) / (/(x) + |flf(x)|)dx = ±oo. 

Jo 

Tvrdenie: Všetky riešenia oscilujú. 

PŘÍKLAD 9 (T. Hara, T. Yoneyama [10], [11]). 

Rovnica: x" + /(x)x' + g(x) = 0. 

Základné předpoklady: xg(x) > 0 pre x ^ 0, F(0) = 0 a jednoznačnost' riešenia 
Cauchyho úlohy. 

Za dalších predpokladov, hlavně za předpokladu zovšeobecnenej symetrie, t. j . 

F(G-l(-(3)) = F(g-\p)) pre všetky /? = 0, 
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pricom 

G(x)= fX\g(s)\ds 
JO 

dokazuje sa existencia periodických riešení. Ďalej sa stanovujň podmienky zaručuj úce 
existenciu oscilatorických riešení, rovnoměrná asymptotická stabilita nulového rieše-
nia, v konečnej fáze rovnoměrná ohraničenosť riešení. 

PŘÍKLAD 10 (D. Hricišáková, [12], [14]). 

Rovnica: x" + f(x)x' -f g(x) = 0, 
f, g sú spojité funkcie na R = (—oo, oo). 

Předpoklady: xf(x) > 0, xg(x) > 0 pre každé x ^ 0. 
Nech existuje k>laO<A<oo také, že je pre všetky x G (0, A) * 

9{*) k ~ l , x 

Tvrdenia: Ak A < oo, tak existuje r (dosť malé), že v kruhu x2 -f y2 < r 2 neleží 
uzavretá trajektória (x(t),x'(t)) (t.j. periodické riešenie) uvažovanej rovnice. Ak A = 
= oo, tak rovnica nemá žiadne netriviálně periodické riešenie. 

Ako je vidieť z uvedených príkladov, vyšetřovala sa zovšeobecnená Liénardova 
diferenciálna rovnica za róznych predpokladov, čo sa týká znarnienok funkcií / a g. 
V mnohých prípadoch sa žiada zápornosť funkcie / v okolí nuly a jej kladnosť pre \x\ > 
> a. O funkcii g sa zváčša předpokládá xg(x) > 0 pre \x\ ^ d > 0, lebo to odpovedá 
klasickej podmienke. Boli však vyšetřované i případy, kedy miesto tejto podmienky 
platí podmienka 

xg(x) < 0 pre vefké \x\ 

(napr. R. Reissig [29]), alebo g(x) oscilatorická (napr. F. Zanolin [33], J. Mawhin [20], 
J. Mawhin, M. Willem [21]). 

Este sa zmienime o zovšeobecneniach Liénardovej rovnice, resp. jej odpovedajúceho 
systému. Vyšetřované sú případy 

x1 = <p(y) -Fix), 

y' = -íf(*), 

resp. 

x' = p(t)(V>(y)-F(t,x,y)), 

y' = -g(x)-P(t,x,y) 

a tiež případy takých systérnov, kde x & y sú vektory (R. J. P. de Figueiredo [6], D. C. 
Benson [2], W. Ding [7]). 
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Přestavba systému vědy 
v nových zemích 
Spolkové republiky Německo 
Jitka Brockmeyerová-Fenclová 

Ke s jednocení demokrat icky a pluralisticky řízené Spolkové republiky Německo 
( B R D ) a nedemokrat icky a centrálně řízené Německé demokrat ické republiky ( D D R ) 
došlo 3. 10. 1990. V nás ledném integračním procesu je za jednu z nejvýznamnějších 
úloh p o k l á d á n a přes tavba vědeckého systému v nových spolkových zemích. 

Smlouvou o sjednocení byla s okamži tou p la tnos t í zrušena Akademie věd D D R 
j a k o centrá lní řídící inst i tuce vědy. Již v roce 1991 vznikla radikálně odl išná nosná 
s t r u k t u r a mimouniverz i tn ího výzkumu a v roce 1992 byla dokončena s t r u k t u r á l n í 
přes tavba vysokého školství. Bylo ukončeno řízení, při němž vzniklo nové vědecké 
společenství p řevodem o d b o r n ě kvalifikovaných a minulost í nepříliš zatížených vědců 
D D R . Byla ukončena personální přes tavba a redukce mimouniverzi tních ústavů. Čás­
tečné výsledky m á již také personální přes tavba vysokých škol, včetně ustanovování 
univerzitních profesorů z převedených vysokoškolských učitelů a vědeckých pracovníků 
Akademie. Současně prob íhá vni třní s t r u k t u r a c e vysokých škol a jejich vědních oborů. 

Doc. RNDr. JITKA BROCKMEYEROVÁ-FENCLOVÁ, C S C , (1926) je em. vědecká pracovnice 
FÚ ČSAV; D-91207 Lauf a. d. Pegn., Eichenhainstr. 40. 
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