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Zovseobecnena Liénardova
diferencialna rovnica

Daniela Hricisdkovd, Bratislava

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat jednou rovnicou 2. rddu, ktorad zohrala a este
aj dnes hra ddlezita Glohu v teérii nelinearnych diferencidlnych rovnic.

Zaciatok teorie nelinearnych diferencidlnych rovnic spada na koniec minulého storo-
cia. Jej zaklady boli vytvarané geometrickymi ivahami H. Poincarého [26] o krivkach
definovanych pomocou diferencidlnych rovnic a analytickymi metédami pouzitymi
v jeho praci [27] O nebeskej mechanike. Dalsim impulzom bola dizerticia A. M.
Ljapunova [18] pojednavajica o stabilite pohybu. V prvych tridsiatych rokoch nasho
storoCia podstatnou mierou k rozvoju teérie nelinedrnych diferencidlnych rovnic pri-
speli prace matematikov, ktori sa zaujimali o fyzikdlne problémy. Medzi tymito treba
predovsetkym menovat I. Bendixona [1], I. Levi-Civitu [17], E. Cottona [5] a hlavne
G. D. Birkhoffa [3], ktory polozil zdklady teérie dynamickych systémov. Uvedieme
niektoré zakladné pojmy.
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vypoctovej techniky Pedagogickej fakulvy UK, Moskovskd 3, 81334 Bratislava.
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Nech

(*) dz;

d—t‘ = fi(z1,...,2n), i=1,2,...,n

je systém diferencidlnych rovnic. Vyznacuje sa tym, Ze prava strana nezavisi od ¢.
Predpokladajme, ze Cauchyho tiloha pre systém () s pociatoénou podmienkou z(to) =
= 29 kde z(to) = (z1(to),.--,zn(to)), z° = (29,...,22) € R (R™ je Euklidov
n-rozmerny priestor), ma jediné riesenie, ktoré oznaéme z(t, z°), definované pre vietky
t € (—o0,00). Zrejme z(t,2°) je spojitd funkcia t a z(to, z°) = z°. Tieto riesenia maja
nasledujici grupovi vlastnost

z(t +to, z°) = z(t, z(to, °)).

Systém funkcif majici takito grupovii vlastnost sa nazyva dynamickym systémom
a mnozina bodov C = {z; = = z(t,z°), t € (—00,+00)} sa nazyva trajektéria pre-
chadzajiica cez z° pre t = t°. Cast trajektérie pre g <t < oo (pre —o0 < t <
< to) nazyva sa kladna (zdporna) polotrajektéria, oznauje sa C*, resp. C~. Bod
& € R™ sa nazyva w-limitny (a-limitny) bod polotrajektérie C* (C~), ak existuje
postupnost {t,}5%, konvergujlica do +oo ({s,}5%; konvergujica do —oo) takd, Ze
{z(tn,2%)} — € ({z(sn,2°)} — £). Oznaéme L(C*t) (L(C~)) mnoZinu vsetkych
w-limitnych (a-limitnych) bodov polotrajektérie C* (C~). RieSenie z(t) systému (x)
sa nazyva periodickym, ak existuje také T' > 0, Ze (T + ¢,z°) = z(t,2°) pre kazdé
t € (—o00, ). Jeho trajektéria je uzavretd krivka a L(Ct) = L(C~) = C. Nech z =
= zo(t) je periodické rieSenie diferencidlnej rovnice a nech jeho trajektéria (oznaéme
Co) nachidza sa v L(Ct) pre nejaki trajektériu Ct ¢ Co; potom Co: = = zo(t) sa
nazyva wo-limitny cyklus. RieSenie y(f) nejakej diferencidlnej rovnice, existujiice na
intervale [tg,00), sa nazyva oscilatorickym na [tg,00), ak pre kazdé ¢; > to existuje
nulovy bod vadsi ako ¢;.

Ked teéria nelinedrnych diferencialnych rovnic nebola este dostato¢ne vybudovand,
nelinedrne problémy v technike boli rieSené metddou linearizacie, spoéivajicej v tom,
ze sa nelinearne funkcie nahradili linearnymi dobre aproximujicimi nelinedrne funkcie
(aspon v istom okoli bodu nula). T4to metéda sa &im dalej ukazovala ako nevhodni,
napr. na skiimanie kmitajtcich procesov. Nedali sa fiou zachytit mnohé tkazy, ktoré
sa v linearnych pripadoch nevyskytovali, avSak v nelinedrnych dno. Jasne to ukdzal
v r. 1920 B. van der Pol [28], ktory sa zaoberal kmitanim okruhu, v ktorom bola
zapojend tridda. Pozri obr. 1.

Pouzijic Ohmove zdkony, dostaneme

d2- d-
LC’( 'L> —ic =ip—iL—ip=f(u)—ip — LR (ﬂ)

dt d¢

kde je u = vy + DV,, V, napitie na mriezke, V, napitie na anéde a D konstanta. Ak
b dq

fu) =a(u—E)— 3 (u—E)3,a>0,b>0,aak polozime V = (M—LD)—;—;—' = %z,

dostaneme po tprave zndmu van der Polovu rovnicu z” + pu(z? — 1) +z = 0, u > 0.

B. van der Pol dokdzal grafickou metddou existenciu izolovanych limitnych cyklov,
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1

! M 1 e Obr. 1.

: k 3 R je ohmicky odpor,

N —_ 1;“ C kapacita kondenz4tora,

v L TC 3 L koeficient samoindukcie,

1 M koeficient vzdjomnej indukcie,
! M‘I f ip = f(u) anbdov§ prid.

ktoré sa metddou linearizicie dokdzat nedali. Neskér to E. a H. Cartan [4] a A. Liénard
[19] dokdzali analytickou metédou. Liénard sa snaZil zovSeobecnit vysledky van der
Pola. Metdda, ktord sa pouzivala na riesenie van der Polovej rovnice spocivala v tom,
7e sa riesenie hfadalo v tvare mocninného radu podla parametru p. Pre konvergenciu
toho radu bolo potrebné zZiadat, aby parameter p bol maly.

Liénard upustil od tejto metddy a Gvahy zacal robif &isto geometricky. V tom
pripade uz nebolo potrebné brat do tvahy pritomnost parametra a diferencidlnu
rovnicu uvazoval v tvare

'+ f(x)e' +z =0,

ktora sa dnes nazyva Liénardova diferencialna rovnica.
Liénardove vysledky boli potomn zovseobecnené a vylepsené v tom zmysle, Ze sa
uvazovali diferencidlne rovnice

(1) . "+ f(z)z' +g(z) =0

a

(2) " + f(x,z')z’ + g(z) = 0,
resp.

(3) 2" + f(z)z' + g(z) = e(t),
(4) "+ f(z,z')z' + g(z) = e(t)
a

(5) 2" + F(z') + g(z) = e(t).

Pritom rovnice (1) a (3) sa uvadzaj ako zovseobecnend rovnica Liénardova a rovnice
(2), (4), (5) ako Rayleighova rovnica. Pomocou tychto rovnic mozno popisat rdzne
dynamické systémy, ktoré maja podstatny nelinedrny charakter.

Tieto rovnice s zovSeobecnenie linearneho pripadu

z'" +az' +z = e(t),

kde sa mnoZina rieseni d4 explicitne vyjadrit. Vychadzajic z mechanickej interpretacie
zauZivali sa nasledujiice pomenovania pre f(z), f(z,z'), F(z’), g(z), e(t):
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g(x) - pritazlivd sila, alebo sila vracajica do kludovej polohy;

f(z)  — koeficient tlmenia;

f(z,z") — koeficient tlmenia zdvisiaci ako od polohy z, tak od rychlosti z’. Pre pomalé
kmitanie byva zaporny, pre rychle kmitanie a dost velké = kladny;

F(z') - hnacia sila v pripade malych rychlosti (F(z’) < 0), pohybovy odpor v pri-
pade velkych rychlosti (F(z') > 0);

e(t) - vonkajsia sila, ktord je pre { 2 0 ohranicend, zvicsa oscilatoricka, alebo
dokonca periodicka.

Co sa tyka tvaru nelinedrnych &lenov v rovniciach (1)-(5), nie je nahodny, ale
vyplyva z jednoduchych fyzikdlnych Gvah. Avsak sam tvar nie je postacujlici, aby sa
riesili konkrétne otdzky, napr. existencia rieSeni na nekoneénom intervale, existencia
periodickych riesenf, atd. Je potrebné dodat dopliujiice predpoklady, okrem spojitosti
napr. kladnost; (zdpornost), parnost, (neparnost), atd. Pre g(z) sa vSeobecne uziva
predpoklad zg(z) > 0, co vyplyva z fyzikalnych Gvali. Miesto predpokladov na funkcie
f(z), resp. g(z) sa ukézalo, ze nickedy je vhodnejsie robit predpoklady na primitivne
funkcie

T T
F(z) = / f(s)ds a G(z)= / g(s)ds.
0 0
V dalsom budeme hovorit len o Liénardovej zovseobecnenej rovnici (1) a (3).

Definicia 1. Budeme hovorit, Ze rieSenia rovnice (1) ((3)) s rovnomerne ohranicené,
ak pre kazdé r > 0 existuje také R > 0, Ze pre kazdé také riesenie z(t) rovnice (1), pre
ktoré je |z(to)] < r, |z'(to)| < r, plati

lz(t)| < R, |2'(t)] < R pre vietky t > to.

Dalej budeme hovorit, Ze riesenia rovnice (1) ((3)) st v kone¢nej faze rovnomerne
ohranicené, ak existuje takad konstanta k > 0, ze pre kazdé rieSenie z(t) rovnice (1)
((3)) existuje T' > 0, Ze pre vietky ¢ > T je |z(¢)| < k, |2'(t)] < k.

Od r. 1928, kedy Liénard [19] uverejnil svoju préacu, stala sa Liénardova rovnica
predmetom vyskumu mnohych matematikov. Obsiahle pojednanie o nej mozno néjst
v knihe N. Minorského [22] Nonlincar Oscillations z roku 1962, v ktorej podéva popis
fyzikdlnych problémov viazicich sa na rovnice (1) a (3).

Skoro kompletna literatiira a prehlad ziskanych vysledkov do roku 1960 sa nachadza
vo vynikajtcej knihe Reissig, Sansone a Conti [30] Qualitative Theorie nichtlinearer
Differentialgleichungen z roku 1963. Clanok J. R. Graefa [9] dopliia tito literatiiru do
roku 1970. Liénardova zovSeobecnené diferencialna rovnica a jej dalSie zovseobecnenia
st predmetom staleho zaujmu aj v stiéasnosti. V nasledujicom uvddzame niekolko
z velmi mnohych vysledkov dosiahnutych réznymi autormi.

Poznamka. V dalSom sa stale predpoklad4 spojitost funkcie f a g. Pouziva sa

oznacenie

lim = F(o0), lim = F(-00),

r—0Q Tr——00

F(£oo) = oo znadisa F(400) =400, F(—00)= —00.
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PRrIKLAD 1 (G. Sansone [31]).
Rovnica: "+ f(e)e' + 2 =0.
Predpoklady: (a) existuje §; < 0 < 82, ze f(z) < 0 na (61, é2),
' f(z) > 0 na (—o0, 8;) U (82, 00);
b2
(b) N = F(8;) — F(62) :/5 |f(z)]| de,
4N (zo+ N) < (F(z0) — F(82))? pre zo > 8, alebo F(+o0) = %oo.
Tvrdenie: Existuje aspoii jedno periodické rieSenie.
PRIKLAD 2 (Z. Opial [25]).

Rovnica: " + f(z)x' + g(z) = 0.
Predpoklady: (a) f(—z) = —f(z), g(—z) = —g(z), zg(z) > 0 pre kazdé z # 0;

o o [T 9(s)
b t 0aX >0 také, ds > F(z
(b) existuji a > 0 a ¥ > 0 také ze/O 17(e)] & = (4 )| ()]

pre 0 Sz L a.

Tvrdenie: Pre dostatoéne malé z(0) = zo, z'(0) = z{ je rieSenie z(t) periodické. Ak
miesto (b) plati

, T g(s) 1
) | e < g

tak pre fubovolné malé zg a z{ existuje neperiodické riesenie. Ak a = oo, tak periodické
rieSenie neexistuje.
PRIKLAD 3 (S. Lefschetz [16], X. Zeng [34]).
Rovnica: " + f(zx)z' +g(x) = 0.
Predpoklady: (a) f parna, f(0) <0

(b) g neparna, zg(z) > 0 pre ¢ # 0;

(c) existuje a >0,%¢ F(z)-(z—a) >0 prez>0auz#a,

F(z) monoténne rastie pre £ > a, F(oc0) = oo.

Tvrdenie: Existuje stabilny limitny cyklus.

PRIKLAD 4 (V. V. Nemickij, V. V. Stepanov [24], K. Wu [32]).
Systém: z' = p(y) — F(x), ‘
' Y =-9(z)
Predpoklady: (a) zg(z) >0 pre z # 0, G(£00) = oo;
(b) zf(x) < 0 pre |z| > 0 malé,
F(z) Z k pre z 2 a,
Fx) Sk <kprezx< —a; -
(©) yp(y) >0,y # 0, p(doo) =

Tvrdenie: Existuje periodické rieSenie.
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PRIKLAD 5 (S. Lefschetz [15]).
Rovnica: &' + f(x)z' + g(x) = e(l); e(t) periodické.
9(z)

Predpoklady: (a)

o T oopre |z| — oo
(b) existuje B > 0, C > 0, ze |F(z) — Cg(z)| £ B|z| pre vsetky z.
Tvrdenie: Existuje periodické rieSenie.
PRIKLAD 6 (S. Mizohata, M. Yamaguti [23]).
Rovnica: ' + f(z)z' + g(z) = e(?)-
Predpoklady: (a) existuje M > 0, ze |E(¢)]| =

t
/ e(s)ds
0
(b) F(£o0) = %oo;
(c) existuje 6 > 0, ze g(z)sgnz = 0 pre |z| 2 6.

< M pre vietky ¢ > 0;

Tvrdenie: Riesenia st ohranicené pre ¢ 2 0.

PrRIKLAD 7 (J. R. Graef [9]).

Rovnica: " + f(z)a' + g(z) = 0.

Predpoklady: (a) existuje k >0 a C > 0, ze zF(z) > 0 pre |z| 2 k;
(b) F(z) 2C >0 pre 2 2 k alebo F(z) £ —C < 0 pre z £ —k;
(c) zg(z) > 0 pre |z| 2 k;

+o00
(@ / (f(2) + l9(2))) d = oo,

Tvrdenie: RieSenia st v konecnej fdze rovnomerne ohrani¢ené. Ak miesto (c) plati
zg(z) > 0 pre = # 0, g spliia Lipschitzovu podmienku a naviac je f(0) < 0, tak
existuje netrivialne periodické riesenie.
PrikLAD 8 (J. R. Graef [9]).
Rovnica: z" + f(x)e' + g(x) = 0.
Predpoklady: (a) zg(z) > 0 pre z # 0;
(b) £(0) < 0, existuje k > 0, ze zF'(z) > 0 pre |z| Z k;
+oo
© [ U@ +lg@ds = 2.
0
Tvrdenie: Vsetky rieSenia osciluji.
Prikrap 9 (T. Hara, T. Yoneyama [10], [11]).
Rovnica: 2" + f(x)z' + g(z) = 0.

Zakladné predpoklady: zg(z) > 0 pre z # 0, F(0) = 0 a jednoznacnost rieSenia
Cauchyho tlohy.

Za dalsich predpokladov, hlavne za predpokladu zovseobecnenej symetrie, t.j.

F(G™Y(=P)) = F(g7'(B)) pre vietky f 20,
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pricom
G(z) = / lo(s)|ds,
0

dokazuje sa existencia periodickych rieSeni. Dalej sa stanovuji podmienky zarucujiice
existenciu oscilatorickych rieSeni, rovnomerna asymptotickd stabilita nulového riese-
nia, v konecnej faze rovnomerna ohranicenost rieseni.

PRrikLAD 10 (D. Hricisdkova, [12], [14]).
Rovnica: 2" + f(z)z' +g(z) =0,
f, g st spojité funkcie na R = (—o00, 00).
Predpoklady: zf(z) > 0, zg(z) > 0 pre kazdé z # 0.
Nech existuje £ > 1 a 0 < A < oo také, Ze je pre victky z € (0, A) .
ge) k-1
< F(z).
7w < e 1

Tvrdenia: Ak A < oo, tak existuje r (dost malé), ze v kruhu z% 4+ y? < r? neleii
uzavretd trajektoria (z(t),z'(t)) (t.j. periodické rieSenie) uvazovanej rovnice. Ak A =
= 00, tak rovnica nema ziadne netrividlne periodické riesenie.

Ako je vidiet z uvedenych prikladov, vysSetrovala sa zovseobecnend Liénardova
diferencidlna rovnica za roznych predpokladov, ¢o sa tyka znamienok funkcii f a g.
V mnohych pripadoch sa ziada zapornost funkcie f v okoli nuly a jej kladnost pre |z| >
> a. O funkcii g sa zvicsa predpokladd zg(z) > 0 pre |z| 2 d > 0, lebo to odpoveda
klasickej podmienke. Boli vSak vysSetrované 1 pripady, kedy miesto tejto podmienky
plati podmienka

zg(x) <0 pre velké |z|
(napr. R. Reissig [29]), alebo g(z) oscilatorickd (napr. F. Zanolin [33], J. Mawhin [20],
J. Mawhin, M. Willem [21]).

Este sa zmienime o zovSeobecneniach Liénardovej rovnice, resp. jej odpovedajiceho
systému. Vysetrované si pripady

2 = ply) - F(z),
'—y('t)y

<
I

resp.
2" =p(t) (p(y) = F(t,2,9),
¥ =—g(x) = P(t,z,y)

a tiez pripady takych systémov, kde z a y sii vektory (R. J. P. de Figueiredo [6], D. C.
Benson [2], W. Ding [7]).
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Prestavba systému védy
v novych zemich
Spolkové republiky Némecko

Jitka Brockmeyerovd-Fenclovd

Ke sjednoceni demokraticky a pluralisticky fizené Spolkové republiky Némecko
(BRD) a nedemokraticky a centrdlné fizené Némecké demokratické republiky (DDR)
doslo 3. 10. 1990. V nasledném integraénim procesu je za jednu z nejvyznamnéjsich
aloh pokladana pfestavba védeckého systému v novych spolkovych zemich.

Smlouvou o sjednoceni byla s okamzitou platnosti zrusena Akademie véd DDR
jako centralni Fidici instituce védy. Jiz v roce 1991 vznikla radikdlné odlisna nosna
struktura mimouniverzitniho vyzkumu a v roce 1992 byla dokonc¢ena strukturalni
pfestavba vysokého skolstvi. Bylo ukonceno Fizeni, pfi némz vzniklo nové védecké
spoleéenstvi prevodem odborné kvalifikovanych a minulosti nepfilis zatizenych védci
DDR. Byla ukonéena personélni prestavba a redukce mimouniverzitnich tGstavi. Cas-
te¢né vysledky ma jiz také personalni prestavba vysokych skol, véetné ustanovovani
univerzitnich profesorii z prevedenych vysokoskolskych ucitelt a védeckych pracovniki
Akademie. Soucasné probiha vnitfni strukturace vysokych skol a jejich védnich oborti.

Doc. RNDr. JiTkA BROCKMEYEROVA-FENCLOVA, CSc., (1926) je em. védeckd pracovnice
FU CSAV; D-91207 Lauf a. d. Pegn., Eichenhainstr. 40.
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