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VII. Akustika

Tim, Ze akustika pronikla do vSech oblasti moderni v&dy, je nékdy tézké vydélit ji
jako samostatné odvétvi fyziky. Obvykle je definovéna tak, Ze se zabyvd oblasti frekvenci
od 10™* Hz, coZ je zaddtek tzv. infrazvukové oblasti, do 10'* Hz, coZ jsou frekvence
tepelnych vibraci.

Ve fyzice kondenzovanych ldtek sc fonony ukdzaly byt duleZitymi nosi¢i energie,
dlouhé periody akustickych vibraci byly detegovdny na Slunci a §ifeni akustickych vin
v hlubokych vrstvdch ocednu na vzddlenost pfes tisice mil umozZiiuji komunikaci mezi
ponorkami a snad i mezi delfiny a velrybami. Byla vyvinuta novd zafizeni pro vyrobu
a detekci akustické energie v celém zminéném rozsahu frakvenci. Existence téchto zafi-
zeni vedla k celé fad€ rozmanitych aplikaci.

Obr. 34 ukazuje jednu z nov&jSich, ve které ultrazvuk (2.10* — 5.10° Hz) je pouZit
ke zviditelnéni vnitinich lidskych orgdnt. V tomto pfipad€ ultrazvuk nahrazuje rentge-
nové zdfeni a nemd pfitom Zddné neZzddouci vedlejsi Gcinky. Nejvétsim uspéchem bylo
ziskdni informaci o nespojitostech akustické impedance v m€kkych tkdnich, nap¥. pfi
vySetfovdani mozku, bficha nebo srdce, kde rentgenové zafeni neddvd Zddné nebo jen
malé rozliSeni. VyuZiti akustické holografie v takovémto nedestruktivnim zobrazovéani
vnitfnich &4sti lidského téla je zatim v poddtcich svého vyvoje, ale ddvd velké nadéje.
Obréatim se nyni k fyzice tekutin.

O geometrii laplasianu IT*)

-

Oldfich Kowalski, Praha

4. Spektrum Riemannovy variety

4.1. Viude v daliim budeme pfedpoklédat, Ze (M, g) je souvisld a kompaktni Rieman-
nova varieta. Laplasidn na varieté (M, g) chipeme opét jako linedrni diferencidlni
operator 4 : F(M) - F(M), kde #(M) je pre-Hilbertav prostor viech hladkych funkci
na M (viz odst. 2.6 pfedchozi &asti).

Spektrum Riemannovy variety (M, g) (oznadujeme: Spec (M, g)) je definovano jako
mnoZina vSech vlastnich hodnot operatoru 4, tj. jako mnoZina vSech &isel A € R, k nimZ
existuje nenulové funkce f € #(M) takovd, Ze Af = Af. KaZda funkce f € #(M) takova,
Ze Af = Af, e Spec(M, g), se nazyva vlastni funkce odpovidajici vlastni hodnoté A.
Vektorovy podprostor v #(M) tvofeny vSemi vlastnimi funkcemi odpovidajicimi A

*) Pokraovani z &isla 1/1981
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nazyvame vlastnim podprostorem odpovidajicim A a oznadujeme jej 2,(M, g). Kone&n&
podprostor ’

(4.1) M. g)= 3 PiM.9g)

A € Spec(M ,g9)

(tvofeny vSemi kone&nymi soudty vlastnich funkci) nazveme spektrdlnim prostorem
variety (M, g).

Vyjadfeni (4.1) je ortogonalnim rozkladem podprostoru (M, g) = %#(M) vzhledem
ke struktufe pre-Hilbertova prostoru #(M): pokud fe ?,,he 2, a A % u, potom
{f, h) = 0. Posledni tvrzeni si étenaf snadno odvodi z vlastnosti, Ze operator 4 je
samoadjungovany.

Nyni plati tato zakladni véta o spektru a vlastnich podprostorech:

Vé&ta. Nechf (M, g) je kompaktni Riemannova varieta. Potom

A. Spec (M, g) twofi posloupnost twaru {0 = Ay < A, < A, <...}, kterd md limitu
+ o0.

B. Pro kazdé A€ Spec(M, g) md vlastni podprostor Z,(M, g) konecnou dimenzi
(nad télesem redinych Cisel).

C. Spektrdlni prostor (M, g) je husty v F(M) ve smyslu stejnomérné konvergence
a (tim spise) ve smyslu normy pre-Hilbertova prostoru #(M). (Viz napi.[1].)

Z uvedené véty a ze znamych vlastnosti separabilnich Hilbertovych prostortt pak
dostavame ihned:

Diisledek. Prostor #(M) md ortonormdlni bdzi sloZenou z vlastnich funkci spektra
Riemannovy variety (M, g).

Presngji fe¢ero, bazi téchto vlastnosti ma Hilbertiv prostor Ly(M, g) viech funkci
integrovatelnych se &tvercem na (M, g) (podle pfisluiné objemové miry), ktery je zaplng-
nim prostoru % (M). Odtud vyplyva, Ze kaZdou funkci integrovatelnou se tvercem na
Riemannové variet& (M, g) Ize rozvinout v abstraktni Fourierovu fadu podle vlastnich
funkci pfislusného spektra laplasidnu. Obyc&ejné Fourierovy fady dostaneme v pfipadg,
kdy naSe Riemannova varieta (M, g) je jednotkova kruZnice S* v eukleidovské roving.*)

Ucinime je$té nékolik konvenci: ndsobnosti vlastni hodnoty A € Spec (M , g) nazveme
dimenzi vlastniho podprostoru Z;(M, g) (ktera je podle druhé &asti zdkladni véty
konednd). Vzhledem k prvni &asti véty miZeme viechny vlastni hodnoty o&islovat
celymi nezdpornymi Cisly a pouZivame pak zkraceného oznaceni:

P{M, g) = 2,(M, g); m;=dim Z(M,g).

Zde je ov§em m; nasobnost vlastni hodnoty 4;.
Priklad. Z Hopfovy véty (odst. 2.5) vidime, Ze (M, g) = R, a tedy m, = 1.

*) Funkce na S! jsou toti# ve vzdjemné jednozna¢né korespondenci s témi funkcemi na realné
ose R, které jsou periodické s periodou 2. Navic je kruznice S! s redlnou osou R lokdiné izometrickd
tedy obé€ variety maji ,,tyz‘‘ laplasidn, coZ je zdporné vzata druhd derivace podle délky oblouku,
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4.2. Necht 1;, i = 0,1,..., jsou vlastni hodnoty kompaktni Riemannovy variety (M, g)
a m; jejich ptislu$né nasobnosti. UvaZujme nekone¢nou funkéni fadu

(4.2) Z(M, g; 1) = Yme™H",
iso -

Plati tento zakladni vysledek:

Véta. Funkéni Fada (4.2) konverguje v intervalu (0, + o) a pFitom stejnomérné
v kazdém intervalu tvaru {t,, + ), ty> 0. Soucet Z(M, g; t) této Fady je klesajici
spojitd funkce takovd, Ze lim Z(M, g; t) = 1,1im Z(M, g; t) = + .
t—=++0

t—+ o
Funkce Z(M, g; t) se nazyvéa rozdélovaci funkce variety (M, g). S vyuZitim hofejich
vlastnosti funkce Z(M, g; 1) lze zcela elementarng dokazat: rozdélovaci funkce jedno-
znacné urcuje spektrum variety (M, g) véetné ndsobnosti vSech vlastnich hodnot.

4.3. Necht (M, g), (N, h) jsou dv& Riemannovy variety. Jejich direktnim soucinem
nazveme Riemannovu varietu (M x N, g x h) definovanou takto: Jestlize (M, g) je
dana jako hladkd podvarieta v R*** a (N, h) jako hladka podvarieta v R* **', potom
kartézsky soudin M x N lze evidentnim zplisobem popsat jako podmnoZinu
v R**"*EHK Tato podmnozina je opét hladkou podvarietou a jejim vloZenim do

RrHm *k+k je yréena prislusna Riemannova metrika g x h.

Pfiklady: Oby&ejna rotadni valcova plocha v R® se d4 jako Riemannova varieta
povaZovat za direktni soucin kruZnice a realné pfimky. Naproti tomu obycejny anuloid
(,,povrch pneumatiky*) v R? je sice topologicky direktnim soudinem dvou kruZnic, ale
neni to direktni souin ve smyslu Riemannovy geometrie. Pokud bychom sestrojili
,.,riemannovsky* soudin dvou kruZnic podle naSeho obecného predpisu, dostaneme
topologicky opét anuloid, ale tentokrat vioZeny do &tyfrozmérného prostoru R* a lokél-
né izometricky s euklidovskou rovinou. Tato Riemannova varieta se nazgva (dvoj-
rozmérny) plochy torus.

Pro direktni soudin Riemannovych variet se pomérné snadno uréi pfislusné spektrum
a rozdélovaci funkce, zname-li tyto udaje pro jednotlivé faktory:

A. Spec(M x N, g x h) je mnoZina vSech Cisel tvaru A + p, kde A€ Spec (M, g),
pe Spec (N, h). PFitom ndsobnosti vSech Cisel ze Spec (M x N, g x h) obdrZime tak,
Ze vSechna ¢isla A € Spec (M, g), u € Spec (N, h) nechdme probihat s pFislusnymi ndsob-
nostmi.

B. Z(M x N,g x h;1) = Z(M, g; 1) . Z(N, h; 1).

Poznamenejme, Ze tvrzeni B je okamZitym disledkem tvrzeni A. Velmi jednoduse se
téZz dokaze, Ze direktni soudin Riemannovych variet ma za své vlastni hodnoty vSechna
Cisla uvedena v tvrzeni A. Netrividlni je vSak diikaz toho, Ze na$ direktni soulin nemd
Zddné dalsi vlastni hodnoty — ten se opird o Stoneovu-Weierstrassovu vétu o algebrach
funkeci.

4.4. UkaZeme nyni, jak vypada spektrum nékterych jednoduchych Riemannovych
variet, zejména kompaktnich symetrickych prostori hodnosti 1 (srv. odst. 3.2. z prvni
&asti) a kompaktnich Riemannovych variet s nulovou k¥ivosti.
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A. Uvazujme jednotkcvou sféru S" = R"*'[xy,...,%,,1] urlenou rovnici (x,)*+
+...+(x,41)* = 1, a pfirozenou Riemannovou metrikou go. Spec(S”, go) je pak
mnoZina viech &isel tvaru A, = k(n + k — 1), k=0,1,2,,... Vlastni podprostor
2(S", go) ptislusny k 4 je tvofen viemi funkcemi na S”, které jsou restrikcemi homo-
gennich harmonickych polynomt stupné k definovanych v R***. (Polynom f v R"*! je
oviem harmonicky, kdyz ), 0*f/(0x;)* = 0.) Kone&n& pro k = 1, 2,... plati

=_—(n+k—2)(n—i—k-3)...(n+l)n

o (n + 2k — 1).

my

Péknou ilustraci téchto tdaji dostaneme v nejjednodussim ptipadé, kdy dimenze
n = 1. Zde miZeme prostor R*[xy, x,] interpretovat jako komplexni rovinu C[z],
v niZ je jednorozmérni sféra S' popsdna rovnici z = e, t € {0,2n). Prostor viech
komplexnich harmonickych polynomi v C[z] mé bazi {1, z, z, 2%, £%,...}. Pfechodem
k redlnym funkcim odtud snadno dostaneme vSechna zakladni fakta o existenci periodic-
kych feSeni klasické diferencialni rovnice d*ufdt* + Au = 0.

B. Redlny projektivni prostor (P(R),§,) je definovan tak, Ze na sféfe S" = R™*!
vezmeme vechny dvojice protilehlych bodd a ty budeme chéapat jako prvky naSeho
nového prostoru. Snadno Ize definovat jak pfislu§nou topologii prostoru P*(R), tak i jeho
Riemannovu metriku g, ktera je lokdlné izometrickd s metrikou g, sféry S". Pozname-
nejme, Ze (P*(R), §,) je neorientabilni*) varieta pro sudd n a Ze objem této variety je
roven poloving objemu variety (S, g,).

JestliZe na sféfe S” pfifadime kazdému bodu bod k nému protilehly, dostavame jistou
izometrii sféry, kterou nazveme involuce. Involuci zfejmé odpovida identickd transfor-
mace prostoru P*(R) na sebe. Kazd4 vlastni funkce variety (P*(R), §,) se nyni zfejm&
dostane z takové vlastni funkce variety (S”, g,), ktera je invariantni vzhledem k involuci
sféry. (UvEdomme si, Ze ob& variety jsou lokaln& izometrické a maji proto ,,tyZ* lapla-
sidn). Z piedeslého piikladu pak vidime, Ze kaZd4 vlastni funkce na (P"(R), §,) se dostane
restrikci z nékterého homogenniho harmonického polynomu v R**?, ktery je invariantni
vici stfedové symetrii prostoru R**! podle pocdtku. Tuto vlastnost oviem maji pravé ty
homogenni polynomy, které jsou sudého stupné.

MiZeme tedy u€init zavér, Ze vlastni hodnoty a jejich ndsobnosti pro varietu
(P'(R),§o) dostaneme z pFislusnych udajiz pro varietu (S, go) uvedenych v prikladé
A, jestliZe se omezime na sudé indexy 2k, k = 0.

*) Hladk4 varieta M < R"*¥ se nazyva orientabilni (neboli schopnd orientace), jestlize v ka*dém
jejim bodg x lze zvolit n&kterou orientaci te€ného prostoru M, (viz odst. 2.3) tak, aby vysledné ,,pole
orientaci‘* bylo na M spojité. Posledni vlastnost lze pfesn€ vyjadfit napiiklad takto: Pro kaZdou
lokdlni soufadnicovou soustavu (¢4 ,...,,) definovanou na souvislé podmnoZiné U < M jsou soufad-
nicové vektorové baze {dp[dt,,...,9p[dt,} v pfisluinych te¢nych prostorech bud viechny kladné,
nebo viechny zadporné vzhledem ke zvolenym orientacim. (K definici soufadnicovych bézi viz odst.
1.3))

Ve specidlnim pfipadg, kdy je ddna n-rozmérné hladké varieta M v prostoru R**1_ je orientabilita
ekvivalentlni s existenci spojitého (nebo hladkého) pole jednotkovych normilovych vektort podél
Mv R
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C. Komplexni projektivni prostor (P*(C), §,) se definuje takto: uvaZujme komplexni
kartézsky prostor C"*!, ktery ztotoZnime s redlnym kartézskym prostorem R?"*2
prostfednictvim zobrazeni

(xl + iyla"'sxn+1 + iyn+1)H(x1’ yl""’xn+1’ yn+1) .

Na C**! je definovana operace nasobeni komplexnim &islem (po slozkach), specialng
pak operace ndsobeni komplexni jednotkou. Vsechny komplexni jednotky se ovSem
zobrazuji na jednotkové kruznici S' v komplexni roving C. MiZeme tedy fici, Ze kazdé-
mu bodu x € S pislusi n&kterd transformace komplexniho prostoru C*** atim i trans-
formace realného euklidovského prostoru R*"*2, kterd je ovSem izometrii. P¥i téchto
izometriich se zachovava sféra S*"*1 o rovnici

n+1

igl(xi)z + () =1.

Tedy kruZnice S reprezentuje jistou grupu izometrif sféry S*"*!. Nyni prostor P*(C)
budeme definovat jako faktorovy prostor S***![S', tj. prostor orbitl zmin&né grupy
izometrii. KaZdému bodu prostoru P(C) takto odpovida jistd hlavni kruZnice sféry
S2"*1 (jde o tzv. Hopfovu fibraci). Metrika g, prostoru P"(C) je odvozena z metriky
go sféry S?"*! takto: JestliZe p € P"(C) je pevny bod, kterému v S>*** odpovida kruZnice
k, potom za tecny vektor v p € P"(C) prohlasime soustavu te¢nych vektort sféry S2#+!
v bodech kruZnice k, které jsou kolmé na tuto kruznici a pfechazeji jeden v druhy pfi
transformacich grupy S*. Skaldrni soucin dvou tednych vektord v bod& p € P"(C) pak
definujeme jako skalarni soudin libovolnych jejich reprezentantl sestrojenych v témZze
bodé€ kruZnice k.*)

Poznamenejme, Z¢ metrika g, méa nekonstantni (kladnou) sekciondlni k¥ivost —
souvislost této metriky s pfirozenou metrikou g, sféry S>"** neni tak jednoduch4, jako
byla v ptfipadé redlného projektivniho prostoru P*(R). Pokud viak jde o objem, plati
intuitivné zfejma formule:

Vol (P"(C)) = Vol (§?"*1, g,)[Vol (S, g) -

O vlastnostech spektra nyni plati:

Spec (P*(C), go) je mnoZina vech Cisel 4, = 4k(n + k), k = 0; ndsobnosti jsou ddny
vzorcem

iy = n(n + 2K) [n(n + 1)...,(: + k — 1)]2, k1.

Zplsob odvozeni je podobny jako v pfedchozim pfikladé: Je tfeba urdit ty homogenni

*) Vynechdvame oviem Fadu dalezitych detaild, jako napiiklad diikaz toho, Ze P"(C) ma strukturu
hladké variety. K tomuto dikazu je nutno pouZit abstraktni definice hladké variety a pfimé modelo-
vani pomoci podvariet euklidovskych prostort je nam zde malo platné. Tento ptiklad je dobrym
argumentem do metodické diskuse o tom, zdali se cela teorie diferencovatelnych variet d4 nebo neda
vykladat jako teorie jistych podmnoZin euklidovskych prostori.
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harmonické polynomy v R?"*2, které jsou invariantni vzhledem k operaci grupy izo-
metrii S*; vlastni funkce na (P*(C), §,) se pak uréi jako restrikce takovych polynomi
na sféru §%"*1.

Poznidmka. Pfesné obdobné, jako jsme definovali komplexni projektivni prostor,
se definuje kvaternionovy projektioni prostor. Zde se vSak vyjde od kvaternionového
kartézského prostoru Q"*!, ktery ztotoZiiujeme s redlnym kartézskym prostorem R****
a na kterém operuje grupa S> jednotkovych kvaternionti. Vysledny model je ,,Hopfova
fibrace jednotkové sféry S*"*3 na 3-rozmérné jednotkové podsféry.«

D. Budeme nyni obecné definovat dulezité Riemannovy variety, kterym fikame
ploché torusy (srv. 1€Z odst. 4.3). Jsou to orientabilni kompaktni Riemannovy variety
s nulovou sekcionalni k¥ivosti. (Jim odpovidajici neorientabilni kompaktni Riemannovy
variety se nazyvaji ploché Kleinovy ldhve.)

V n-rozmérném euklidovském prostoru R” vezmeme libovolnou vektorovou bazi
{f1s....f.}. Necht I' je (diskrétni) podgrupa v R" generovana vektory f,....f, a uvazuj-
me faktorovy prostor R"[I'. Tento prostor Ize popsat jako Riemannovu varietu lokdlné
izometrickou s euklidovskym prostorem R" a homeomorfni s kartézskym soucinem
S' x ... x S n kruZnic. Aviak pro dv& rtzné baze {f,,....f,}, {f1.....f,} nejsou
obecné dvé takové variety spolu izometrické. .

Necht dale {¢',..., &"} je baze linearnich forem v R”, ktera je dualni k vektorové
bazi {f,,...,f,}. Oznadme I'* aditivni grupu viech linearnich forem tvaru Y c;&', kde

€q,-.., C, probihaji vSechny celoCiselné hodnoty. Dale definujme normu lél libovolné
linearni formy ¢ takto:

&P = Y(&(e))s
kde {e,,..., e,} je libovolna ortonormdlni vektorova baze v R".
Nyni plati:

Véta. Nezdporné Cislo A patii do spektra Spec(R"[T, g,), prdvé kdyZ existuje
linedrni forma &eT* takovd, fe A = 4n|¢|*. Ndsobnost kazdé vlastni hodnoty A je
rovna poctu vSech takovych linedrnich forem.

Poznamenejme, Ze vlastnim funkcim na n-rozmérném plochém torusu odpovidaji
v klasické teorii m-nasobné periodické vlastni funkce laplasianu v euklidovském
prostoru R".

4.5. Jednou ze zakladnich otdzek teorie spektra laplasianu je: do jaké miry urcuje
spektrum Riemannovy variety spolu s pFislusnymi ndsobnostmi geometrii této variety.
Bude napriklad kaZdd Riemannova varieta jednoznaéné urdena svymi spektrdlnimi
vlastnostmi aZ na izometrii?

Uvedeme pro ilustraci né€kolik specialnich vysledk:

(i) Riemannovy variety (S?, g,), (P*(R), o) a libovolny dvojrozm&rmny plochy torus
(R?IT, go) jsou jednozna&né ureny (aZ na izometrii) svymi spektry a jejich ndsobnostmi.

(ii) Riemannovy variety (S3, g,) a (P3(R), §,) jsou jednozna&né uréeny (aZ naizometrii)
svymi spektry a jejich nidsobnostmi. '
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Na otdzku o jednoznaéném uréeni Riemannovy variety z jejich spektralnich vlastnosti
je vsak obecné tfeba odpovédét zaporné€. Prvni protipfiklad nalezl v Sedesatych letech
John Milnor. Nasel dva ploché torusy dimenze 16, které maji stejna spektra véetné vSech
pfisluinych néasobnosti, ale nejsou spolu izometrické (jsou oviem stale je§t€ lokalnd
izometrické). K dikazu byly pouZity hluboké klasické vysledky teorie moduldrnich
forem.

Poznamenejme, Ze problém uplaé charakterizace pomoci spektralnich vlastnosti
zlistava otevieny i pro tak specidlni podtfidu, jako jsou ploché torusy dimenze 3.

5. Geometrické véty o prvni nenulové vlastni hodnoté

Uvedeme zde bez dikazu nékolik vét davajicich hluboké souvislosti mezi vlastni
hodnotou A; a lokalnimi, resp. globalnimi geometrickymi vlastnostmi kompaktni
Riemannovy variety.*)

Véta A. Lichnerowicze. Necht (M, g) je kompaktni Riemannova varieta di-
menze n s kladnou Ricciovou krivosti, tj. necht islo Qmin definované vzorcem Q. =
= min{o,(u, u)|x e M, ue M, |u| = 1} je kladné. Potom pro proni nenulovou vlastni
hodnotu variety (M, g) plati

(5.1 A= o
n—1

Véta M. Obaty. Necht pro varietu (M, g) plati ¢ui, > 0, pFicem? nerovnost (5.1)
prejde v rovnost. Potom je varieta (M, g) izometrickd jednotkové sfére v eukleidovském
prostoru R**1,

Prvni véta J. Cheegera. Nechf (M, g) je kompaktni Riemannova varieta s ne-
zdpornou sekciondlni k¥ivosti .a necht diam (M, g) oznacuje primér variety (M, g),
tj. supremum vzddlenosti vSech dvojic bodii na M. Plati nerovnost

n—1
we—t 13 _ 1 )
4(n + 2)° n+2] [diam (M, g)]

Druh4 v&ta J. Cheegera. Nechf (M, g) je kompaktni Riemannova varieta. Necht

€ oznacluje mnoZinu viech podvariet S = M o jednicku niZsi dimenze, které rozdéluji
(M, g) na dvé oteviené podvariety My, M, se spole¢nou hranici S. Polofme

b= inf Vol (S) .
se min [Vol (M), Vol (M,)]

Potom A, = h*[A.

*) Plvodni znéni uvedené v [2] bylo autorem po formalni strance pfepracovano.
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6. Rovnice vedeni tepla na varieté a spektralni geometrické invarianty

6.1. Necht je opét (M, g) kompaktni Riemannova varieta a A pfislusny Laplacetiv
operator. Tepelnym operdtorem na (M, g) nazveme diferencidlni operdtor L= 4 +
+ 0/ot definovany na Riemannové variet& (M, g) x (0, + oo) (tj. na prostoru #(M x
x (0, + o)) viech hladkych funkei u(x, t), x € M, t € (0, + o0)). Diferencilni rovnici
Lu = 0 nazveme strucng tepelnou rovnici na (M, g). Pfesn&ji fe€eno, jde o rovnici vedeni
tepla na variet¥ (M, g) uvaZované jako homogenni t&leso nemajici vnitfnich zdroji
tepla a izolované od prostfedi.*) Budeme se pak zajimat pouze o hladka feSeni této
rovnice. Pov§imnéme si ovSem, Ze nd§ pojem feSeni v sobé explicitné nezahrnuje ,,po-
dateCni stav* t = 0, o jehoZ charakteru neni a priori nic fedeno. V dal§im se budeme
zajimat jen o feSeni, ktera jsou uréena nékterym pocCateénim stavem.

Pfedpokladejme nejprve, Ze poCatedni rozloZeni tepla na variet (M, g) v Sasovém
okamzZiku t = 0 je popsano hladkou funkci f. Po¢ateénimu stavu f pak odpovida jediné
hladké feseni f(x, t) tepelné rovnice, které formalné zapisujeme ve tvaru f(x,t) =
= exp (—14) (f). Symbol exp (—t4) se pfitom nazyva evolucni operdtor. Smysl tohoto
zapisu je v tom, Ze pokud na (M, g) konverguje formdini mocninna fada

+ n n
6.1) exp (—id)(f) = ¥ =04

i=0 n!
(kde 4™ oviem oznaluje n-tou iteraci laplasidnu 4), pak jeji soulet je poZadovanym
hladkym feSenim tepelné rovnice s po¢atednim stavem f. (Ctenaf si posledni tvrzeni
snadno ov&H.)

Poznamenejme, Ze evoludni operator exp (—t4) miZe byt spojité prodlouZen z prosto-
ru #(M) viech hladkych funkci na prostor viech distribuci na varietd (M, g). DileZité
pfitom je, Ze i k takovému pocateénimu stavu, ktery neni funkei, ale pouze distribuci,
dostaneme takto hladké feSeni tepelné rovnice pro ¢t > 0.

DokaZeme si nyni tento jednoduchy vzorec svazujici rozdélovaci funkci variety
(M, g) s jejim evolugnim operatorem:

(6.2) Z(M, g; 1) = tr (exp (—t4)), te(0, + ),

kde pro kaZdé t > 0 chapeme evoluéni operator jako linearni endomorfismus prostoru
F(M) a ,,tr oznaduje stopu piislu§ného endomorfismu.

Necht {¢;} je ortonormalni baze prostoru #(M) sloZena z vlastnich funkci laplasidnu
4. Potom pro kazdé j mame rovnost tvaru 4¢; = p;p;, kde p; postupné prob&hne
viechny vlastni hodnoty ;e Spec (M, g) s pfislusnymi ndsobnostmi m;. Déle podle

(6.1)

a odtud
(6.3) tr (exp (—t4)) = Ye " = Z(M, g; 1),
Jj

coZ bylo tfeba dokazat.

exp (—td)(p;) = e #' . @;

*) Je tfeba pfipomenout nasi konvenci o znaménku laplasidnu 4.
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6.2. Fundamentdlnim FeSenim tepelné rovnice na (M, g) nazveme funkci E(x, y, t) €
e F(M x M x (0, + o)), kterd spliluje tyto podminky:
(i) Pro kazdé x € M je LE(x,+,+) = 0, tj. E(x, y, t) je feSenim tepelné rovnice vzhledem
k proménnym ye M, te (0, + o).
(ii) lim E(x,-,f) = 8,(= Diracova mira v bodé x) pro kazdé x e M. Druh4 vlast-
t—++0

nost znamend, Ze pro kaZdé pevné x € M a kaZdou spojitou funkci ¢(y) na M plati

lim f E(x, y, 1) o(y) dv, = ¢(x) .

t= +0

Poznamenejme, Ze fundamentalni feSeni je vlastné jistd soustava feSeni tepelné rovnice
parametrizovand pomoci bodi variety M. Pro kaZdy bod x € M vychdazi pfislu$né feSeni
E(x. -+, +) tepelné rovnice ze singuldrniho stavu, kdy je v okamZiku t = O veskeré teplo
soustfedéno v bod¢€ x.

6.3. Z klasické teorie je dobfe zndmo, Ze pro euklidovsky prostor R” (tentokrat jde
o nekompaktni Riemannovu varietu!) existuje jediné fundamentalni feSeni tepelné rov-
nice, a to

(6.4) E(x, y, 1) = (4nt)™"/2 e~ @04 x y e R te(0, + ),

kde d(x, y) oznaduje vzdalenost bodil x, y. Poznamenejme, Ze &iselny koeficient vychazi
z podminky (ii) pro fundamentélni feseni.

Ptame se nyni, zdali existuje fundamentalni ¥eSeni tepelné rovnice pro ka¥dou kom-
paktni Riemannovu varietu (M, g) a zdali je 1ze vyjad¥it formuli, kterd by vhodnym
zpisobem zobeciiovala vztah (6.4). Uspokojivou odpovéd dava tato véta:

V&ta. (Minakshisundaran-Pleijel). Pro kafdou kompaktni Riemannovu varietu
(M, g) (dimenze n) existuje jediné fundamentdlni FeSeni tepelné rovnice a pro toto Feseni
plati asymptotickd formule

E(x,y, 1) ~ (4nt) ™2 e” PN (y (e, p) + uy(x, ) 4o + wx y) 2+ L),
t>+0
(6.5)
kde ufx, y) e F(M x M) pro i =0,1,... ad(x,y) oznacuje riemannovskou vzddle-
nost dvou bodii na (M, g).

Pro vypolet pfisludnych funkci uy(x,y) existuji pomé&mé& jednoduché rekurentni
formule. Ale potinaje jiz funkci u,(x, y) se vypolty stavaji znaéng komplikovanymi
z Cisté technické stranky.

6.4. Uvedeme jesté vzorec, ktery svazuje rozd€lovaci funkci variety (M , g) s fundamen-
talnim feSenim piislusné tepelné rovnice:

(6.6) Z(M, g5 1) = f E(x, x, f)dv.
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Ndstin ditkazu: Necht {¢;} je op&t ortonormalni baze prostoru #(M) sloZena z vlast-
nich funkci variety (M, g). PoloZme

(6.7) E(x, y, 1) = JZe“‘“ @,(x) o,(»),

kde kaZdé p; je vlastni hodnota piisluina k vlastni funkci ¢; a kazda vlastni hodnota
A; € Spec (M , 9) je takto probihéna s nasobnosti m;. Formdlné je velmi snadné ukazat,
Zze funkce &(x, y, ) je fundamentilnim feSenim tepelné rovnice — to predkladame
Ctendfi jako cvifeni. (ObtiZné je pouze dokazat korektnost vSech potfebnych operaci,
mj. konvergenci fady (6.7).) Podle vySe uvedené zékladni véty musi platit &(x, y, 1) =
= E(x, y, t) a s vyuZitim (6.7), (6.3) dostavime

f E(x, x,1) dv = Ze_”ﬂf 9i(x)dv = Fe™ [lg,? = Yo = Z(M, g 1),
M J M J J
coz bylo tfeba dokazat.

Dosadme nyni do asymptotické formule (6.5) rovnost x = y. VyuZijeme-li identity
d(x, x) = 0, dostavame

E(x, x,1) ~ (4nt)™"2 (uo(x, x) + uy(x, x) ¢ +...)
t-+0

a po integraci obou stran dava vzorec (6.6)

(6.8) Z(M, g; 1) = Ye ™' ~ (4nt)™"2 (ag + ast + ... + @t + ...),
7 £ +0
kde
(6.9) a =j w(x,x)dv (k =0,1,...).
M

Ze vztahu (6.8) vidime, Ze koeficienty ao, ay,... jsou spektrdlni invarianty, tj. zavisi
pouze na spektralnich vlastnostech kompaktni Riemannovy variety. Na druhé stran&
McKean a Singer [6] ukazali, Ze funkce uy(x, x) jsou polynomiélni funkce sloZek
tenzoru kfivosti R a jejich postupnych kovariantnich derivaci. (Tohoto poznatku lze
vyuZit i p¥i praktickém pogitani.) Lze tedy intuitivng ofekavat, Ze invarianty a,, ay,...
by mohly mit rozumny geometricky smysl. Tim jsme se dostali k vyvrcholeni celé nasi
pfedchozi teorie.

Pozndmka. Pfechodem k asymptotickému rozvoji ve vzorci (6.8) se ztraci urditd
faktickd informace o spektru pfislusné variety. Napfiklad se snadno dokéZe, Ze pro kazdy
plochy torus je asymptoticky rozvoj trivialni, tj. plati a; = a, = ... =g, = ... =0
a a, je rovno objemu rovnob&Znosténu sestrojeného na vektorové bazi {f,..., f,} (viz
odst. 4.4, ast D). Tedy asymptoticky rozvoj tém&f nerozli§uje ploché torusy, zatimco
spektra téchto torusit mohou byt pfitom velmi rliznoroda. Ztrata informace je vSak
celkové vynahrazena ,,geometrickym utfidénim** zbyvajici informace, jak uvidime v dal-
§im odstavci.
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6.5. UkaZeme nyni n&které geometrické aplikace vzorce (6.8) a vyznam nejjednodussich
spektralnich invariantd.

Veéta A. JestliZe dvé kompaktni Riemannovy variety maji totéZ spektrum (véetné’
pFislusnych ndsobnosti), potom maji tutéZ dimenzi.

Dikaz. Cislo dim M/2 udavé ¥ad, se kterym funkce Z(M, g; t) roste polynomialn&
k + oo kdyzt - + 0.

Véta B. Plati formule a, = Vol (M, g). Jestlize dvé kompaktni Riemannovy variety
maji stejnd spektra, potom maji v disledku toho tyZ objem.

Véta C. Plati formule

a,; = %f 7(x) dv,

kde t (x) oznacuje skaldrni kfivost variety (M, g) v bodé x.

Tato véta ma velmi zajimavou aplikaci v pfipadé dvojrozmérnych Riemannovych
variet. Jedna ze zdkladnich vét teorie diferencovatelnych variet fika, Ze hladka varieta
pfipousti hladkou triangulaci. V pfipadé dvojrozmérné hladké variety je takova triangu-
lace pokrytim variety kfivodarymi trojuhelniky (homeomorfnimi s oby&ejnymi rovin-
nymi trojihelniky), z nichZ kazdé dva bud maji prazdny prinik, nebo maji pravé jednu
spoleénou stranu nebo pravé jeden spoleény vrchol. Nyni Ize ukézat, Ze vyraz

yM)=V—-H+S,

kde V oznaduje pocet vrchold, H podet hran a S podet stén triangulace, je tyZ pro jakou-
koliv triangulaci téZe kompakini orientabilni dvojrozmérné variety M. Vyraz y(M) je
dokonce stejny pro dvé navzajem homeomorfni variety a nazyva se Eulerova charakte-
ristika variety M. (V algebraické topologii se oviem Eulerova charakteristika studuje
v podstatn& obecn&jsi situaci.) Je znamo, Ze napfiklad Eulerova charakteristika dvoj-
rozmérné sféry je rovna dvéma, zatimco dvojrozmérny torus ma Eulerovu charakteristi-
ku rovnou nule. Nyni klasicka Gaussova-Bonnetova véta fika, Ze pro kaZdou kompaktni
orientabilni dvojrozmérnou Riemannovu varietu (M, g) plati

1

UM) = aj K(x) dv,

kde K(x) je Gaussova kfivost (viz odst. 1.5 z prvni &asti). Dale mame (viz konec odst.
1.6) 7(x) = 2K(x). Odtud a z véty C konetn& dostavame:

Dusledek. Pro kaZdou kompaktni orientabilni dvojrozmérnou Riemannovu
varietu M plati a; = (2n[3)y(M). JestliZe dvé takové variety maji stejnd spektra, potom
maji i tutéZz Eulerovu charakteristiku.

Vzorec pro dalsi koeficient a, uvadime bez komentafe:

Véta D. Plati formule

1
= — | (R} = 2]e]? + 5¢%) dv,
o = 255 [ ClRp - 2laf + 52y av
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kde ]RI, IQI oznacuji velikost tenzoru kfivosti a Ricciova tenzoru, tj.

IRIZ(X) = . kil:lgx(R(ei’ ei) €k el)z ’ |QI2(J€) = . i . Qx(ei, ej)z

1, Js Ky LJ=

pro libovolnou ortonormdlni bdzi {e,,..., e,} v uvaZovaném bodé x e M, a t oznacuje
skaldrni kfivost.

Kone&n& koeficient a; urdil poprvé T. Sakai [8]. Ukazal, Ze pfislusnd funkce us(x, x)
je linedrni kombinaci (s racionalnimi koeficienty) 17 dosti komplikovanych geometric-
kych invariant, které se nazyvaji riemannovské invarianty rddu 6. Zde veskeré snahy
o explicitni vypolet daliich koeficientf (rozumi se v pIlné obecnosti) skongily a pozornost
se obratila k uZite¢néj$§im a perspektivnéj$im otazkam.

Vypodétené invarianty aq, a; a a, spolu s dal§imi geometrickymi poznatky staéi
v kaZdém p¥ipad® k tomu, abychom naptiklad dokézali, 7e Riemannovy variety (S2, g,),
(> 90), (PX(R), go) a (P*(R), go) jsou jednoznagn& ureny (aZ na izometrii) svymi
spektry.

6.6. Existuje zajimava analogie mezi fundamentalnim feSenim tepelné rovnice a vzorci
pro objem geodetické sféry, resp. geodetické koule na analytické Riemannové varieté.
A. Gray a L. Vanhecke [5] ukézali, Ze pro objem geodetické sféry S"~(x; r) analytické
Riemannovy variety plati tento rozvoj v mocninnou fadu podle pfisluSného poloméru
r>0:

Vol (S~ (x; 7)) = wr" (1 + by(x) r* + by(x) r* +...).

Zde w oznaduje objem (n—1)-rozmérné jednotkové euklidovské sféry. Je zajimavé, Ze
nap¥. koeficienty by(x), b(x) a bs(x), uréené Grayem a Vanheckem, maji iplng analogic-
kou stavbu jako p¥isluiné funkce u,(x, x), u,(x, x) a u(x, x) asymptotického rozvoje
funkce E(x, X, t). Jsou to linedrni kombinace naprosto stejnych geometrickych invarian-
th a li8i se navzajem jen numerickymi koeficienty. Navic pfi vypoctu jedné série funkci
lze vyuzit jiZ znamého vyjadfeni pro druhou sérii funkci a naopak. Zdali vSak jde o po-
dobnost &isté formalni nebo zdali to v§e ma néjaky hlubsi smysl, neni autorovi zndmo.
K hoftejsi problematice viz téZ &lanek autora [7].

6.7. Poznamka na zavér. Clanek zdaleka nezahrnuje piehled nejnovéjsich vysledki
v geometrii laplasianu. Vyzkum se v posiednich letech soustfeduje na otazky, které vy-
Zaduji hlubsi znalosti z globélni diferencidlni geometrie, jako jsou napfiklad spektra
laplasidnu pro diferencidlni formy na varietich nebo obecnéji, spektra eliptickych
diferencialnich operatort na fibrovanych varietach. Autor se imyslné vyhnul ve svém
popularnim pfispévku témto dosti komplikovanym zileZitostem. (Viz napt. [3], [4].)
Lze doufat, Ze &tenaf z autorova vykladu mohl ziskat dojem, Ze problematika geometrie
" laplasianu je dostate¢né %iva a zajimava.
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150 rokov od objavu
elektromagnetickej indukcie

Rudolf Zajac, Bratislava

Pred 150 rokmi, 29. augusta 1831 objavil Michael Faraday elektromagnetickl induk-
ciu a vytvoril tak predpoklady pre novu éru v dejinich techniky a energetiky, éru
elektrifikicie. Z hladiska dejin fyziky zavi§il tymto objavom experimentalnu zikladiiu
elektrodynamiky.

Ak jeho predchodcovia ukdizali, Ze elektrické prudy vyvoldvaji magnetické ucinky,
M. Faraday dokazal opak: pomocou stalych magnetov alebo elektromagnetov mozZno
vo vodi¢och indukovat elektrické pridy. Keby nebol urobil viac, delil by sa rovnakym
dielom s A. M. Ampérom (a jeho suSasnikmi H. Ch. Oerstedom, J. B. Biotom a F. Sa-
vartom) o objav elektromagnetizmu.

Faraday v8ak zohral v histdrii fyziky este aj inti ulohu. Bol prvy, éo opustil Newtono-
vu schému okamZitého silového pdsobenia na dialku a polozil zdklady tedrie elektro-
magnetického pola. Prostriedkom, ktorym preniesol silové pdsobenie elektricky nabi-
tych diskrétnych hmotnych bodov alebo elementov vodi¢a pretekanym priidom do
priestoru, do pola, kde uZ niet okamZitého pdsobenia na dialku, boli siloiary, ktoré -
zaviedol do nduky o elektrine a magnetizme. Pole, ktoré zaviedli francuzski matematici
18. storodia ako matematickt konstrukciu, stalo sa vo Faradayovom ponimani fyzikal-
nou realitou.
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