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POKROKY MATEMATIKX FYSIKY A ASTRONOMIE
’ ’RoCle IV — &IsLO 2

_MATEMATIKA -

KUZELOSEGKY -
Dr KareL SINDELAR '

Necht v rovind je dana afinni soustava soufadnic s redlnym poéé.tkem 0
a 8 redlnymi jednotkovymi ;Vekbory ] ],, jet spliiujf jen tu podminku, Ze js( u
* linedrnd nezavislé, tedy nekolinearni. UvaZovand rovina necht je roziifens
re4lné rovina, mezi jejit objekty pat¥f i i)ody a vektory s komplexnfmi sou-
fadnicemi, jeZ jsou viak imagindrni, ]e-h lma,glné.rni a.spoﬁ ]edna, ]ejlch sou-
Yadnice.

* Kvadraticky mnohoélen

, F(z\y) = @ + 20,50y + aay? + 2b;=c A+ 2by +¢, ()
kde asponi jeden z koeficientit p¥i kvadratickych élenech, tedy aspoii jeden
z &fgel a,y, ay4, @4y j€ rizné od nuly, pfifazuje kaidému bodu [& 5] v-rovind
jediné &islo F'(&, 5), tedy vytvaH kvadratickou funkdi v roving.

Detinjce 1. KuZeloseCkou (Earou druhého atupné ) nazyvdme mnofinu takovjch
bodw [£,%] (redlnych a imagindrnich), mni dany kvadmtwky mnokoélen (1)

pfifazuje &slo nula. - \

Rovmce této ¢ary je pak rovnice. , ' '\' »

% + 20,52y + Ay0y? +2b1x+2bz3/+c—0 " (2)-
a oviiem ka%d4 rovnice, ktera je s nf ekwvalentnl tj. které, vzmkne z rovnice (2)
vynésobenfm &fslem p + 0.

Poznédmka. Snadno lze ukézat, Ze zvolime-h WIOVins j ]mou afinnf soustavu
soufadnic, zm&hf se koeficienty v rovnici kuieloseéky, ale nezménf se’ jej
stupeil; rovnice ziistane kvadraticks.

Pro poznéni vlastnosti kuZelose¢ky je dileZity nejen kvadraticky mnohoélen

(1) na levé strané jeji rovnice (2), nybr# i dalif tfi mnohoéleny, nejvy3e linedrni,
.z nichZ prvni dva jsou poloviéni parclé,lni denvace mnohoélenu (1) podle z,

resp. y jako nezévisle proménné: 4 .
| Fl(x Y) =anr + 5y + by, F:(Z y) = a.,,x+a,,y+b,, o
Py, y) =bx + by +c, e '(3), A

tak zvané mnohoéleny adjugované (pfidruZené) k- mnohoélenu (l)
Dosazenim g presvéddime, %e plati identicky rovnice

F(z,y) = aFy(z,9) + vFy@,9) + Fad 9, @
a dé.le i i (
N tFiw9) +1Fue ) + Fwy =
=aFy&n) + Rk + B . @)
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Vyraz na levé, a tedy i na pravé strand rovnice (5) budeme struéné ozna.éo
vat F(zx, y; & n), ‘takye plat{ rovnd identicky |

| F@y&m) =FEmay). S (e
Deﬁnice 2. Bod Plz, y], jeho¥ soutadnice 'vyhovu;i rovnickm

aux+a‘my+b1—0 “1ax+“say+ba—0 b¢x+ba.’/+0—0 ()7)

 8e nazgjvd singuldrni bod lcuieloset‘,'lcy (2). Smér vektom V(vl, v,), jeho¥ soui ife
vyhovuji rovnictm - . :

a0 + au”n’ =0, a'u”l + %s?’n =0,/bv, 4+ bgvy =0, (8)

se nazyvd .smguldmi smér kuseloselky (2 ), vektor V pak jeji singuldrni vektor.
Poznémka. Z identity (4) plyne, e ka¥dy singulérni bod kuZelose¥ky je
jejim bodem. Ale naopak kaz ybodknieloseéky nenf jejim bodem singuldrnim.

‘Definice 8. Bod kuselosetky, kiery meni jejt bodem smguldrntm se nazyvd bod
reguldrni kuZelosecky.

Deﬁ;uce 4. KuZeloseka, kterd md aspoﬁ 7eden mnguldmi bod nebo smér, se
nazyvd singuldrni; kaZdd 7md kuZeloselka se nazgjvd reguldrni.

O tom, ke kterému z obou druhd pat¥f kuZelosetka dang rovmicf (2), roz-
hodneme nejrychleji pomocf determinantu 3. stupng

@1 @yg by
@13 Ags Oy

, ’ bl Iy C
~zvaného diskriminant mpnohodlenu (1) z levé strany jeji rovnice.

Vita 1. KuZeloselka (2) je simguldrni prdvé tehdy, je-li diskriminant (9) / :
{mnohoblenu (1) rovny nule; jinak je reguldrni. ,
Dukaz. Je-li determinant A rovny nule, je hodnost 4 rozﬁﬁ‘ené matice
soustavy .(7) nejvySe dvé. Ozmadime-li A hodnost nerozéﬁ'ené matice této
soustavy, mohou nastat tyto ¥i p¥pady: .

R=LK =1 h=2K=2% h=1K=2

\4 rvnich dvou pﬂpadech mé soustava (7) feleni podle Frobemovy véyy, '
takie kuzelosedka (2) m4 aspoii jeden singuldrni bod, v prvnim pi'ipa,dé dokonce
celou piimku singulérnich bodi.

-V prvnim a ve tietim p¥{padé ma soustava rovnic (8) nenulové fedeni, take
kuieloseéka, (2) m4 singul smér.

Jeli A +0,jeh’ =3ah=2, takze kuieloseéka. (2) nemé ani amgulé.mi

~ bod ani smgulami smér. -

Definice 5. Hodnostt kuZelosedky (2) nazg/vd,me hodnost diskriminanin (9) ‘
mmnohoblenu (1).

Vita 2. Regulami kuselosetka md hodnost 3 singuldrnt kuZelosetla md hodnost
. 2 nebo 1. Ma-li hodnost 2, md bud jediny mngi?ldm& bod nebo jediny singuldrnt .
smér, md-li hodnost 1, md celou pfimku singuldrnich: bodi- a singuldrni smér,
ktery je smérem této pfimky ‘ ,
Diikaz je obsaZen v dikazu véty 1.

Prozatim byly vSechny koeficienty mnohoélenu (1) a viechny soutadnice
~ bod#, a vektori libovolnd. komplexni &sla. V dalsim bude véa.k t¥eba zavést
néktera rozlieni. '

, ‘A'=‘
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Doﬂnice 6 Ezutu is takovd rmmwe ku{doae&y {(2), Ze vdechny koeﬁogmty
mmhoé’lenm(l) na mi levé strané jsqu &sla redind, nazgvd se pﬂsM'mi bu!ela
setka formdiné redind; jinak se nazgvd formdiné imagindrnd. -

Form4ng reslné kutelosedks nemusf viak obsahovat 24dny y bod nebo
mﬁie obsahovat jen singulérn{ redlné body; proto gavidime toto [ rozliSent.

“Definice 7. Formdiné redind budelosetka se MZM bodapé redind, obaalmye -l5
aspots jeden réguldrni reding bod; jinak se nazgvd bodové vmagmdtn{ :

. V¥ta 8. PHmbka, jejtt viechny body nele¥t ma kukelodece, mé s kuZeloseSkou

_ spaleéné bud dva bod‘y, mebo jeden bod, nebo nemd a\htiebae&ou spolebny :?ddny (
" bod, P¥mka, kterd md s Fuelosedkou, vice roizngch spolebngech bodit net dva,
leéfceldmkuielooeé’ae Kufeloaéé’kabepakakkidd;dtézdaH{pﬁm , a to bud:
rﬁznéodpmipﬂmkyneboanitotoiné

"~ Dikaz. Zvolm? soustavu soui'a.dmc tak Ze zkouma.né pﬂmka. je 0sa :v,

_ takie]e]i rovnice zaf

. } y= 0. T . (10)
: Pro z-0vé soui-a.dmce jejich. prisedikd a kuieloseékou (2) plati: : ‘
: ana? + 2bz + ¢= =0. . /, (any.

. Jeliay, + 0, jsou prisetiky dva a to bud riizné niebo splyvajici. Je-li au =0,

~ale by + 0, jo prﬁseé pimky s kudelosetkou jeden. Je-li. dile Gy = b,'= 0,
ale ¢ + 0, nem4 piimka s ‘kuZelosetkou Z4dny spoletny bod. A je-li kon¢6né
‘i absolutnf len rovny. nule, tedy @, = b, =c = 0 ]e ka.idy bod pﬂmky také |
bodem kuieloseéky, ]eJﬁ rovnice potor zni:

o S0 agy b+ By =03 (1)
kuieloseéka. jev tomto piipadd slozena ze dvou pﬁmek\ a to z pﬁmky (10)

E% 4 dalﬁi pﬁmky ‘
: J 2‘11:2 + aysy + 2b, = )0 ' (13)

])olimce 8. KuZelogedka, jet se aklddd ze dwou primek, af ramych nebo sply-
" vajécich se nazjvd slofend (roxloitelnd ) ostaini kuéelos se nazyjvaji 7edno-\
" duché’ (merozlokitelné). ' i

Abychom prozkoumali, jak. souvxqi rozlotitelnost knieloseéky 8 jejf hodnosti
hledejme jeji prisesiky s pfimkou, & to tak, %e si na této piimce zvolime dva
rizué body #[£, 7] & Pf,, y,]. Pomoci délictho pomérw A lze\ Mdj bod P[:v, vl
této pﬂmky vy]é.dht ve tva.ru '

l —I 2 I . . \. : _v
z == f y_gif-'Tn’ : - a4
aZ na bod x, a naopa.k kmidé hodnoté A %1 oc nd a.ky pﬂmﬁ’
Spoletné body této pHmky s kndelosetkou (2) e dom:;gm vyr:
(14) do rovnice (2) Po tipravé bude mit rovnice t\m& . _
T PR — 22FE n v ¥ + P ) =0, (15)

Neleii li bod » na kuieloseéce, je to kvadraticks rovmce pro A, kterd ma
nejvyse dva \mzné koteny ‘A,, 4,. KaZdému z nich, kterj nenf rovny jedné,
* odpovidd spoledny bod kuZeloseky s p¥mikou. Jsou-h viechny  koeficignty

- . v rovnici (16) rovny nule, le#{ viechny body pHmky na kuelosedce.

V&imnéme si nejprve ptpadu, kdy pimks nems s kuZeloseik: Zé.dn - 8PO-
i
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rovnice j 15). Ten nastane pravé tehdy, kdyZ aspoti jeden z kofenti rovnice (15)
je rovny jedné. Zavedme si tento pojem.

Detinice 9. Smér vektoru V(v,, v,), jehot soufadnice jsou vdzdny rovnici
1,08 + 20,500, + 5903 = 0} (16)
se nazyjvd, asymptoticky smér kugelbsesky (2). )

Véta 4. PFimka, jeZ neleZt celd ma kuieloselce (2), md s touto kuZeloseCkou
.spolecny neyvy&’e 7eden bod odpovidajict jednoduchému korenu A rovmice (15)
prdvé tehdy, kdyZ md asymptoticky smér kuZeloseCky. :

Dikaz. Nelezi-li pfimka celd na kuZelosetce (2), lze na ni vidy vybrat -
takovy bod #[£, 9], ktery na této kuZelosedce nelezi. Spoleéné body spojnice
bodu €, n] & daldtho bodu, Py[z,, y,] ptimky s kuZelosetkou (2) Ize pak vy-,
jadrit vyrazy (14) kde 2 je kofenem rovnice (15). Tato rovnice m4 viak/aspon
jeden koten rovny jedné pravé tehdy, kdy% plati '

2E (&, m; o, o) = F (&, ) + F(xo, ¥o) »
coz lze dosazenim a tpravou vyjadtit ve tvaru
ay(& — 2o)? + 20156 — o) — Yo) + el — Yo)® = 0

to je vSak jiz rovnice (16), nebot o vektoru V dané piimky plati # — Py =
- V(’Ul, 02)

Naopak, ma-li pfimka, jeZ neleZi celd na kuZelosedce (2), jeji a.symptotlcky
+smér urdeny vektorem V, jeho# soutadnice spltiuji rovnici (16), Ize vidy vybrat -
takovy bod n této pnmky, ktery nele#i na kuZelosedce, takze daldi bod této
ptimky bude P, = & + V. Rovnice (15) pro i 0dpov1da]1ci pruseéikum piimky ~
s kuzelosetkou m4 pak aspon jeden kofen rovny jedné.

Definice 10. P¥imka, kterd nemd s kuZeloseCkou Zddny spoleény bod, se nazyjvd
asymptota kutelosecky. . :

Yita b. Asymptota kufeloselky md védy jeji asymptoticky smér, ale kaZdd
plimka asymptotického sméru kuZeloseCky ment asymptotou.

Dikaz je ziejmy: plyne piimo z definice asymptoty a asymptotického sméru
kuzeloseéky

Déle si viimnéme jesté dvou p¥padi, kdy pi{mka je soudssti kuZelosedky.

Yita 6. Spojnice singuldrntho bodw kueloseCky s libovolngm dal¥im 7e7i1h !
bodem le#i celd na kuteloselce. |

Dikaz. Necht singulérni bod kuZelosetky (2) je n[&, n] a nechf daléi ]e]i
bod je Py[x,, yo]. Potom je rovnice (15) splnéna 1dentlcky, takze kaidy bod
- ptimky & P, lezi na kuZelosedce (2).

Véta 7. Primka, kterd fprochazi nékterym bodem kuZeloselky a md jejt smgu

ldrnt smér, leét celd na kufelosebce.

Diukaz. Necht spoleény bod kuieloseéky (2) s ptimkou je P [zo, 9,] a necht
vektor singulirniho sméru kuzelose¢ky je V(v,, v,). Potom parametnclgé rovnice
zminéné piimky jsoux = x, - v,f, ¥y = Yo+ v4f a plati F(z, + vyt yo + v4f) =
= 0 pro kazdé ¢, jak se pres\védélme dosazenim a sefazenim podle mocnin ¢.

Véta 8. KuZeloseCka je rozlofitelnd prdvé tehdy, kdyZ je 8wl,ialami Potom

se sklddad ze dvou pmmek které spolu splyva,yv,, je-lv hodnost kueloseCky 1 a jsou
od sebe rizné, je-li jeji hodnost 2.
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Dikaz. Je-li kuieloseéka. sloZena ze dvou pi'imek

Az + By +0, =0, Aﬂ+Bw+0—0 : an ,
mé4 jeji rovnice tvar '
(Ax+Bm+CMAw+Bw+CQ—0 | (18)

a diskriminant kvadratického mnohoélenu na levé stran® rovnice (18) je )

2A1Aar AlBi + AnB1: A,C', "l"’Aaal ’ - .
A,B, + AiBl: 2B,B,, B\C; + B,C, | - (19)
A,C, + A,0,, B,C, + B,C,, 2C,C,. v

Postupnym uzitim véty o vyjddfent determmahtu, ktery mé v nekterém

svém sloupci samé dvojéleny, souétem dvou determinantd, lze vyjidtit deter- .
. minant (19) souétem osmi determinanti, jeZ jsou vSechny rovny nule, takZe
‘podle véty 1 je kuZelosetka singularni. -

Splyvaji-li obé piimky, z nich se kuﬁeloqeéka sklsd4, ize jejich rovnicim
ddt ta](ovy tvar; Ze plati 4, = 4,, B, = B,, C, = C,, Oznatme tyto tii hod-
noty po fadé 4, B; C. Potdm kaZdy- subdeterminant druhého stupné determi-
nantu ( 19) m4 tvar

\

|2an 2ag\ L (20)
287 2Be |, ,

kde «, § a =, o jsou dvé totoZné nebo rizné kombinace é t¥idy bez opako-
‘vanf z prvka 4, B, C. Ale protoZe kaZdy determinant tvaru (20) je rovny nule,
je hodnost kuieloseéky v.tomto pipadé 1. :

Je-li naopak kuzelosetka singuldrni, je podle véty 1 jejf hodnost menii
neZ 3, takZe pro hodnosti b a &’ soustavy rovnic (7) mohou nastat pravé t¥i
pﬂpady z dikazu véty 1. Nastane-li druby pifpad, mé kuZelosetka jeden

. gingulérn{ bod, jeho% spojnice s ka?dym dal’fm jéjim bodem le¥{ celé na kuZelo-
sedce podle véty 6. NemiiZe to, viak byt dvojnésobns pimka kuzelosetky,
nebot jinak by hodnost A’ kuZelosetky musela byt 1. Obsahuje tedy kuZelo-
setka jestd daldf bod, jehoZ spo;mce 8 jejim singuldrnim bodem je druhou
_piimkou, kterou kuzelosedka o ahuje. KuZelosetka se tedy sklddd ze dvou
rovnobé&znych piimek, jez se pro:ina]i v jejim singuldrnim bodsé.

Nastane-li tfetf pifpad, mé kuZelose¢ka singulérni smér, takie s kazdym
svym bodem obsahuje podle v&ty 7. celou p¥{mku smgularniho sméru, kterd
jim. prochézi. Tato pHmka vlak neni dvojnisobnou pHmkou kuZelosetky,
protoZe jeji hodnost je 2. Obsahuje tedy kuZelosedka jest® dal¥ bod mimo
tuto ‘p¥mku a s nim i oeloﬁ piimku, kterd jim prochédzi a je s prvni pffmkou
rovnobézna.

Koneéné v prvnim pﬁpadé kdy je hodnost kuZelosetky 1, obsa.hu]e kuzelo-
setka celou p¥imku singuldrnich bodfi a krom& nf jiZ iédny bod, nebof pak
by obsahovala je$té nejméng ]ednu da]éi pHmku, coZ neni mozZné, protoie
jeji hodnost je 1.

Z tohoto dikazu plyne jeitd dalif véta.

Véta 9. Kuleloselka se sklddd ze dvou rizngch pﬂmekqmivé tehdy, 7e-lz jeji

'hodnost 2. Tyto pimky jsou rovnob&iné, je-li hodnost (nerozdifené) matice sou=/
stavy rovnic (7) h = 1, a raznob&iné, 7e-h tato hodnost h = 2.

a, jeZ spojuje body n[é, 1] a P.,[a:o, Y,); vyjddfend parametricky rovni-

(14), kterd neni soudédsti kuZelosetky (2), mé s touto kuZelosetkou nej-,

\
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vyse dva spole¢né body, které odpovidaji kofenfim A rovnice (15) riznym -

od jedné, za pfedpokladu, Ze bod =[£, ] nelezi na kuZelose&ce.

Splynou-li takové dva kofeny rovnice (15), mé p¥imka s kuZelosetkou jediny
spoleény bod, dvojnésobny prisedik. Tento pfipad nastane vidycky, kdy%
piimka proché.zi singuldrnim bodem kuZeloselky, jak plyne z rovnice (15),

. zvolime-li za bod P, pravé tento singularni hod. Pro tuto vlastnost se yva -

singuléfnf bod kuZelosedky také jejim dvojndsobnym bodem. Je véak moZné,
Ze dvojnésobny prisetfk piimky s kuZelosetkou je reguldrnim bodem kuZelo-
sedky. ‘ ‘ ‘

Definice 11. Md-li piimka s kukelosetkou dvojndsobny priselik v jejim regu-
ldrném bodé, nazyvd se teCnou kuzeloselky v tomto bodé. 'a tento bod bodem dotyku

(dotykovym bodem). Rikdme, Ze se teéna kudeloselly dotykd v pHislusném bodé -

dotyku.
Vita 10.'Romicé1tec‘fny kuieloseé'ky v jejtm reguldrnim bodé P[z,, y,] zni

* ’ F(Z, Z/, xo, .'Io) =0. ) (21) ‘

Diikaz. Bod w[£, 7] leki ha tednd kuZelosetky (2) v jejim regulémim bdds
Pylzy, y,]'pravé tehdy, kdyZ rovnice (15) pro 4 ma dvojnédsobny kofen nula.
To viak nastdva pravé tehdy, kdyZ soutadnice bodu = vyhovu]i rovmcl (21).,

Pozndmka. Rovnice (21) vyjadiuje vidy ptimku, nebot ji lze na.psa.t ve
tvaru, i
_xFl(xo, .'Io) + .'/Fs(xos_ Yo) + 1,%(-’”0: Y) =0 . (22)

a bod P, je reguldrni bod ku@eloseéky, takie a.spoﬁ jeden z koefieiéntt p¥i z, ¥

v rovnici (22) nebo ]e]i absolutni ¢len je riizny od nuly. Nenf viak mo#né, aby
z téchto t¥ ¢sel byl riizny od nuly pravé jen absolutni tlen rovnice (22), nebot

,vzhledem k platnosti identity (3), do nfZ za z, y dosadime z,, y,, by pak
bod, P, nemohl leZet na kuZeloseéce.

rafme nyni pozornost k-tém teéndm dané kuieloaeéky (2), které proché.— |

\ zeji pevnd zvolenym bodem leZfcim mimo ni.

Detinice 12. Dvoiwe teCen vedenyjch z bodu P[x,, y,] leZictho mimo kuZelosedku
\(2) % této kuZeloseice, je mno¥ina viech takovych bodi, jejicht spojnice 8 bodem P,
bud tuto kutelosebku protimi ve dvojndsobném pr'aseé'iku nebo je jeji aaym@totou.

Poznimka. Dvojice teden pravd definovaré je tedy &ira slofens nejen
ze viech teten a asymptot kuZelosetky (2) prochaze]icich bodem' P,, nybri
i ze spojnic bodu P, se viemi singularnimi body kuZelosetky.

"Véta 11. Dwojice teden vedenych ke kueloselce (2) z bodu P, mrmo i lefictho |

[F((E, Y %o, ?/o)]z, - F(x! ?/) . F(“’o» '.'lo) = 0 * }‘ (23) )

md TO’U"M;O’&

Dukaz. Ka?dy bod na spojnici bodu Py[z,, y,] leZictho mimo kuZelosedku

(2) ‘s dalsfm bodem =[&, %], 1ze vy]a,dht — a% na bod P, — pa.ra.metnckyml

rovnicemi \

\ _ & — iy _"l—l?/o
| S = R i e

(24)

Dosazenim vyraz (24) do rovnice kuieloseéky dosta.neme pi)dminku které

Vyhovuji parametry praseéfkt ve tvaru
| F (o, o) - 2* — 2E(, n; 20, 90) - 4 + F(&,'n) = 0. (25)

1
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To je kvadratioks rovnice pro i, ktené 4 dva ’lmﬁmy ragné nabo splyva.jici

Jeji diskriminant je [F(£, 75 %o, 0)]* — F(8, 4) . F(%o, 9o); je-li tedy -~ . = s

LF(&, 75 Tor Yo)I* — F (£, ) . Fzo, *y.)l\— o, . (23)
mé rovnice (25) splyvajfel koi‘eny oo% znamens, fe bod  le# na dvopei teden.
Naopak lef-li bod # na dvojici teden, spljnou oba. koteny rqymee (25), tgkie
platf (26), co znamend, e bod vyhovu;e rovnici (23). :
Vita 12. Dvojice teSen vedenydb fow kuZeloseéce (2), jejt% hodnost je vysﬁ-mi
jedna, z bodu P, kierg lefi mimo nf, ye smyuldm{ kuZelosetka s dvoyndsobnym
bodem © bodé Py,
Dikaz. Oznadme koeﬁclenty ugednothvych élenﬁ v rovnici (23) analogxcky'
jako u‘(2), ale velkymi p{smeny, tak¥e rovnice (23) mé tvar . ’

kd L ,ax‘+2A“:vy+A.,y‘+2;Bxx+‘23:y+0—0 : (27) ‘
e je. ‘ R
B - Au = [F 1(%er Yo)I* — anF (€ yoy’
" Ay = F (T, Ya) . Fs(%o, Yo) — a1aF" (xo, yq) , C
Ay = [Fy(To; Yp)I* — apnF (20, yo) i, 2 - (28,
- B, = Fy(26r Yo) - Fo(o,Ye) — b1F (o, yo) s o

B, Fy(2g, Yo) - Fs(2, Yo) — baF' (o, %) )
C = [Filew o) —c. Flowgs) . - = ~
Iéovmce (27) vyjaditje kuiéloseéku, aZ na 'fﬂpad kdy. véeohna. th sla Au,
A,y, A,y jsou rovna aule; potor hodnost ma
o A

( i ’ \ Gy On -F 1(3’0’ ¥o) ’ v
‘ LY  ay Py 90) Y S (29)
- Fi(,, yo) 7F (%o, i'lo) ' F (%, Yo) e

je rovna jedné, nebot posledni prvek F(x,, y,) této matioe -je rizny od nuly'

(bod P, leif mimo kuZelosedku (2)), ale kaidy détermma.nt druhé}l'm stunné
vybrany z této matice je mﬂ(w}

Upravime-li viak matict (29) tak, te od jejtho posledntho slonpne ode&teme~
prvni gnéscbeny z, s druhy mﬂsobeny Y% & pak jestd od jejtho posledntho
tidku prvnf znisobeny z, a druhy znégobeny y, (YimiZ se jej hodnost nezménf),
dostaneme pravé miatici determinantu (9), jeji bodnost je hodnostf kuielo-
setky (2) a je tedy — podle predpokladu — niZ¥f ne¥ jedna.

Ze konetns bod P, je singulérnim bodem ku¥elosetky (27) sefﬁfesvédéime '

' dosazenim ]eho soutadnic zg, Yo.8 vyrazi (28) do rgvnic

11‘”+A1£'/+Bl—0 An+\4ny+Bl"-0
Bla:+B,y+C'-—0 . - ‘\v' (30)
]ei jsou pro bod P, splnény.! _ : o
Poznémka. Dvojice teten; vedenjcly k dm% ’ lwhbovolnéhov‘

bodu P, mimo nile#ctho, je tedy — a¥ na pHpad;t¥p hodnoet dané kutelosetky
je,jedna — kuelosedka sloienﬂ,ze dvou pHmek, je¥ ob¥ prochézejf bodem P,
Jé to tedy skutednd dvojice piimek a to teden, asymptot nebo pﬂnrek proché~=

 zejfpich dvojnésobnym bodem dané knieiosel‘.ky a bod ‘P,.

Definice 13. Bod Py[z,, ys] lefict mimo da regulds e&kfu (2) se

-

 nazgod vnéism nebo vnstinim wlm{m bodem p tnho zda dvoywe vedengch ‘

z ného k této kufeloselce 7& redind nebo mmgmdm&.
i | o oy ,
‘ ' [ l§l
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Rovnice (21) vyjadiuje pfimku i tehdy, kdy% bod P, leZi mimo kuZelosetku
 (2), jen kdyZ jeho soufadnice nevyhovuji zdroven prvnim dvéma z rovnic (7).
" Zavadime proto tuto definici. -
Detinice 14. Pimka, kterd md rovnici (21), se nazijvd poldra bodu P, vzhledem
ke kuZeloselce (2).

Poléra regularniho bodu P, kuZelosetky (2) vzhledem k této kuZelosedce,
je tedy tetna kuieloseéky (2) v tomto jejim bod®. Poldra bodu P, leZiciho
mimo kuZelosetku mé dileZitou vlastnost, kterou vyjadfuje tato véta

Vita 13. Poldra bodu P, lefictho mimo kufelosetku vzhledem k této kuselosebce
(pokud je definovdna) je geometrické misto boda, které 1. na primkdch prochd-
zejtcich bodem P, a protéinajicich kufeloseku ve dvou raznych prasedicich oddé-
lujt P, harmonicky od téchto priselika,; 2. na pttmkdch prochdzejicich bodem
P, a protinajicich kufeloseCkw ve dvojndsobném prisebtku leZt v tomto dvojndsob-
ném praseftku; 3. na primkdch prochdzejicich bodem P, a protinajicich kuzelo-
sefku v jediném jednoduchém priseCiku vytinajé s bodem P, vselku, jef je timio
" prasebikem s kuzeloselkou pilena. " '

Dikaz. Necht bod Py[x,, y,] leZi mimo kuZelosedku (2). Prﬁseéiky pimky
prochéazejici bodem P, a bodem =[£, 7] s kuZelosetkou (2), jsou vyjadieny
vyrazy (24), do nich% za A dosadime néktery kofen rovnice (25).

Tyto prise¢fky oddéluji body P, a = harmonicky privé tehdy, kdy soudet
jejich délicich poméri, tedy soudet kofent 4, + 4, rovaice (25), je roven nule,
pokud tyto kofeny jsou od sebe rilgné a iadny z nich nenf rovny jedné. Soudet
kofentl kvadratické rovnice je viak rovny nule privé tehdy, kdy% vymizf
jeji linedrn{ &len, co nastane pravé tehdy, kdyz bod = lezi na p¥imce (21).

Splyvajf-li oba koteny 4 rovnjce (25), potom bod  lei na piimce (21) pravé
tehdy, kdyZ oba tyto kotfeny jsou nulové, Protoge viak bod 7 odpovida nulové
hodnoté parametru, splyvé v tomto pi‘ipadé 8 dvomasobnym prisedikem
piimky Pyr s kuZeloseékou."

e-li konednd jeden z kofentt A rovnice (25) rovny ]edne, chybi prisedik
piimky s kuZelose¢kou, ktery mu odpovidd, a bod x leZf na pfimce (21) pravé
tehdy, kdyZ soudet koienti rovnice pro 4 je rovny nule, tedy pravé kdyz jejt
druhy koten je —1. Jemu pa.k odpov1da sti‘ed visetky - vyta,té na piimce Pyr
body P, a.7.

Poznimka. Oba prisedfky spojnice bodit P, a s kuZelosedkou (2) chybét .

nemohou, nebof v tom p¥ipadé by rovnice (25) pro 4 musela mit dvojnisobny
koten 1, tedy jeji linedrni-¢len by nemohl vymizet, takie bod = by nemohl
lezet na pi‘imce (21).

Viéta 14. Bod P, le# na své poldfe vehledem ke lcuzelosecce (2) pravé tehdy, kdyz
. je jejimt bodem regularmm ‘

Dikaz. Le#i-li bod Py[z,, y,] na své polafe vzhledem ke kuZelosedce (2),
-vyhovuji jeho souiadnice rovnici (21), coZz podle identity (4) znamena, Ze
platf ' '

, F (20 40) = 0, | (31)
‘ takze bod P, lezi na kuZelosedce (2).

Naopak je-li bod P, reguldrnim bodem kuZelosedky (2), existuje vidy jeho
polara — je to tedna této kuzelosetky s bodem dotyku v bodé P, — a ta bodem

. P, prochéz.
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Véta 16. Le#i-li ze dvou boda P, a P, jeden na poldte druhého vzhledem k dané
kuZeloseice a ea:zatuye-lo jeho poldra vzhledem k této kufeloaeé’ce le#t na n druhy

z téchto boda.

Duikaz. Lezi-li bod P,[z,, ,] na poléi‘e bodu P,[x,, y,] vzhledem ke kuielo- .

sedce (2(), platf rovmce

i Y ,  Flz, yl’ Ty, Ys) =03 (32) )
ta viak znamené i naopak, e bod P, le#f na polé¥e bodu P, vzhledem ke kuzelo-
" sedce (2), pokud tato poléra je defmové.na,

Detinice 15. Dva body, z nich# kafdy le¥t na poldte druhého vehledem k dané
. kuZeloseéce, se nazyvaji sdrufené pdly této kuZelosebky; jejich poldry se nazyjvaji

wdrusené poldry pHsluiné kuteloselky.

KuZelosedka (2): ph}"a.zuje kazdému bodu Pg[zy, y,] poléru (22); pokud jeho -

soufadnice neanuluji zéroveti oba dva prvni adjugované mnohotleny (3)
této kuZelosedky, tedy pokud jeho soufadnice nevyhovu]f zéroven prvnim

dvémg z rovnic (7). |

Ddzmce 16. Bod. S, jehof soufadnice vyhovujé prvnim dvéma z rovnic (7),
8¢ nazyjvd stfed kuZelosecky (2).

Vita 16. StFed S kufelosebky je jejém stiedem soumérnostc

Dukaz. Provedeme-li transformaci soufadnic posunutim tak, aby novy
poéé,tek byl v bodé S[m, n] a jinak se nic nezménilo, budou tra.nsforma.éni

“rovnice znit

r=2a +m, a:_—y +n ' . (33)

a rovnice da.né kuZelosetky ‘v novych so‘fa,dmeich (8rkovanych) bude mit
tvar

) “1133 + 2“12"’3/ + gqy'? + 2Fy(m, n) 2’ + 2Fy(m, n)y' -+ F(m ”') 0. (34)
; Vyhovu]i-h soui'ad.mce m, n bodu 8 prvnim dvdma z rovnic (7), zbudou

v rovnici (34) kuZelosetky po transformaci (33) aj‘:m tleny kvadratické a &len

absolutn{, tedy jen &leny sudého stupné. Ty vSak nabyvaji téZe hodnoty. pro
soufadnice libovolnych takovych dvou bodi, jejich% nové éarkované soutadnice

*-jsou &isla epaténd, tedy bodu stfedové soumémé sdruZenych podle bodu S.:

Vta 17. Kuselosefka nemd bud 4ddny stfed nebo md jeden stied, nebo md
st¥ed, nekoneéné mnoho, a ty pak vypliuji cblou pﬂmku Posledni pripad miiZe
nastat jen u kutelosed| k;l/ singuldrni.

Ditkaz. Prvnf dv® rovnice soustavy (7) oznadme (7.). Hodnost matice
soustavy (7,) necht je k,, hodnost matice roziffené soustavy (7;) necht je A,.
Mohou nastat tyto piipady:

C Lhy=1, k=1, 2. hy=2 hi=2 3.hy=1, k)= 2.

4 prvnim piipadé mé kdZelosetka stiedi nekone&né mnoho a ty vypliujf
pHmku vyjédfenou takovou z rovnic soustavy (7,), kterd mé aspod jeden
nenulovy- koeficient; hodnost kuZelose¢ky R mﬁie viak byt ne]vyée o jednu
vy8Si nez hq, tedy kuZelosetka j je.singularni. 3

\073 druhém pifpadé ms soustava (7,) jediné i‘eéeni kuZelosedka mé jediny
sti

Ve tfetim pfipadé nemd soustava (7,) Z4ddné f'eéeni kuieloseéka. nema
Zédny stied.

Definice 17. Kuieloseé’ka se naziyjvd stFedovd, md-h 7eden stied; ﬁnak se nazyva
nestfedovd

1
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Véta 18. KuZeloseCka je nestiedovd pravé tehdy, kdyZ determinant

|
B = | %11 Y
' @12 Ggg

(35)
je rovny nule; jinak je sti'edova. : '
_‘Dikaz plyne z. definice 17 a z dikazu véty 17.

" Definice 18. Nestiedovd reyuldmi kuZeloselka se mazjvd parabola; ati‘edova
reguldrni kufeloselka se nazyvd elipsa, je-li stfed jejim vmtf‘nim bodem a hyper-

" bola, je-li stted jejim vnéjdfm bodem.

Véta 19. Regularni kuZeloselka je ehpsa 7e -l determmam (35) Kkladny, para
bola, je-li rovny nule a hyperbola, je-li zdporry.

Dikaz. Pro pa.rabohz je véta 19 jiz zahrnuta ve vété 18.
Jde-li o regularni kuZelosetku, lze transformaci soustavy soufadnic posunu-
tim uvést ]e]i rovnici, jak plyne z dikazu véty 16, na tvar

a11z3+2a1,zy+a,,y=+d._0 o .\'(36)"3

‘kde koeficienty a,,, a,,, a\se transformaci soustavy soufadnic nezménily
'a d je né&jaké &islo riizné od n?lg Rovnice dvojice teten vedenych ke kuZelo-
sedce (36) z podatku jejiho st:

u, zni podle véty 11

an®® + 20,57y + agy* =0 ‘ (37)'
a Vy]a,di'u]e dv01101 riznych pifmek pro/cha.ze]icich poéétkem 'a to rdé.lnych
je-lialy — a,,a5, > O g imaginérnich komplexné& sdruZenych, ]e-h aly —a1,05:< |
<o. i
'‘Poznimka. Dvo;lce teten vedenych k regularni stfedové kuzelosetoe -
z jejiho stfedu, je dvojice jejich asymptot.
Stfed kuzeloseéky je bod, ktery puli viechny tétlvy kuZelosetky, jez ]im

. prochézejf; to plyne z véty 16.

Zvolme si naopak pevné smér tétiv a zkoume] me, co je geometrickym mis
tem st¥eddl tétiv dané kuZeloseky tohoto Bméru. Abychom u kazdé pHmky
dostali dva pruseéiky s kuZelose¢kou, je tfeba zvolit za smér pfimek, na nichZ
tétivy lezi, jiny smér nez asymptoticky.

V&ta 20. Geometrické misto stfedn tétiv, které na pi‘imkdch rovnob&nych

8 danym vektorem V(vy, v,), jent nemd asymiptoticky smér kuZeloselky (2), vytind
tato kuZelosetka, je pﬂmka o

viFy(z, y) + v, Folz,y) =0. .\ v (38)
Dikaz. PHmka rovnob&#nd s vektorem V(vl, v,), ktera prochazi bodem
n[&, 7] mé parametncké rovnice ‘
x=£+ut, y=é77+'v2t (39)
J eji pruseéiky 8 kuzeloseékou (2) odpovidajf takovym hodnotdm parametru ¢,
pro které plati )
_ a11(§ + vy?)? + 2,58 + v3t)(n + vqt) + a"(n s vgt)® + :
. A+ 2by(§ + vit) + 2by(n +’”2t)+'c"“0 (40)
Rozvedeme-li vyraz na levé strané této,rovnice a sefadime sestupnd podle'
mocnin ¢, dostaneme
(a.0f + 2“12”1”2 + ay03) . £ + 2['”1 1&m) + v, 9(5, "7)] t+ F(&, ’7) = (241
'
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" Bod alt, %), ktery odpovi&s hodnotd parametru £ = 0, je mdem tétivy

' na ni¥ leZi, prav®é kdyt de]i koneové bogy, tedy prisediky pHslukné pHmky
8 kuieloseékou, odpovidajf opadnym hodnotdm  parametru f, tedy préve .
kdy#% kvadratické rovnice (41) hp;n ro ¢ mé opadnié kofeny. To/viak na.,t.évé prave
tehdy, kdy% koeficient pi jej hneémim ¢leny je nulovy, tedy pré,vé kdy%
‘bod x leZf na pfimce (38).

| Poznémka. M4-li pHmks (39) 8 knialoeeéknu (2) dvoj nésobny prisedik,
vytiné na nf kuieloseéka. tativu, jet ee ,reduku]e na jeding bogl ktery poklédéme
za jeji'stied. '

)~ Definiee 19. Pfmka, jet pau tétwy, "které na pHimkdch daného sméru, ktery
nent asympjoticky, vytmd dand Mebaeﬂka oe|nazym£ prﬂmérem této kuécbaeé’ky \
adrudenym & danym smérem. . .

Vita 21. Kasdy primér stiedové kuieldae&by prochdai jejim améem
Dtkaz. Ka¥dy bod, jehok soufadnice ‘vyhovujf. prvnfm dvéma révniofm
‘ze spustavy (7), le{ i na p!'imob (38), te?}y stied ktﬁeloseéky leii na ka¥dém
« jejim priiméru.
| Vta 22, Je-li jeden ze dvou promérd sttedové Iqu:!eloaeé'hy admieny se amérem
. druhdlo, 7e i druhy admieny se smérem pnmtho Takovﬂm praﬁtéry se nazyvajt
| "Dtkaz. Smér. pﬁmky (38) je. rovnob&ny 8 vektorem W(anv1 + /z,,v,,
—ay,9; —0;40y). Primér sdrufeny se smérem vektoru W je pak — op&t podle
rovnice (38), — rovnob&¥ny s vektorem ¥, nebot determma.nt (35) ]e “podle
véty 18 u stiedovych kuZelosedek riizny od' nuly.

' Vita 28. Nesttedovd kuéeloaaé’ka md jeding dvojndsobng asym\ptomky smér.
Je to smér-vdech jejlch/ proméra, jek jsow tedy mavadjem rovnobéiné proto se
vtomtby?ﬂpadémymptotwkyam&mzyudtabémérpmmérovy

Ditkaz. Jo-li 'kugelosetka (2) nesttedova, je ‘podle véty 18, vyraz na levé
strand roviice (16) ﬁplny dtverec, takie oba. asymptotlcké pméry kuZelosedky
splyvaji v jediny dvojndsobny asymptoticky smér 8 timto smépem — je to
smér vektori Vy(a,y, —a,,) & Vy(as,, —a,,), 2z nichf nejvyie jeden miide byt.

| nulovy — je pak rovnob&iné kazdé pHmka (38)..

Véta 24. KaZdou reguldm{ kuieloaeé’ku lze ph bhodné volbé soustavy awiadnw

vyyddht bud rovmact | o
guZ’ +dyy? +c=0, . . ,(42)
90—15 to Icuéeloaeé'ka sti‘edovd nebo rovmci L ’
a,,y’ + 20z = =0, - - (43)

\ .
je-li to kuseloselka nestfedovd. Piitom Eddny % koeficienti v rovnw{ch (42), @3),
tedy Zddné z 8isel ay;, ayg,, by, ¢ nent rovno nule.

Dukaz. Zvolimelf v pHpad$ regulérnt stiedové ose&ky; soustavu

~ soufadnic tak, aby osa z a osa y leZely v jejich sdrufenych pritmérech, je podle
. Tovnice (38) v rovnici kuZelosedky (2) a,, = b, = by = 0. . édnjf daléi koefi-

cient nemize jit byt nulovy, nebot dans kud &bﬂm

‘Zvolime-li v pHpedd regulirnf nestfedové kntqloseéky sousta. éoui‘adm

.- tak, aby osa y byla tetnou kuZelose¢ky a x grem kuZe - sdruze-
' nym se smérem -osy y, dostaneme v rovnici osetky (2) jednak podle
rovnice (22) b; = ¢ = 0, ]ednak podlb rdvnioe (38) a;y = by'= 0. Protoie jde

. o | ) N~ ,
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o nest¥edovou kuieloseéku, je podle véty 18 i a;; = 0. Ubyvajicf koeficient
b, nemtZe byt nulovy, protoZe dand kuZelosetka je reguldrni.

Vita 2. Reguldrni kuéelosetka (42) 7e elipsa, majt-li koeficienty a,y, ass 8teyna
znaménka, @ to imagindrni, md-li totéZ znaménko © ¢ a redlnd, md-li c
znaménko. Maji-li a,,, ayy opaénd znaménka, je kuZelosetka (42) hyperbola jez je
védy redlnd. Koneéné reguldmi kuZelosetka (43) je parabola, je£ je rovnéZ vidy
redlnd. o

Dukaz. Zédny redlny-bod neobsahuje kuZelosedka (42) pravé jen tehdy,
kdyZ a,,, a,; a ¢ maji totéZ znaménko. Potom i a,,, a,; maji totéz zna.ménko
takZe kuZelosetka (42) je podle véty 19 elipsa a to imagindrni.

V ostatnich pifpadech obsahuje kuZelosetka (42) vZdy redlné body regularm
a podle véty 19 je to elipsa, maji-li a,,,a,, totéZ znaménko; jinak je to hyperbola.

Kuzelosetka (43) .obsahuje vidy regularni realné body, neboﬁ ke kaZdému
redlnému y existuje vidy reilné x tak, Ze bod o soutadnicich [z,, y,] leZi na
této kuZelosedce; podle véty 19 je kuzelosetka (43) parabola. :

Poznémka 1. Viechny redlné body hyperboly lze rozdélit do dvou oddéle-
nych mno#in, jak je patrno z rovnice (42), v nj% nechf na piiklad a,; > 0,
@y < 0, ¢ < 0. K realné souradnici x pak existuje redlnd soufadnice y téhoi.
bodu na hyperbole pravé tehdy, hdy, kdyZ a,;2* + ¢ = 0, tedy kdyZ je bud z=

=—| — ~° nebo = |/ — i, takZe mezi rovnob&Znymi piimkami x =
Ay @1y
= — V— ai ar= V— — nelezf zadny realny bod hyperboly. Obé oddé-

lené &asti se nekdy nazyvaji vétve hyperboly

Poznédmka 2. ProtoZe vSechny piimky asymptotického sméru dané para-. . \

“boly (43) — ]sou to jeji praiméry y —d = 0 = — s ni maji spoledny pravé
jeden bod, nemé parabola Zidnou asymptotu.
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