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vyučovaní 

VYTVÁŘET SPOJENÍ S GEOMETRII 

E. Paul Goldenberg, Albert A. Cuoco, 
June Mark 

Tento článek byl napsán jako programové 
prohlášení přednesené na zasedám pracov
ní skupiny pro geometrii v rámci kongresu 
ICME 7 konaného na univerzitě v Lavalu 
v Québecu v srpnu 1992. Celá práce by
la financována zčásti rozvojovým fondem 
Střediska pro rozvoj vyučování (Education 
Development Center) a zčásti Národní vě
deckou nadací (National Science Founda
tion), a to granty č. MDR-8954647, MDR-
9054677 a MDR-9252952, včetně dodateč
né podpory společnosti Apple Computer, 
Inc. Názory zde vyjádřené se nemusí nutně 
shodovat s názory sponzorů. Jsme velmi 
vděčni za podstatnou intelektuální a re
dakční pomoc poskytnutou Glennem Klei-
manem v různých stadiích přípravy toho
to dokumentu a mnoha jeho předběžných 
verzí. 

Lidé, kteří jsou členy pracovní skupiny 
pro geometrii mezinárodního kongresu o 
vyučování matemat ice (ICME), pravdě
podobně nepotřebují povzbuzující před
nášku o geometrii . Přidáme-li se však 
k pracovní skupině, ve které se m á de
batovat o „úloze geometrie ve všeobecném 
vzdělání", budou n a nás kladeny další ob
tížné požadavky. Právě v t o m t o okamži
ku, jak víte, 324 řečníků v 89 jiných měs
tech po celém světě vychvaluje přednosti 

217 jiných předmětů pro všeobecné vzdě
lání. Jistě mají všichni pravdu. Je mnoho 
věcí, které stojí za to, abychom se j i m 
naučili, a nemohou mít všechny absolutní 
přednost. Proč preferujeme právě geomeU 
rťť? 

Naše důvody jsou tyto: 

- Geometrie dokáže snadno u p o u t a t žá
ky a ti zase dobře navazují spojení 
s geometrií. S geometrií souvisí při nej
menším umění, fyzika, obrazotvornost, 
biologie, zvídavost, mechanický design, 
hra . 

- Geometrie vyniká také bohatými sou
vislostmi s ostatní matemat ikou . Geo
metrie by n á m mohla prostřednictvím 
vhodných sylabů pomoci přilákat k ma
tematice více žáků i různorodých sku
pin žáků. 

- V rámci matemat iky je geometrie zvlá
ště vhodná k tomu, aby lidem pomá
hala rozvíjet důležité návyky myšle
ní; tyto návyky, jsou-li získávány spo
lu s onou nepostižitelnou věcí zvanou 
transfer, mají cenné využití i mimo ma
tematiku . Zvláště pak je geometrie ide
ální intelektuální oblastí, v níž se dají 
provádět experimenty, rozvíjet kvalita
tivní způsoby argumentace vizuálního 
typu . To vše dává podněty ke konstruk
tivním důkazům . Geometrie v širším 
pojetí je také ideálním prostředkem pro 
žáky k rozvíjení jejich chápání celé ma
tematiky . 1 ) 

1) Hlavním úkolem tohoto článku je na 
příkladech ozřejmit smysl našeho pojetí „ši
roce chápané geometrie". 
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Abychom takto přivedli žáky nejrozma
nitějšího zaměření k hlubšímu pochopení 
matematiky, musíme vypracovat takové 
učební osnovy, které dovedou empiricky 
vytvořit důvěrný vztah mezi geometrií a 
žáky, ukázat souvislosti mezi geometrií 
a ostatní matematikou a také zdůraznit 
matematický „styl". Měly by též obsáh
nout dialektiku mezi experimentováním 
(myšleným i konkrétním), slovním vyjád
řením a teoretickým rozborem. Matema
tický styl ovšem není matematickým bez 
matematiky. Proto zde musí být přítomen 
jasný a bohatý geometrický (i další mate
matický) obsah. 

V tomto článku pojednáme o všech 
těchto charakteristikách učebních osnov 
— o záchytných bodech pro žáky, o boha
tých souvislostech s ostatní matematikou 
a též o způsobech nebo návycích myš
lení, které může geometrie podporovat 
— avšak příklady, které uvádíme, nemusí 
nutně spadat do jedné z těchto kategorií. 
Kdekoli je to rozumné, musíme proto po
važovat za optimální, aby každá aktivita 
obsahovala všechny tři charakteristiky. 

Dříve však než přistoupíme k hlavní
mu tématu, je důležité, abychom rozebrali 
pojmy vizuální myšlení a vizualizace. Ty
to pojmy jsou tím hlavním, co činí široce 
interpretovanou geometrii určitým speci
fikem v rámci matematiky. 

1. Vizualizace a vizuální myšlení: 
motivace, přístup a obsah 

V nejobvyklejších učebních osnovách, 
v USA i mimo ně, se jeví geometrie ja
ko jediná vizuálně orientovaná matemati
ka, se kterou se žáci setkají. Jinak mají 
učební osnovy sklon k tomu, aby předklá
daly vizuálně ochuzenou, skoro výhrad
ně slovně zprostředkovanou matematiku, 
která nepoužívá, neprocvičuje a dokonce 

ani neoslovuje „mozkové centrum obraz
nosti".2) 

Na tento stav věcí doplácí mnoho lidí: 
někteří žáci, kteří by měli rádi vizuálně 
bohatou matematiku, se nikdy nedozvědí, 
že taková matematika existuje. Je to pro
to, že vizuální části matematiky zůstávají 
žákům skryty až do doby, kdy už tito 
lidé vypadli ze hry.3) Ztrácíme tím ne
jen potenciální geometry a topology, ale 
i všechny žáky, kteří by se mohli sezná
mit s matematikou prostřednictvím jejích 

2 ) Tento opatrný název je chytrým vy
nálezem DAVIDA TALLA [16]. Tall tvrdí, že 
vizuální myšlení může hrát klíčovou úlohu 
v rozvoji žákova porozumění; zčásti proto, že 
apeluje na osobnostní rysy komplementární 
k těm, které jsou zdůrazňovány v tradičním 
vyučování matematice. 

) Jen asi 50 % studentů v USA mělo mož
nost se seznámit se středoškolskou geometrií. 
A dokonce i v geometrii často vidíme, že se 
klade větší důraz na verbální stránku než na 
úvahy založené vizuálně. Část obtíží, které 
mají žáci při pochopení důkazu jako matema
tické metody, může být opravdu způsobena 
přílišnou názorností: důkazy jsou často před
váděny nejprve v geometrii, jako předmětu, 
ve kterém se mnohé důkazy (ne ovšem všech
ny) zdají být zbytečné, protože sama vizuální 
představa činí výsledek tak zřejmým. C H I P 
HEALLY, učitel v Los Angeles, vypravuje ve 
své knize Jak se dělá učebnice geometrie o 
třídě, ve které skupiny žáků předkládají své 
vlastní experimentální výsledky a úvahy celé 
třídě a hlasuje se o tom, zda je zařadit nebo 
nezařadit do souhrnného textu reprezentují
cího celoroční práci této třídy. V jedné třídě, 
jak si vzpomíná, byli žáci pevně přesvědčeni 
o tom, že není třeba zařazovat důkaz toho, že 
kolmá přímka půlící úsečku je stejně vzdá
lena od koncových bodů úsečky. Považovali 
tvrzení za tak triviální, že nestálo za zmínku. 
Mohli bychom namítat, že žáci zanedbáva
jí důkaz jako důležitý prvek matematického 
myšlení, že opomíjejí dialektiku mezi experi
mentováním a teoretickým rozborem. Nemů
žeme však rozumně očekávat, že se začínající 
žáci nechají zatáhnout do subtilností mate-
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vizuálně bohatých součástí a pak obje
vovat další oblasti, ne již tak podstatně 
vizuální, ve kterých by mohli uplatnit své 
vizuální schopnosti a sklony. Pro některé 
žáky může být vizuální přístup naprosto 
podstatný ([11], [13]). Pro takové žáky, 
včetně mnohých, kteří se sami považují 
za slabé v matemat ice, znamená vizuál
ní pojetí přístupovou cestu. Vizualizace 
a vizuální myšlení tedy slouží nejen jako 
potenciální lákadlo, ale pro mnohé žáky 
jako první příležitost k aktivní účasti na 
vyučování. 

Je zde také otázka potenciální nestran-
nosti. Určité vizuální dovednosti prav
děpodobně přispívají k lepšímu prospě
chu v matemat ice ve vyšších ročnících 
střední školy i na vysoké škole. Na dru
hé straně jsou tyto dovednosti zjemňová
ny neformálními zkušenostmi získanými 
doma: při stavbě modelů, při zacházení 
se s t rukturovaným vizuálním materiálem, 
jako jsou dřevěné kostky nebo stavebnice 
Lego, při pozorování, jak se věci rozebírají 
a zase skládají dohromady. Protože mi
moškolní zkušenosti s takovými materiá
ly mohou pomoci položit základy k poz
dějším m a t e m a t i c k ý m úspěchům, je třeba 
vzít v úvahu jejich různou míru přístup
nosti u různých dětí: Chlapci jsou častěji 
než dívky vedeni ke stavbě modelů a ke 
hře se stavebnicemi Lego a tyto staveb
nice m á k dispozici více dětí z bohatých 
rodin než z rodin chudých. To zname
ná, že škola musí poskytnout alternativní 
zkušenosti, aby se vyrovnaly tyto rozdíly. 

Avšak vizualizace a vizuální myšlení 
znamenají více než jen přístup, přípra
vu a motivaci: jsou cenné samy o so
matického důkazu dříve, než prožili zkuše
nost vyvrácení nějaké své domněnky, což by 
jim dalo pocítit potřebu dalšího rozboru. Ty
pické čtrnáctileté žáky nemůžeme srovnávat 
s Lakatosovou „pokročilou třídou" [12]. 

bě. Vizuální představy napomáhaj í žá
kům získat vhled do aritmetických a al
gebraických výpočtů. Vlastnosti m a t e m a 
tických postupů jsou často objevovány při 
studiu geometrických vlastností jejich vi
zuálních představ. Geometrie hrála his
toricky vskutku vysoce plodnou úlohu ve 
vývoji matematiky. Geometrické techniky 
a vizuální obrazy zůstávají hlavními ná
stroji a zdroji inspirace pro matemat iky. 
Když tedy učební osnovy ignorují vizua-
lizaci, zanedbávají nejen zapojení účinné 
složky žákova vědomí do služeb m a t e m a 
tického myšlení, ale opomíjejí i rozvoj žá-
kových schopností vizuálního zkoumání a 
zdůvodňování. Jsou to schopnosti, které 
podle [6] většina matemat iků používá ve 
své denní práci, navzdory své nechuti při
j ímat vizuální přístupy jako hotová díla. 

Z důvodů čistě pragmatických se zdá 
být rozumnější zdokonalovat žákův cit 
pro tvar a prostor než ho naučit látku 
prvního ročníku algebry. Při všech čin
nostech, ať je to stavění domu, sestavo
vání knihovničky, malování obrazu, na
vrhování plastikové součástky nebo pře
stavování nábytku v místnosti, je schop
nost „vidět" předem konečný výsledek ve 
vlastní mysli přinejmenším neocenitelnou 
pomůckou a často absolutně n u t n ý m po
žadavkem. Skoro jistě existuje více lidí, 
kteří používají takový druh vizualizace, 
než těch, kteří potřebují (nebo umějí) vy
řešit soustavu rovnic. Učební osnovy na 
všech stupních škol by mohly pomoci roz
víjet takové vizuální dovednosti. 4) Avšak 
o jakých dovednostech to mluvíme? 

) Klasická geometrie není ovšem jediným 
představitelem vizuální matematiky Byli by
chom rádi, kdyby se také teorie grafů a vi
zuální topologie dostaly do učebních osnov. 
Grafy jsou stylizované diagramy, které se mo
hou použít ke znázornění určitých závislostí 
mezi prvky množin. Takto mohou grafy velmi 
užitečně znázorňovat informace v mnoha růz-
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Markéta Senechalová [15] rozlišuje vi-
zualizaci a vizuální myšlení. Termín vi-
zualizace používá tam, kde jde o přenáše
ní bezprostředně viditelných věcí do myš
lení (např. prostorová vizualizace). Ter
mín vizuální myšlení používá tam, kde 
jde v širším smyslu o sdělování idejí, které 
nemají bezprostředně prostorový charak
ter (např. vizuální představy o násobení). 
Často jsme nuceni do svých úvah zahr
nout oba významy; kde však záleží na 
jejich rozlišení, budeme se řídit uvedenou 
konvencí. 

1.1. Prostorová vizualizace: Interpreta
ce viditelného 

„Vizualizace" v uvedeném smyslu zahr
nuje vytváření takových předmětů v na
ší mysli, které bychom ve vhodné situaci 
mohli vidět vlastníma očima. Například 
abychom zodpověděli otázku „Kolik oken 
má váš dům nebo váš byt?", vytvoříme si 
myšlený obraz a manipulujeme s ním. Po
dobně si můžeme představovat, kolik při
hrádek má nějaká nám známá (ale v tom
to okamžiku pro nás neviditelná) knihov
nička, jak vysoká kniha přesně zapadne 
do nejnižší přihrádky a který bod našeho 
těla má stejnou výšku jako horní deska 
knihovny. 

Je-li naším cílem pomoci dětem vytvá
řet a udržovat v paměti myšlené obrazy a 
dovedně s nimi zacházet, zdá se rozumné 

ných kontextech, což je užitečný příspěvek ke 
studijnímu programu žáka. Některé stránky 
teorie grafů poskytují žákům matematicky 
bohatou příležitost k tomu, aby se zabývali 
oblastí širší, než je teorie grafů, a získali tak 
dovednosti v grafickém znázorňování různých 
souvislostí. 

Existují také cesty, zavádějící mnohem ví
ce vizualizace do tzv. ne vizuálních oblastí 
matematiky. Některé dobré příklady se na
jdou v [6]. 

soustředit se na objekty, které děti nejvíce 
zajímají. Svět nejmladších dětí je trojroz
měrný, a tak má smysl se brzy a vel
mi vážně zabývat trojrozměrnou geomet
rií. Jejím předmětem by mělo být umož
nit malým dětem pochopení obsahu věty: 
„V čem mi může být tento tvar užiteč
ný?" Měření a pojmenování jsou podle 
našeho názoru málo důležitá, to hlavní 
je struktura a design. Mohu identifikovat 
nějaký předmět dotykem? Nebo na zákla
dě jeho rozmanitých vržených stínů? Do
vedl bych předpovědět, jaké budou tyto 
stíny? Dovedu nakreslit to, co vidím?5) 
Dovedu nakreslit to, co vidíte vy ze svého 
místa? Jaké druhy konstrukcí mohu po
stavit z těchto částí? Jak by to vypada
lo, kdybych tuto věc rozřízl? Jakou stopu 
by předmět zanechal na papíře, kdybych 
ho namočil do inkoustu? Jak bych mohl 
tento předmět hladce (tj. bez pomačká
ní obalu) zabalit? Mohu tento předmět 
sestavit z jiných předmětů? Jak jej mohu 
sestavit z párátek a gumových bonbonů? 
Mohu zhotovit předmět podle fotografie? 
Dokážu identifikovat týž předmět po ně
jakém otočení? 

Předmět, k němuž se vztahuje čtr
náct předcházejících otázek, může být 
jednoduché „geometrické těleso", bizar-
nější předmět jako „Hofstadterův prec
lík" (hračka pro nemluvňata, kterým se 
prořezávají zoubky [7]), nebo dokonce již 

trochu složitější konstrukce postavená ze 
stavebnice Lego. Je pravděpodobné, že 

5 ) Děti jsou obzvlášť fascinovány kresle-
ním ve třech dimenzích, a když se naučí na
kreslit krychli, používají stejný postup k pro
storovému zvýraznění svého vlastního jména. 
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tvary, které budou žáky nejvíce zajímat, 
často nebudou spartánské tvary klasické 
geometrie, avšak složitější obrazce, včetně 
fraktálu, mechanických zařízení a přírod
ních útvarů. 

Mechanická zařízení poskytují určitou 
trojrozměrnou „geometrii" dostatečně 
vzdálenou od obvyklých představ, takže 
si zaslouží zvláštní zmínku. Goldbergovy 
mechanismy [6] vyžadují jistý druh vi
zuálního rozboru, přesně takového, jaký 
potřebujeme procvičovat, a jsou zábavné 
a podnětné. Jednodušší zařízení, např. 
konstrukce ze stavebnice Lego Technic, 
konstrukce některých hracích automatů 
atd. mohou posloužit jako dobrý úvod. 

Zde je několik myšlenkových pokusů, 
které jsou pro nás výzvou k vizualizaci. 

TVARY VYTVOŘENÉ ROZSEKNUTÍM JI
NÝCH TVARŮ (používejte pouze svou 
představivost) 

- Která písmena abecedy lze rozseknout 
na dvě identické části? Existují některá 
písmena abecedy, která lze rozseknout 
na tři nebo na čtyři identické části? 
Jeden žák si může představit písmeno 
T rozseknuté na dvě části s použitím 
souměrnosti písmene. Druhý může ře
šit úlohu zcela jiným způsobem tak, že 
v mysli oddělí vodorovnou část písmene 
od svislé. 

- Kolika různými způsoby můžete pře
ložit čtverec (obdélník, rovnostranný 
trojúhelník, pravidelný pětiúhelník) 
tak, aby přeložená část ležela celá ve 
zbývající části? Jaké tvary uvidíte, 
když to provedete? 

TVARY SESTROJENÉ KOMBINACÍ NEBO 
POHYBEM JINÝCH TVARŮ (opět si vše jen 
představujte) 

- Otáčejte čtverec (trojúhelník, pětiú
helník) kolem jedné jeho strany. Jaký 

útvar z toho vznikne? Jaké útvary mo
hou vzniknout při otáčení hlavice lí
zátka, jestliže lízátko otáčíme různými 
způsoby kolem konce jeho držátka? 

- Spojte úsečkou střed jedné strany 
čtverce (obdélníka) s protilehlým vr
cholem a rozřízněte obrazec podle této 
úsečky. Jaké obrazce můžete sestrojit 
z obou částí, které jste právě vytvořili, 
jestliže je přiložíte k sobě shodnými 
stranami? 

VYTVÁŘENÍ SPECIFICKÝCH P Ř E D P O V Ě D Í 

(znovu jen ve vaší představě) 

- Provádějte rovinný řez trubice roz
manitými způsoby. Jak vypadá tako
vý rovinný řez? Podobně postupujte 
u krychle, vejce, ořechu, grepfruitu. 

- Představte si promítání na rovinnou 
plochu. Jaký tvar může mít stín sodov
kové lahve? Jaký tvar může mít stín 
krychle? Je možné určit tvar tělesa, 
jestliže máte k dispozici dostatečný po
čet jeho vržených stínů? 

- Přehněte (po paměti) každý z obrazců 
na obr. 1 podél vy tečkovaných úseček. 
Kolik stran má obrys výsledného ob
razce? 

Obr. 1. 

VlZUALIZACE POHYBU NEBO ZMĚNY VE 
STATICKÉM OBRAZE 

- Žákovi je ukázána nějaká jednoduchá 
konstrukce sestavená pomocí stavebni
ce Lego s ozubenými kolečky a s klikou 
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na jednom kolečku. Jak se bude otáčet 
při pohybu kliky jiné ozubené kolečko? 
Nebo je ukázána jednoduchá konstruk
ce s pákou nebo několika kladkami. Po
pište, jak se bude pohybovat bod X, 
když se bude určitým způsobem pohy
bovat bod Y. Nebo je ukázáno složité 
Goldbergovo schéma [6]. Co se stane, 
když kočka přestane lízat mléko? 

1.2. Pojmové vizuální myšlení: Vidět 
neviditelné 

Podle Senechalové „vizuální myšlení" 
[15] zahrnuje konstruování vizuálních 
analogií k myšlenkám nebo procesům, 
se kterými se nejprve setkáváme v nevi-
zuálních sférách. Sem patří např. užívání 
geometrického modelu k vizualizaci náso
bení dvou dvoj členů (resp. násobení dvou 
dvojmístných čísel, např. 23 a 42, nebo 
čísel 3 \ a 8 | ) . Cílem takové analogie je 
pomoci žákovi, aby porozuměl nějakému 
výpočetnímu postupu nebo si aspoň tento 
postup zapamatoval. Jiným příkladem 
jsou vizualizace věcí příliš malých, pří
liš velkých nebo příliš rozptýlených, aby 
mohly být viděny; dále vizualizace spíše 
závislostí mezi objekty než samotných 
objektů, atd. 

Existuje mnoho kategorií prostorových 
vizualizaci. Avšak hned první z nich je tak 
málo známa, že potřebuje až nepřiměřeně 
obšírné vysvětlení. 

VIZUALIZACE ZMĚNY 

Před několika lety jsme ve středisku 
Education Development Center (EDC) 
zkoumali pojem DynaGrafu. Je to pro
středek dynamické vizualizace umožňující 
žákům „popohánět" nezávisle proměnnou 
některé funkce definované ve velmi širo
kém definičním oboru a pozorovat výsled

né chování funkce. Uvažujme jednoduchý 
příklad: Na promítací stěnu promítneme 
dvě číselné osy umístěné nad sebou; na 
každé z nich je stupnice od —100 do 100. 
Žák začne s jednoduchou funkcí, např. 
f(x) = 2x. S pomocí „myši" pohybujeme 
ukazatelem (pointerem) po stupnici dolní 
osy a tím měníme hodnotu proměnné x. 
Druhý ukazatel se pohybuje současně po 
druhé ose a určuje hodnotu f(x). 

Pro f(x) = x se oba ukazatele pohybu
jí v témž směru a stejnou rychlostí; oba 
označují vždy totéž číslo na stupnicích. 
Pro f(x) = —x se ukazatele opět pohy
bují stejnou rychlostí, avšak v opačných 
směrech. Pro f(x) = 3x se opět oba uka
zatele pohybují ve stejném směru, avšak 
jeden z nich se pohybuje trojnásobnou 
rychlostí než druhý. Opačný případ nasta
ne pro f(x) = x/3. Nápadně odlišný druh 
chování pozorujeme, když žák vyšetřuje 
funkci f(x) = Z/x. 

Co se stane, když f(x) = x2? Když žák 
pohybuje dolním ukazatelem v kladném 
směru po příslušné ose, pohybuje se hor
ní ukazatel také v kladném směru, avšak 
jeho rychlost stále roste s rostoucí vzdá
leností dolního ukazatele od nuly. Horní 
ukazatel zaujme polohu přímo nad dol
ním ukazatelem jen pro hodnoty x = 0 a 
x = 1. Vzdaluje-li se dolní ukazatel a? od 0 
ve směru záporném, pohybuje se ukazatel 
pro f(x) dále ve směru kladném. Zamysle
te se nad tím, co žáci vidí, když zkoumají 
chování trigonometrických funkcí, scho
dovitých funkcí, funkcí s minimy a maxi
my, s asymptotami nebo s nespojitostmi. 

Pozoruhodné na těchto vizualizacích 
nejsou ani tak hodnoty, kterých funk
ce nabývají, jako způsoby, jak se tyto 
hodnoty mění při malých změnách ne
závisle proměnné. Jestliže jsou čísla na 
ose stlačena a jejich značky nečitelné, 
snaží se žáci (nezávisle na předchozím 
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vzdělání) popsat to, co vidí, a to způ
soby, které odrážejí geometrické a to
pologické myšlenky. Ještě předtím, než 
se formálně setkají s příslušnými po
jmy a rafinovaným názvoslovím, žáci zjiš
ťují a nalézají způsoby pro vyjádření 
rozdílů mezi funkcemi, které znamenají 
translaci (např. f(x) = x + c), dilataci 
(např. f(x) = ax + c, a > 0), kontrakci 
(např. f(x) = ax + c, a < 0), „přehýbání" 
(např. f(x) = |aa? + c|), nebo funkcemi, 
které způsobují pokřivení různého druhu 
(např. f(x) = xa

) a > 0) nebo se „roztrh
nou" na několik částí (např. f(x) = 1/x), 
atd. 

DynaGraf funguje i v obecnějších situa
cích, než je zobrazení z 1 do 1 . Např. 
místo abychom měli dvě číselné osy na 
promítací stěně, můžeme tam mít dvě ro
viny. V tom případě by si žák definoval 
nějakou funkci v rovině, řídil by pointe
rem polohu bodu v první souřadnicové 
rovině a pozoroval by funkční hodnoty na 
pointeru v druhé rovině. Zde je ještě víc 
patrná souvislost s geometrií rovinných 
transformací a geometrií komplexních čí
sel. 

Nebo můžeme mít číselnou osu a rovi
nu. Žák řídí polohu bodu na jedné z nich 
a sleduje výsledek na druhé. Když žák 
posouvá bod na číselné ose, mohl by pří
slušný bod v rovině, kromě jiného, kres
lit známý kartézský graf funkce. V této 
souvislosti jsou parametrické rovnice jen 
drobným rozšířením téže myšlenky. 

Funkce mohou být definovány procesy 
geometrickými právě tak jako algebraic
kými. Zařízení, jako je Cabri Geometre, 
Geometer's Sketchpad nebo Geometry In-
ventor, ilustrují různými způsoby tuto 
myšlenku (příklady funkcí jsou uvede
ny dále). Podstatným rysem DynaGrafu, 
společným všem těmto experimentům, je 
to, že volba proměnné je doslova v rukou 

žáka a že je dynamicky ovladatelná, tak
že žák cťřť, že má přímou kontrolu nad 
hodnotami funkce tím, že ovládá mecha
nismus vytvoření funkce. 

PROCESY VIDĚNÍ 

Geometrické interpretace obecných 
aritmetických procesů jsou často docela 
názorné.6) Dobrým příkladem je článek 
[14]. Žáci by měli také umět myslet v ter
mínech strojů. Některé stroje, např. spřa-
žené mechanismy, jsou stroje vysloveně 
geometrické. Avšak vizuální metafory pro 
jiné druhy procesů jsou také důležité. 
Žáci by měli používat hodně vizuálních 
zobrazení pro párové funkce typu input-
output, ať již jde o drtiče masa, speciali
zované kalkulátory, DynaGrafy i obvyklé 
kartézské grafy (jestliže proces může být 
považován za zobrazení funkce z l d o l ) . 
Je to proto, že tyto rozmanité vizualizace 
mohou zobrazit zcela odlišné aspekty pro
cesu. Např. zobrazování funkcí uvedené ve 
[22], [25] objasňuje skládání funkcí, avšak 
říká málo o chování funkce. Naopak dy
namické zobrazení dobře ukazuje chování 
funkce, nestačí však k tomu, aby mohlo 
ilustrovat skládání funkcí. 

Vizuální složky „mentální aritmetiky" 
a odhady jsou také často zanedbávány. 
Někdy jsou tyto představy zcela geomet
rické: např. myšlený obraz dvou a půl 
pětiny je dobrou oporou pro pochopení, 

6 ) Avšak objasnění, tak jako mnoho jiného 
na světě, záleží na pohledu toho, komu má 
být věc objasněna. V projektu vývoje učeb
ních osnov elementární matematiky, probíha
jícího v EDC, byl komisí zamítnut geometric
ký model násobení dvou dvojmístných čísel 
jako neobjasňující a obtížnější než rutinní 
algoritmus, avšak zcela stejný model byl uví
tán s velkým nadšením, když byl předložen 
středoškolským učitelům jako postup k vy
světlení násobení dvoj členů. 
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proč jedna polovina dělená jednou pěti
nou je „velké číslo". Podobně často po
užívám myšlené obrazy, abych podepřel 
své nespolehlivé aritmetické fakty: jestliže 
z jakýchkoli důvodů nedovedu mechanic
ky odpovědět na otázku, kolik je 8 -f 5, 
potom vidím trojku přesahující desítku 
jako sloupeček postavený na větší slou
pec značící desítku. Někdy znamenají vi
zuální složky jen o málo více než obra
zy číslic poletující kolem nás způsobem 
vyjadřujícím obvyklý algoritmus zapsaný 
tužkou na papíře. Stojí za to, aby i tento 
druh nekvantitativního zobrazování, spíše 
připomínajícího grafy v teorii grafů, byl 
pěstován. 

VIDĚNÍ KVANTITY 

Nakreslíme tyč rozdělenou na pětiny. 
V paměti vy stínujeme dvě a půl z těchto 
pětin. Jaká část tyče je nyní vystínovaná? 
Kolik pětin je obsaženo v polovině tyče? 

VIDĚNÍ STRUKTURY 

Žáci by měli sestrojovat tabulky a gra
fy rozmanitých druhů7) a používat tyto 
vizualizace ve svých experimentech. Měli 
by také získávat návyky pracovat se sty
lizovanými vizualizacemi, které používají 
rovinu nebo prostor jako kreslicí podložku 
bez metrické struktury. Rozměry a umís
tění smyček ve Vennových diagramech ne
jsou např. důležité, pokud jsou překrý
vání a popisy správné. Podobně větvená 
struktura (nikoli však už rozměry, umís
tění nebo úhly větví) je důležitou infor
mací pro faktorové stromy a grafy logic
kých problémů. Diagram typu „brambora 
a šipka" je jinou vizualizací tohoto typu. 

7 ) V odstavci 3.3.2 je příklad porovnávající 
různé vhledy, které získáváme z vrstevnic a 
trojrozměrných grafů téže geometricky defi
nované funkce. 

Vizuální myšlení může také hrát velmi 
důležitou úlohu při zkoumání hypotéz a 
vymýšlení důkazů. Zamysleme se např. 
nad potenciální úlohou vizuálního myšle
ní v tomto příkladě: 

Sloupec Sloupec Sloupec 
A B C 

0 1 2 
3 4 5 
6 7 8 
9 10 11 
12 13 14 
15 16 17 
18 19 20 
21 22 23 
24 25 26 
27 28 29 
30 31 32 

Vyber nějaká dvě čísla ze sloupce A a 
sečti je. Ve kterém sloupci najdeš výsle
dek? Zkoušej to pro různé dvojice čísel 
ze sloupce A. Jakou zákonitost zjistíš ze 
svých výsledků? Jak můžeš vysvětlit tuto 
zákonitost? 

Proveď nyní týž pokus se sloupcem B. 
Vyber nějaká dvě čísla ze sloupce B a sečti 
je. Ve kterém sloupci se nachází součet? 
Vysvětli proč. Jaká zákonitost platí pro 
sloupec C při sčítání? Jaké platí pravid
lo, když sčítance patří do dvou různých 
sloupců? Opět vše vysvětli. 

Dobrá aritmetická nebo geometrická 
vysvětlení těchto zákonitostí sice existují, 
avšak nejsou stejně přístupná všem žá
kům. Proto například mladší žáci mohou 
ukázat, že všechna čísla ve sloupci A mo
hou být sestavována jen pomocí zelených 
tyčinek, že čísla ve sloupci B vyžadují 
jednu přidanou tyčinku bílou a že čísla 
ve sloupci C vyžadují jednu přidanou ty
činku červenou (obr. 2). Takto skutečně 
vidíme číslo; vysvětlení součtového vzorce 
se stává „zřejmé", jak říkáme my mate-
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matici. Pro tak mladé žáky se algebraický 
důkaz sotva bude zdát zřejmý. 

FYZIKA MATEMATIKY 

Jsme všichni dost zvyklí mluvit o ma
tematice ve fyzice. Existuje však i určitý 
druh „fyziky v matematice", která může 
přinést žákům užitečnou zkušenost. Jak
mile si matematické objekty blíže osvojí
me, jeví se nám často, jako by byly řízeny 
jakýmsi přírodním fyzikálním zákonem. 
Velmi elementární příklad dává DynaGraf 
se dvěma rovnoběžnými číselnými osami, 
pomocí kterého můžeme pociťovat libo
volně zkonstruované funkční vztahy tak, 
jako by jejich chování bylo řízeno mecha
nickými přístroji. 

Uvedeme další příklady: 

Fyzikální chováni v matematických sou
vislostech 

Autoři [1] vyvinuli určitý software, kte
rý vizuálně zobrazuje funkce z M do 1 
tak, že spojuje body v definičním oboru 
vizualizovaném jako číselná osa s jejich 
obrazy na jiné, rovnoběžné číselné ose. 
Většina funkcí generuje spleť čar, avšak 
lineární funkce jsou zvláštními případy. 

U funkcí,které nevedou k změně jednot
ky číselné osy (funkce f(x) = mx + b} kde 
m = 1), jsou spojnice bodů a jejich ob
razů vesměs rovnoběžné: všechny takové 
funkce vedou pouze k posunutí číselné osy 
(obr. 3a). 

Pro m / 1 se všechny spojnice (popř. 
jejich prodloužení) sbíhají do jediného bo
du. Pro m < 0 se tento bod nachází me
zi oběma osami (obr. 3b). V DynaGrafu 
jsou takové funkce pociťovány jako dvou-
nimenné páky. (Zmíněný software ukazu
je „páku", avšak nedovoluje dynamickou 
kontrolu.) 

Např. pro m = —0,5 se obraz na ose 
f(x) pohybuje pomaleji než bod na ose x 
— má přesně poloviční rychlost — a 
v opačném směru. Výsledek je, že „čep" 
páky je blíže k ose f(x) než k ose x. 

Obr. 3. 

ю-l 

Қx)~-x • 2 /ţx)=-x/2 + 6 /ţ*Nx+7)/2 

a) b) c) 

Případ m = 0,5 připomíná páku, na 
kterou působí dvě síly po různých stra
nách od osy otáčení. Obraz na ose f(x) 
se pohybuje poloviční rychlostí v témže 
směru jako bod na ose x. Pro m > 1 jde 
o páku, na kterou působí dvě síly po téže 
straně od osy otáčení. Obraz na ose f(x) 
se pohybuje pomaleji a ve stejném směru 
jako sledovaný bod na ose x (obr. 3c). 

S užitím [22] lze tento dynamický vý
sledek získat geometricky. Pohybuj eme-li 
bodem po ose x dynamicky a pozoruje
me také, jak se pohybuje jeho obraz, to, 
co vidíme, se tolik podobá chování pá
ky, že každá naše zkušenost s pákami se 
bezprostředně uplatní v matematické ab
strakci. Fyzikální chování napomáhá dát 
konkrétní obsah matematickému forma
lismu. A matematika napomáhá kvantifi-
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Obг. 4. 

e) f) g) 

kovat pozorované a již dobře známé cho
vání. 

Klasifikace chování matematických systé
mů 

Wittgenstein seznamuje čtenáře ve [20] 
s následují myšlenkou: 8) 

T u h á tyč volně klouže skrze pevný čep 
(pivot, obr. 4a). Jeden konec tyče je pohá
něn rotujícím kolem ve směru hodinových 
ruček. Jakou dráhu opisuje druhý konec 
tyče (tracing point)? 

8 ) Když vyšla jeho kniha v r. 1956 v 1. vy
dání, Wittgenstein v podstatě nemohl tento 
experiment provádět jinak než jako myšlený 
pokus. Dnes je snadné experimentovat zce
la konkrétně s parametry, získávat obrázky 
a používat je k ilustraci písemného rozboru 
experimentu. Obrázky zde použité byly vy
tvořeny na zařízení „Geomete^s Sketchpad". 

A jak závisí t a to dráha na délce / tyče a 
na umístění čepu? Na obr. 4b je tyč kratší 
a čep je dále od kola než na obr. 4a. Je jas
né, že při dostatečně krátké tyči nebo při 
dostatečné vzdálenosti čepu od kola může 
tyč občas zcela vyklouznout z mís ta svého 
upevnění. V takových případech předpo
kládáme, že tyč nadále směřuje tak, jako 
by její konec procházel bodem upevnění 
(obr. 4c). Obrazy jsou kuriózní a rozmani
té . Některé mají tvar osmičky. Na obr . 4c, 
4d vidíme mechanismus kreslení osmič
ky ve dvou různých stadiích. V obr . 4c 
se koncový bod tyče pohybuje od vnější 
smyčky obrazu osmičky. N a obr . 4d se tyč, 
která vyklouzla z bodu upevnění zhruba 
o polovinu otáčky dříve, přibližuje stále 
k tomuto bodu a chystá se vklouznout 
zpět . 
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Je-li tyč delší a čep dostatečně blízko 
kola, tyč nikdy nevyklouzne z bodu upev
nění a poloha jejího koncového bodu je 
zcela jiná (obr. 4e). Při krátké tyči a vzdá
leném čepu nikdy nedosáhne zcela bodu 
upevnění: obraz je zase kvalitativně jiný 
(obr. 4f). A je-li čep uvnitř kola (obr. 4g), 
jsou možné ještě jiné obrazce. 

Přesná klasifikace obrázků podle jejich 
kvalitativně rozdílných tvarů a stanovení 
podmínek požadovaných k realizaci těch
to charakteristických tvarů je velmi úcty
hodný matematický výkon. Nepožadují se 
však vzorce ani pokročilé matematické 
techniky, postačí jen jasné myšlení a sy
stematické zkoumání. 

2. Záchytné body pro žáky 

2.1 Příklad Jeffreyho Weekse: tvar pro
storu 

Jeffrey Weeks začíná svou podivuhod
nou knihu Tvar prostoru fantastickou po
vídkou založenou na Abbottově románu 
Nížina. Osoby Weeksovy povídky se do
mnívají, že jejich svět je plochý. Výjim
kou je jeden obyvatel, který se jmenuje 
Čtverec. Podle jeho teorie je jejich svět 
„hypercyklický" (tj. má tvar kulové plo
chy). Tak jako Abbottova stvoření jsou i 
Weeksovi obyvatelé dvojrozměrní a stále 
žijí ve svém rovinném světě, nikoli na jeho 
povrchu. Nejsou schopni uniknout do třetí 
dimenze a pozorovat svůj svět z dálky. 
Jak by se takoví obyvatelé vyrovnali se 
Čtvercovou teorií? Čtverec se domníval, 
že spor by mohla vyřešit expedice. 

Uvažoval, že kdyby se odhodlal putovat 
celý měsíc lesem směrem na východ, 
mohlo by se mu podařit přijít zpět od 
západu. 

Byl nadšen, když dva přátelé šli dobro
volně s ním. Čtvercoví přátelé nevěři
li jeho teoriím, chtěli mu však pomoci 
z nesnází. Proto ho přiměli, aby nakou
pil všechny červené nitě, které byly ve 
Flatsburghu k dostání. Navrhovali, aby 
cestou zanechávali za sebou červenou 
nit, takže pokud by se po měsíci vzdali 
dalšího putování, mohli by najít cestu 
zpět do Flatsburghu. 
Jak se ukázalo, nit byla zbytečná. K ve
liké radosti Čtvercově a k úlevě jeho 
přátel se po třech týdnech vrátili od 
západu. To ale nikoho o ničem nepře
svědčilo. Dokonce i jeho přátelé si mys
leli, že se asi stáčeli na jednu nebo na 
druhou stranu a putovali v obrovském 
kruhu v rovině „Nížiny". 

Neohrožený Čtverec se vydal na novou 
expedici, tentokrát k severu a zanechával 
za sebou modrou nit. 

A celkem bezpečně se vrátil po dvou 
týdnech od jihu. Všichni se zase domní
vali, že se jednoduše točil v kruhu, a 
blahopřáli mu, že se vůbec dostal zpět. 
Čtverec byl udiven, že jeho cesta byla 
tentokrát o tolik kratší, ale něco ho trá
pilo ještě víc: nikde nepřekročil červe
nou nit položenou při první cestě ([19], 
str. 6, 7). 

Právě tímto způsobem přivádí Weeks 
své čtenáře k představě rozmanitých va
riet — v tomto případě dvojrozměrných 
variet vložených do trojrozměrného pro
storu, avšak se zaměřením na pozdější vi-
zualizaci trojrozměrných variet vložených 
do čtyřrozměrného prostoru. Rozlišují se 
zde vlastnosti geometrické a topologic
ké, lokální a globální, vlastnosti vnitřní 
a vnější. Mohou Čtvercoví odpůrci na
dále považovat svůj svět za rovinný a 
domnívat se, že Čtverec putoval tento
krát po menší kružnici? Obecněji: jaké 
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experimenty by pomohly dvojrozměrným 
obyvatelům určit tvar jejich světa, jde-li 
např. o kulovou plochu, povrch krychle, 
nekonečnou válcovou plochu s konečným 
poloměrem, povrch věnečku nebo preclíku 
se dvěma otvory? 

2.2. Komentář k příkladu 

Je Weeksova povídka dobrým záchyt
ným bodem? Pro většinu lidí ano. Stojí 
za přemýšlení, proč tomu tak je. Jistě to 
není v pragmatické hodnotě: ani obsah 
ani souvislosti se nedají pohotově „apli
kovat". Pragmatismus se značně přeceňo
val jako zdroj motivace v matematice. A 
pragmatická hodnota matematiky vyučo
vané ve školách se také velmi zveličuje. 
Žáci středních škol dostatečně nadaní pro 
matematiku si sotva mohli nepovšimnout, 
že skoro každý, s kým se setkají a kdo 
se jim zdá úspěšný, jim nakonec přímo 
hrdě oznámí, že tento předmět mu nikdy 
neseděl.9) 

O této povídce platí, že zaujme fantazii 
a vzbudí zvědavost: lidé se neptají, če
mu se naučí nebo k čemu to potřebují. 
Avšak žádný kontext nepůsobí na všech
ny, a proto stavba a styl učebních osnov 
musí být rozmanité. V tomto článku se 
setkáte ještě s jinými kontexty, některými 
více pragmatickými, jinými spíše zábav
nými. 

Ale tam, kde osobní oslovení může být 
dostatečným důvodem pro žáka, aby se 
pustil do určité aktivity, není ještě dů
vodem pro tvůrce učebních osnov, aby 
takovou aktivitu zařadil. Je ve Weeksově 
povídce ještě něco jiného, co je matema
ticky zajímavé? 

9 ) Je-li tento jev příznačný pro USA, jak 
jsme příležitostně slyšeli, kéž neexportujeme 
tuto část „kultury". 

Weeksův smyšlený pokus v sobě zahr
nuje mnoho stránek matematiky. Weeks 
se cítí zcela oprávněn vymýšlet si jakákoli 
pravidla hry (a k tomu povzbuzuje i své 
čtenáře). To je charakteristické pro hry i 
pro čistou matematiku.1 0) Tato čistá ma
tematika však není bezvýznamná ani ne
přístupná. Je současně abstraktní i kon
krétní: tyto světy jsme nikdy nepoznali 
z vlastní zkušenosti — jsou to pouhé ab
strakce — můžeme však snadno vstoupit 
do říše fantazie a mít velmi „konkrétní" 
dojmy ze světů, které popisuje Weeks. 
Takto se stává matematika (v reálném 
světě imaginace) „aplikovanou matema
tikou" nebo též geometrií ve svém pů
vodním smyslu měření světa. Je (v onom 
reálném světě) „praktická", avšak nikdy 
není z našeho světa. Kéž by tak mohli 
všichni žáci prožívat matematiku z tohoto 
pohledu! 

Weeksova vlastní tvůrčí virtuozita, se 
kterou uvádí čtenáře do svého oboru, by 
se neměla podceňovat. Avšak ani pova
ha samotného předmětu není pro jeho 
úspěch bez významu. 

Geometrie má tento dvojí charakter své 
existence: „je současně abstraktní i kon
krétní". Na jedné straně se zabývá abst
rakcemi, jako kterýkoli jiný obor matema
tiky — body, čáry a roviny jsou právě tak 
záležitostí obraznosti jako mnohočleny — 
a na druhé straně vede přirozeně k vi
zuální interpretaci geometrických objek
tů. „Ke geometrii přistupujeme podobně 
jako k některé oblasti fyziky: naše hle
disko je, že geometrické objekty skutečně 
existují a my se chceme o nich dozvědět 
více" [9]. Ať už zvolíme jakýkoli způsob 
manipulace s geometrickými objekty — 

) V originále se v této souvislosti uvádí 
hebrejské slovo „liš-ma", což znamená něco 
jako „hra pro hru". (Pozn. překl.) 
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mohou to být slova a styl syntetické me
tody nebo symboly analytické geometrie 
— to, čím se geometrie zabývá, je ve své 
pods ta tě vizuální. 

3. S o u v i s l o s t i 

T . Banchoff ve sborníku [2] pozname
nává, že Froebel, vynálezce mateřské ško
ly, dával žákům třírozměrné geometrické 
„dárky", ne proto, aby je uměli pojme
novat, ale j ako podněty pro jejich před
stavivost. Vzhledem k rozsahu, ve kte
rém se tyto „dárky" stále ve škole vy
skytují, staly se již součástí, nikoli sti
mulem učebních osnov. Banchoffova pů
vabná stať ukazuje bohatou interakci me
zi geometrickým a algebraickým uvažová
ním a dává přesvědčivý obraz o tom, jak 
taková interakce může být převedena do 
tvaru přís tupného žákům různých stupňů 
škol. Mezi j inými souvislostmi ukazuje, 
jak geometrický pojem rozměrovosti mů
že rozšířit a obohat i t ideje v oboru dvoj
rozměrných a trojrozměrných veličin. Po
dobně Cuoco a Goldberg [4] diskutují 
o „Matematické indukci ve vizuální sou
vislosti" a ukazují, j ak se geometrický 
pojem podobnost i d á použít pro lepší 
porozumění a užití „logické podobnos

t i " , neoddělitelné od matematické induk
ce. 1 1 ) 

Geometrie nejen poskytuje prostředí, 
ve kterém můžeme dospět k porozumě
ní novým matemat ickým ideám, ale čas
to dává také nové vhledy do již známé 
matematiky. Mathematics Magazine pra
videlně otiskuje „důkazy beze slov", kte
ré používají geometrii, aby pomohla vy
světlit klasické matematické výsledky. N a 
obr. 5 je příklad, který uveřejnil Benja
min G. Klein a Iři. C. Bivens (Davison 
College) v říjnu 1988. 

Následující odstavce uvádějí příklady 
interakce mezi geometrií, os tatními ob
lastmi matemat iky a lidskou zkušeností. 

3.1. Kulečník, optika a pozoruhodné 
umění Michaela Moschena 

K vysvětlení odrazu světelných pa
prsků od zrcadel a odrazu kulečníkových 

1 1 ) O jiných souvislostech uvnitř matema
tiky viz [4]. Cuoco a Goldberg nabízejí řadu 
aktivit pro žáky středoškolské geometrie, kde 
se používá klasická geometrie spolu s elemen
tární algebrou (včetně nerovností), různými 
pojetími optimalizace (včetně pojmů maxi
ma a minima), reálnými funkcemi definova
nými v rovině a úvahami o spojitosti (jako 
porozumění vlastnostem spojité změny). 
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koulí od stěn kulečníkového stolu musíme 
použít různou fyziku, avšak geometrie 
obou jevů je táž. Je to geometrie, od 
které můžeme dospět k širokému spektru 
matematiky. 

Harold Jacobs ve své klasické knize [8] 
dospívá od geometrie k teorii čísel pomocí 
činnosti, při níž studenti hrají zvláštní 
upravenou hru v kulečník. Omezení: ob
délníkové stoly s celočíselnými hodnotami 
délek stran, otvory jsou jen v rozích; koule 
musí být zahrána vždy pod úhlem 45° 
(obr. 6). 

Obr. 6. ra, n jsou celočíselné hodnoty délek 
stran, (ra,n) = a. Koule, která je zahrána 
z některého rohu, se odrazí (m/a + n/a — 2)-
krát, než se dostane do jiného rohu. Uzavřené 
dráhy jsou možné, jen když a ?- 1 a koule 
není zahrána z rohu. 

Michael Moschen, choreograf, tanečník 
a žonglér s matematickým nadáním, na
vrhl svislý trojúhelníkový „kulečníkový 
stůl", ve kterém současně tančí a dopro
vází se k tanci hudbou. Jeho spolutaneč-
níky a současně jeho hudebním nástrojem 
jsou trojúhelníkový rám a několik míčů. 
Výsledek je vizuálně, audiálně a intelek
tuálně fascinující. 

Při svém představení tančí uvnitř rá
mu a odráží míče od stěn. Rytmus vy

ťukávaný míči při dopadu na stěny zá
visí na čase mezi nárazy, a tedy na ča
sových úsecích volného letu mezi nárazy. 
Aby rytmus dával hudební smysl, musí se 
časové úseky vhodně sčítat; každý musí 
být celočíselným násobkem určité časové 
jednotky (např. osminkové nebo šestnác-
tinkové noty) a jejich součet musí dávat 
právě celý takt. 

Úhly drah a délky volného letu me
zi odrazy jsou (skoro) výhradně záleži
tostí geometrie. S vhodným vybavením 
můžeme zkoumat tento problém na vo
dorovných (trojúhelníkových) kulečníko
vých stolech: vyšetřujeme úhly dopadu, 
délky drah, podmínky, za kterých se drá
ha uzavírá ap. Okol Michaela Moschena 
je ve skutečnosti složitější, než by byl na 
běžném kulečníkovém stole, protože svis
lá poloha rámu znamená, že dráhy míče 
mezi odrazy nejsou úsečky, ale úseky pa
rabol. Ale vezmeme-li v úvahu, že ani ve 
svislé poloze se nemění lokální geometrie 
odrazů, můžeme dokonce začít zkoumat 
tento složitější praktický úkol. 

A co by se stalo, kdyby měl stůl tvar 
elipsy místo mnohoúhelníka? Nebo třeba 
kdyby jeho rám měl tvar paraboly s těti
vou? 

Tento kontext obsahuje spoustu „ná
vnad" pro všechny druhy zálib: je zde 
tanec, hudba, fyzika, a samozřejmě ku
lečník. Sledovat Moschena v pohybu je 
oslňující (jak zjistíte, půjdete-li na jeho 
představení). 

3.2. Posloupnosti, řady, matematická 
indukce a teorie čísel související s ite
racemi geometrických konstrukcí 

3.2.1. KONSTRUKCE 

Představme si, že trojúhelník má tři 
děti, podobné jejich rodiči, avšak s pólo-

288 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 39 (1994), č. 5 



tV -̂ą^ 
Obr. 7. 

vičními délkami stran (čtvrtinovým ob
sahem). Děti vyrůstají z vrcholů svého 
rodiče a mají strany s ním rovnoběž
né. Obr. 7 ilustruje příslušnou konstrukci. 
První obrázek znázorňuje původního ro
diče. Každý následující obrázek ukazuje 
další generaci dětí. 

Zde jsou tři problémy založené na této 
konstrukci. 

3.2.2. CHARAKTER TROJÚHELNÍKOVÉ 

HRANICE 

Ornament na posledním obrázku 7 vy
padá, jako by byl úhledně ohraničený 
trojúhelníkem. Jaký je tvar tohoto ohra
ničujícího trojúhelníku? 

Můžeme použít mnoho přístupů. Jeden 
způsob je všimnout si, že vrcholy nového 
trojúhelníku jsou umístěny na prodlouže
ních stran původního trojúhelníku. Geo
metrická řada odvozená z naší konstruk-

Obr. 8. 

ce říká, jak daleko na těchto prodlouže
ních leží nové vrcholy. Práci pak může
me fakticky dokončit jen pomocí algebry. 
Avšak vzhledem k tomu, že prarodič je 
pravoúhlý trojúhelník, je pravděpodobně 
lepší trigonometrický přístup než postup 
striktně algebraický. 

Amy Nelsonova, v té době žákyně nižší 
střední školy, zvolila odlišnou cestu. 

Rozhodla se změřit strany mezního 
trojúhelníku a definovala „pseudostra-
ny", jejichž délky se s každou postupující 
generací dětí blížily skutečným délkám 
stran. Její pseudostrany jsou znázorněny 
na obr. 8 vy tečkovanými čarami. 

Použila nejprve měřeni a zjistila, že 
poměry délek pseudostran jsou racionální 
čísla. Pseudostrana «2 na druhém obrázku 
se jeví jako | s i , pseudostrana ss na tře
tím obrázku se jeví jako |«2- Potom pou
žila geometrickou úvahu, aby ukázala, že 
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první dva zlomky jsou skutečně rovny na
měřeným hodnotám. Její zdůvodnění by
lo založeno na poznatku, že pseudostrana 
obrazce Si se jej dotkla jen ve dvou jeho 
koncových bodech, zatímco pseudostrana 
obrazce $2 se jej dotkla dvakrát mezi kon
covými body a tím vznikly tři menší úseč
ky. Ukázala, že tyto úsečky měly všechny 
délku rovnou ^s\. 

Na radu učitele potom využila ve své 
geometrické argumentaci matematickou 
indukci a vytvořila řadu jiných poměrů 
(které překontrolovala měřením). Ukázala 
dvě věci: 

• Délky dílčích úseků pseudostrany v ka
ždé generaci se rovnají polovinám délek 
dílčích úseků v předchozí generaci, tj. 
S(g + 1) = S(g)/2. 

• Počet dílčích úseků v každé generaci 
je o jednotku větší než dvojnásobek 
tohoto počtu v předchozí generaci, tj. 
C{g + l) = 2C{g) + l. 
Vyjádřila také všechny pseudostrany 

pomocí jednotky s j . To jí umožnilo vy
jádřit sn pomocí «i: 

3 
S 2 = 2 S l 

7 3 
S 3 = 6 ' 2 S 1 

15 7 3 
S 4 = 1 4 ' 6 ' 2 S 1 

_ 31 15 7 3 
S 5 " 30 ' 14 ' 6 ' 2 S l 

Po maximálním možném vykráčení v po
sledním výraze Amy obdržela 

31 1 1 1 
S 5 _ 1 " 2 ' 2 ' 2 S l -

2 5 - l 

24 • «i = 2 
1 

¥ 
Sľ. 

Zobecněním tohoto výsledku pro n-tý 
člen dostala 

«n = ( 2 - ^ ) Sl 

a také příslušný limitní výsledek: pro 
n —> oo platí sn —> 2Bi. 

Potorn se Amy poradila s kamarádem, 
který ji poučil, jak má použít kosinovou 
větu k určení hodnoty 52-

To, co Amy ve skutečnosti udělala, byla 
konstrukce a výpočet nekonečného souči
nu 

Ml ^rzv 
n=2 

Označení (a některé poznatky o limitě 
a konvergenci) byly pro ni zřejmě nový
mi věcmi, na které ještě nestačila. Avšak 
relace mezi geometrickými konstrukcemi 
a aritmetickými výpočty byly na každé 
úrovni zcela konkrétní. Důležitější je, že 
Amy byla schopna pochopit princip in
dukce v geometrii, který jí umožnil dostat 
se od délky jedné pseudostrany k délce 
následující pseudostrany, a tento induk
tivní princip fungoval na každé úrovni. 

3.2.3. KOLIK DĚTÍ JE V JEDNÉ ŘADĚ? 

Konstrukce, kterou provedla Amy, si 
všímá šňůry malých trojúhelníků podél 
uvažované pseudostrany a umožňuje vý
počet vzdáleností mezi těmito trojúhelní
ky. Nyní si položme otázku, kolik troj
úhelníků najdeme (v některé generaci) 
podél jiných přímek rovnoběžných s pseu-
dostranou. 

Každá generace vytváří svou vlastní 
posloupnost čísel odpovídajících počtům 
trojúhelníků v rovnoběžných řadách. 
V obr. 9d je např. osm řad malých trojú
helníků obsahujících postupně 1, 2, 2, 4, 2, 
4, 4, 8 trojúhelníků. Co charakterizuje ty
to posloupnosti? Jakou posloupnost čísel 
bychom například nalezli v „obrázku 9f" 
reprezentujícím následující generaci? Ne
bo kolik jedniček, dvojek, čtyřek, osmiček 
atd. j e v každé jednotlivé posloupnosti? 
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a:1 b:l,2 c l .2 .2.4 d: 1,2,2,4,2,4,4,.: 

x '\^ •̂ •î  $m$k 
e: 1,^2,4,2,4,4,8,2,4,4... 

Obr. 9. 

Uvažování o tomto problému kombinu
je geometrickou argumentaci a matema
tickou indukci a má zajímavý vztah k te
orii čísel. (V posloupnosti 0, 1,10, 11, 100, 
101, 110, 111, . . . je postupně 0, 1, 1, 2, 
1, 2, 2, 3, . . . jedniček. Jestliže umocní
me dvojku na tyto exponenty, obdržíme 
posloupnost patřící k obr. 9d. Vysvětlete 
souvislost.) 

3 . 2 . 4 . NEPOVAŽUJME VĚCI ZA PŘEDEM 

ZŘEJMÉ 

Ale dodejme ještě poznámku. Předtím 
jsme pozorovali, že „poslední ornament 
na obr. 7 vypadá, jako by byl úhled
ně ohraničen trojúhelníkem". Avšak zdá
ní může být klamné. Jsou vrcholy, kte
ré se zdají ležet na tom, čemu Amy ří
ká pseudostrana, skutečně všechny koli-
neární? Tento konkrétní problém je bá
ječnou příležitostí k rozvinutí nebo užití 
souboru elementárních faktů euklidovské 
geometrie a k procvičení matematické in
dukce, aby se doplnil důkaz pro všech
ny generace trojúhelníků. Budou všech
na prázdná místa mezi trojúhelníčky ně
kdy „ucpána"? To znamená: dosáhne ně
kdy bujení vycházející od jednoho vrcholu 
troj úhelní ka-prapředka až k porostu vze
šlému od jiného vrcholu, nebo jej snad 
dokonce přesáhne? Je pozoruhodné, že i 
tento problém používá jen elementární 

geometrii a porozumění součtu \ + \ + 
+ ±+ - L 4-
^ 8 ^ 16 ^ * *• 
3 . 2 . 5 . PŘÍLEŽITOSTI K PŘEDKLÁDÁNÍ 

PROBLÉMŮ 

Studium konfigurací trojúhelníků oto
čených o 180° vzhledem ke svému rodiči 
klade odlišné, avšak příbuzné otázky. To 
platí i o ne-trojúhelnících (např. o čtver
cích nebo pravidelných pětiúhelnících). 
Zkoumáním těchto „větších ornamentů" 
dostáváme bohatší domněnky a věty. 

3.3. Vyjádření faktů pomocí funkcí 

3.3.1. POHLED NA VĚTU JAKO NA FUNK
CI 

Jeden heuristický postup vymýšlení ex
perimentů záleží v tom, že se pokoušíme 
přeformulovat statické výpovědi o něja
kém faktu jako závislost na nějakém pro
měnném prvku. To Často vyplývá z poku
sů o nalezení vhodného vizuálního zobra
zení faktu. Následující dva příklady ilust
rují, jak takové přeformulování může vést 
od zdánlivě izolovaného faktu k množ
ství navzájem souvisejících matematic
kých idejí.12) 

) První příklad je upraven z [6], druhý 
z [3]. 
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Obr. 10. Na obrázku je vidět osm pravoúhlých trojúhelníků se stejně dlouhými přeponami 
s vyznačenými středy. Jsou uspořádány tak, aby se ukázala změna přilehlých úhlů. Bohužel 
obrázek však ukazuje jen málo (nebo nic) o závislosti středu přepony na vrcholu pravého 
úhlu. 

Následující věta se často vyskytuje ve 
středoškolských učebnicích geometrie: 

VĚTA 1. Střed přepony pravoúhlého 
trojúhelníka je stejně vzdá
len od všech tří vrcholů troj
úhelníka. 

Pokud jde o slovní vyjádření, věta je 
prostě tady. Pokus o její vizuální znázor
nění nám však hned připomene, že se vý
rok týká všech pravoúhlých trojúhelníků: 
jediný obrázek nestačí. 

Mnoho vět, jako je tato, má v sobě 
jasný dynamický smysl. Musíme se na
učit hledat to implicitní „pro všechny" 
ve formulacích týkajících se nejen pra
voúhlých trojúhelníků. Výraz „pro všech
ny" identifikuje potenciální proměnnou a 
vede k funkcionálnímu přetvoření věty: 
v tomto případě jde o zobrazení z mno
žiny všech pravoúhlých trojúhelníků. Co 
však může charakterizovat toto zobrazení 
a jak můžeme uspořádat množinu všech 
pravoúhlých trojúhelníků, abychom tuto 
funkci „viděli"? 

Obr. l l. 

Jeden způsob je, že zvolíme pevně dél
ku přepony, zobrazíme všechny příslušné 
pravoúhlé trojúhelníky a pak je uspořá
dáme podle velikosti jednoho úhlu. Tak si 
můžeme představit (viz [21], [23], [24]) dy
namickou konstrukci, v níž sledujeme sto
pu těžiště pravoúhlého trojúhelníka s da
nou přeponou, zatímco ostatní vlastnosti 
trojúhelníka se mění v závislosti na někte
rém parametru, např. na délce odvěsny 
(obr. 10). 

Na papíru můžeme stěží udělat více než 
jen ukázat navzájem oddělené „snímky" 
této animace, abychom ukázali uvažova
nou množinu; avšak ve smyslu vizuálním 
toho mnoho nedosáhneme. 

S použitím programu Geometerys 
Sketchpad můžeme nakreslit množinu po
loh přepony při pohybu koncového bo
du přepony podél základny trojúhelní
ka (obr. 11a). Příslušné polohy jsou zde 
vyšrafovány. Pohybuj e-li se koncový bod 
přepony vlevo od svislé odvěsny (přičemž 
obrátíme orientaci vodorovné odvěsny), 
vidíme příslušný diagram na obr. l i b . 
Z obrázků vytvořených proto, abychom 
zviditelnili naši větu, pak již vyplývají 
další hypotézy. 
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Stojí za zamyšlení i otázka, jak obrá
zek 11a pocit pohybu jím navozený mů
že ovlivnit to, co Shlomo Vinner nazval 
žákovou představou pojmu funkce ([17], 
[18]). I když tato funkce může pochopi
telně být vydávána za zobrazení z M d o l 
(např. za závislost sklonu přepony na dél
ce základny), žák to téměř určitě takto 
nevnímá. Pro něho je proměnnou poloha 
bodu v rovině a funkční hodnotou je polo
ha jisté úsečky. Kromě toho definice této 
funkce zahrnovala jen geometrické činnos
ti: to určitě není stereotyp „funkce", která 
je definována souborem symbolů uspořá
daných podle pravidel algebraické synta
xe. 

Vraťme se nyní k účelu experimentu. 
Tvrzení věty se týkalo středu přepony. 
Sledujme tedy pohyb tohoto bodu, jestli
že přepona mění svou polohu tak, že její 
koncové body kloužou po přímkách odvě
sen a délka přepony zůstává zachována. 
Je-li dráha skutečně taková, jakou se zdá 
být, tj. kružnice se středem ve vrcholu 
pravého úhlu, pak existuje určitá daná 
vzdálenost R od tohoto vrcholu. Jakmi
le se přepona blíží vodorovnému ramenu, 
mizí svislé rameno do středu kružnice. Ze 
spojitosti pohybu tedy usuzujeme, že R 
se rovná polovině přepony (obr. 12). Tak
to je věta podpořena experimentem (za 
předpokladu, že dráha bodu je kružnice), 
avšak s novými vhledy. 

Obr. 12. 

perimentování. Např. následující výrok je 
zřejmě chybný: 

Každý bod přepony pravoúhlého troj
úhelníka, který není jejím středem, je 
stejně vzdálen od všech tří vrcholů pra
voúhlého trojúhelníka. 

Avšak provést příslušnou změnu v kon
strukci funkce je zcela rozumné a takové 
konstrukce téměř prosí žáky, aby si trochu 
pohráli. 

Experimentování soustředí naši pozor
nost na proces a algoritmus, avšak tako
vé soustředění naopak napomáhá experi
mentování. Jestliže vytváříme speciální 
případy nějaké věty použitím algoritmu, 
je zcela snadné změnit tento algoritmus 
a ptát se, jaké nové věty tím vzniknou. 
Např. co bychom viděli, kdybychom sle
dovali dráhu bodu ležícího v jedné čtvr
tině nebo ve čtyřech pětinách přepony 
místo v jejím středu? (Obr. 13.) 

Obr. 13. 

Heuristika přeměňování statických fak
tů v dynamické vizuální znázorňování na
pomáhá i jiným způsobům experimento
vání. Slovní výroky zřídkakdy lákají k ex-

Vhled do tohoto experimentu získáme 
přemístěním stanoviště. Když se experi
ment prováděl, pociťovali jsme to tak, ja
ko bychom byli pozorovateli na planetě 
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umístěné ve vrcholu pravého úhlu a po
zorovali družici na přeponě, která se otáčí 
kolem nás. Avšak pozorovatelé na družici 
by viděli jiný obraz. Zdálo by se jim, jako
by oni sami byli pevným bodem. Přepona 
by se otáčela kolem jejich stanoviště a 
odvěsny by zachovávaly svůj směr (ačkoli 
by se jejich délky a polohy měnily). Když 
nyní soustředíme pozornost na vrcholy 
místo na strany, uvidíme nový dynamický 
obraz (obr. 14). 

Obr. 14. 

Tento obrázek ukazuje, co je nesnadné 
sdělit jakýmkoli statickým způsobem: oba 
koncové body přepony vykreslují kružnice 
různých poloměrů a vrchol pravého úhlu 
— družice, jejíž dráhu zjišťujeme — je 
vždy dán vodorovnou projekcí z jedné 
kružnice a svislou projekcí z druhé (obr. 
15a, b). To dává vzniknout nové myšlence, 
která by popř. mohla vést k vzorcům x = 
= a cos??, y = (3 sinů. Avšak žáci mohou 
použít, zkoumat a pochopit algoritmus — 
tím, že vytvářejí trojúhelníky a určitým 
postupem je zobrazují — dříve než se se
známí s algebrou parametrických rovnic, 
včetně potřebných goniometrických funk
cí. 

Dynamický přístup a heuristika „kutil-
ství" jsou účinné metody vedoucí ke kla
dení otázek. 

Co by se stalo, kdyby konstantní úhel 
mezi dvěma projekcemi koncových bodů 
„přepony" nebyl 90°, ale řekněme 60° 

(obr. 15b)? Zase by se zdálo, že družice 
opisuje elipsu, avšak s nakloněnými osa
mi. Je to stále ještě elipsa? Pokud ano, 
jaký by byl úhel sklonu v závislosti na 
úhlu projekce? 

. o * * 0 0 * * * * . . Obг. 15a. 

Obr. 15b. 

3.3.2. KLASICKÁ VĚTA VYRŮSTÁ Z EX

PERIMENTU V OPTIMALIZACI 

Heuristika přístupu ke geometrickým 
Pravdám, jako k funkcím podmínek, ve 
kterých jsou definovány, je tak účinná, že 
si zaslouží uvedení druhého příkladu. Tak 
jako v prvním případě můžeme i nyní vi
dět, že funkce vyvěrá z klasické euklidov
ské věty. V tomto případě však budeme 
postupovat opačně. Podíváme se, jak vě
ta vzniká trochu překvapujícím způsobem 
z funkce. 
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Před několika lety byl žák Richard po
staven před úlohu ve standardizovaném 
testu: Je dán rovnostranný trojúhelník se 
stranami o délce 10 a uvnitř trojúhelníka 
je dán bod D (obr. 16). Má se určit součet 
vzdáleností bodu D od stran trojúhelní
ka. Otázka předpokládala znalost klasické 
věty: 

VĚTA 2. Součet vzdáleností vnitřního 
bodu rovnostranného trojú
helníka od jeho tří stran se 
rovná výšce trojúhelníka. 

Avšak Richard tuto větu neznal. 

Obг. 16a. 

'10P40Q+OR l - f ë T I 

, m , m , "* 

Obr. 16b. 

Protože se Richard nemohl opřít o 
žádné konkrétní znalosti, uvažoval takto: 
Protože problém neříká nic zvláštního o 

bodu D, mohl bych ho zvolit kdekoli. 
Richard zvolil bod D zcela těsně u vr
cholu C, kde dvě ze tří vzdáleností byly 
téměř nulové a třetí se téměř rovnala 
výšce trojúhelníka. Usoudil tedy, že od
povědí na otázku musí být velikost výšky 
trojúhelníka, kterou by dokázal snadno 
určit. 

Richard předpokládal, že funkce defino
vaná pro trojúhelník a jeho vnitřek přiřa
zením D i—> DP + DR + DQ je spojitá 
a konstantní. 

Jeho předpoklad, že funkce je konstant
ní, vyplynul z psychologie standardizo
vaného textu. Avšak jeho předpoklad, že 
je to funkce spojitá, byl výsledkem jeho 
schopnosti vykonat myšlený pokus, při 
němž „pohyboval bodem D" uvnitř troj
úhelníka, a viděl, že malé změny v polo
ze bodu D vedou jen k malým změnám 
v součtu vzdáleností bodu D od stran. 
Nepřekvapuje, že většina žáků si neuvě
domuje skutečnost, že nějaká funkce je 
konstantní. Avšak naše zkušenost se žáky 
nám říká, že mnozí z nich měli také potí
že s vizualizací dynamiky, kterou Richard 
úspěšně provedl ve své hlavě. 

Richard se projevil jako mimořádný 
žák, a to proto, že byl schopen takového 
druhu uvažování a dokázal provést ur
čité myšlené experimenty bez jakýchko
li předcházejících zkušeností získaných ve 
vyučování z podobných pokusů provede
ných rukama a za použití zraku. Věří
me, že mnoho žáků by se naučilo prová
dět podobné myšlené pokusy, kdyby měli 
dostatek zkušeností s jejich prováděním 
v konkrétní formě. Při použití vhodného 
softwaru mohou žáci navrhovat své vlast
ní experimenty, získávat „cit" a „vizi" pro 
jejich dynamiku a rozvíjet schopnost uva
žovat pomocí představy o spojitosti, kte
rou prokázal Richard. 
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Počítáme s tím, že zařadíme tento 
konkrétní experiment jako součást okru
hu otázek zaměřených na optimalizaci a 
týkajících se trojúhelníků. Široká otázka 
by mohla být položena takto: Který bod 
má celkovou vzdálenost od tří stran dané
ho trojúhelníka minimální? Žáci by mohli 
provést experiment tak, že by pohybovali 
bodem D všude uvnitř trojúhelníka a 
zkoumali by vliv polohy bodu D na součet 
vzdáleností a na individuální příspěvky 
délek DQ, DR, DP k tomuto součtu 
(obr. 16b). Spojitost této funkce se stává 
zřejmou, jakmile se začne s bodem D po
hybovat. U různostranných trojúhelník! 
žáci zjistí, že bod minima se nachází ve 
vrcholu trojúhelníka, který leží proti nej
delší straně. Jasně se však objeví otázka: 
Jak to vypadá v rovnoramenných trojú
helnících? Existují dvě nejlepší polohy? 
Co se děje, je-li bod D mezi nimi? A 
v trojúhelníku rovnost ranném překvapí, 
že ačkoli individuální příspěvky úseček 
F><3, DR, DP se mění s polohou bodu D) 

jejich součet se zdá být konstantní pro 
všechny polohy bodu D uvnitř trojúhel
níka. % 

Z těchtc^cperimentů může vyplynout 
mnoho hypotéz. Avšak jeden směr zvlá
ště dobře ilustruje interakci mezi různými 
matematickými pohledy a prostředky.13) 

Dokonce i v případě rovnostranného 
trojúhelníka, kdy součet vzdáleností bo
du D od tří stran se zdá být konstantní 
při všech polohách bodu D uvnitř trojú
helníka, musí se tento součet nutně zvět
šit, pohybuj eme-li bodem D vně dosti da
leko od tohoto trojúhelníka. Tedy i pro 
rovnostranný trojúhelník existují kromě 
minima i jiné hodnoty této funkce a tyto 

1 3 ) Jiné aspekty tohoto problému a celou 
řadu činností vztahujících se k optimalizaci, 
které v sobě zahrnují uvedený problém, lze 
najít v [3]. 

hodnoty můžeme zkoumat. Rádi bychom 
věděli, jaké je geometrické místo bodů od
povídající některé z těchto jiných hodnot. 

20 r 

Jeden způsob vizualizace těchto hodnot 
je pozorovat vrstevnice neboli úrovňové 
křivky funkce. 

Na obr. 17a je v kartézské rovině dán 
rovnostranný trojúhelník o straně 10. 
Jemné křivky a roztřesené čáry v ob
rázku jsou výsledkem nepřesností v gra
fickém programu, ale i takový obrázek 
nám dovoluje vyslovit hypotézu, že pro 
rovnostranný trojúhelník jsou vrstevni
cemi šestiúhelníky, jejichž vrcholy leží 
na prodloužených stranách trojúhelníka. 
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Třebaže jsme dospěli k této domněnce 
experimentálně, je dosti snadné ji ověřit 
geometrickou úvahou. Např. trojí symet
rie obrysových čar se bezprostředně vy
světlí symetrií daného trojúhelníka. 

Co se však stane, když trojúhelník ne
ní rovnostranný? Např. v obr. 17b ma
jí vrcholy trojúhelníka souřadnice (0,0), 
(15,0), (4,3). 

Experimenty provedené s použitím In-
ventoru ([24]) nás přesvědčují, že (při 
omezení se na vnitřek a strany trojúhel
níka) funkční hodnota je minimální, když 
bod D je ve vrcholu trojúhelníka ležícím 
proti nejdelší straně, a maximální, když 
bod D je ve vrcholu trojúhelníka ležícím 
proti nejkratší straně. Vrstevnice se zdají 
potvrzovat toto pozorování, avšak jinak 
jsou velmi tajuplné. 

Tyto vrstevnice opět připomínají še
stiúhelníky, pokud lze vůbec zjistit ně
jaký řád ve zmatené spleti na obrázku; 
avšak tvary a polohy těchto šestiúhelníků 
se zdají být zprvu téměř úplně nezávislé 
na trojúhelníku, který je zplodil. 

Jiný druh grafu, s jakým se obvykle 
nesetkáváme v kurzech geometrie, nám 
napomáhá vysvětlit toto tajemství a vede 
nás zpět ke geometrickým úvahám. Před
stavme si nyní náš trojúhelník umístěný 
v rovině (#, y). V každém bodě (x, y) zjis
tíme hodnotu funkce a zobrazíme ji jako 
příslušnou výšku z nad tímto bodem. 

Jak jsme mohli očekávat, případ rov-
nostranného trojúhelníka vypadá uspořá
daně. Grafem funkce je nádoba s rovinný
mi stěnami. Body grafu umístěné přímo 
nad trojúhelníkem jsou ve stejné výšce, 
protože hodnoty funkce jsou v této oblasti 
konstantní. Vrstevnice se dají interpreto
vat jako vodorysky podél stěn. A úvahy 
o tom, proč jsou stěny rovinné a nikoli 
zakřivené plochy, nám dávají určitý vhled 
pro zkoumané funkce (obr. 18a). 

Obr. 18a. 

Obr. 18b. 

Chceme-li zkoumat případ obecného 
trojúhelníka, můžeme použít stejnou te
chniku vizualizace. 

Stěny nádoby jsou opět rovinné, ale 
dno nádoby — tj. vnitřek trojúhelníka — 
již není vodorovné, protože hodnoty funk
ce uvnitř trojúhelníka nejsou konstantní. 

Tato vizualizace nám napomáhá po
chopit, proč vodorysky podél stěn nejsou 
rovnoběžné se stranami trojúhelníka. A 
zjistíme i více. Všimneme-li si, že mini
mální hodnota této funkce je v nejnižším 
bodě této nádoby, tj. v jednom z vrcholů 
trojúhelníka, vidíme také, že vrstevnice 
v bezprostředním okolí tohoto bodu mu
sí být čtyřúhelníky, nikoli šestiúhelníky 
(obr. 18b). Je to proto, že v bodě minima 
se protínají jen čtyři roviny. 
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4. Návyky myšlení 

Když jsme na začátku zdůvodňovali 
potřebu přechodu k jinému stylu, šlo nám 
o získání více žáků pro širší matematické 
vzdělání prostřednictvím geometrie. Na
ším cílem je ve skutečnosti víc než to. 
Rádi bychom viděli, aby tato početnější a 
rozmanitější skupina žáků měla nejen více 
matematických vědomostí, ale i více ma
tematické schopnosti. Co však činí někoho 
„schopným uživatelem" matematiky? To 
jistě není ve schopnosti odříkávat vzorce 
nebo provádět algoritmy. Není to ani ve 
znalosti „faktů" moderní matematiky. To 
všechno je přínosem pro člověka s oprav
dovými matematickými schopnostmi, ale 
samo o sobě to není nutné ani postačující. 
Každý z nás poznal lidi, kteří prostudo
vali spoustu matematiky, ale mají příliš 
málo intuice k tomu, aby mohli zaútočit 
na nějaký problém. Naopak všichni zná
me lidi s malým vzděláním v matematice, 
kteří jsou schopni získat neortodoxní a 
elegantní řešení problémů zdánlivě z ni
čeho. 

Matematická schopnost se nejlépe po
píše jistým výčtem návyků myšleni. Li
dé s matematickou schopností zkoumají 
náčrtky, provádějí myšlené experimenty, 
hrají si se skutečnými i představovaný
mi stroji, vynalézají věci, vyslovují rozu
mné domněnky, vášnivě diskutují o inte
lektuálních jevech, pěstují jazykové hry, 
přemýšlejí o strategiích a vizualizují věci, 
i když tyto „věci" nemají samy vizuální 
povahu. 

Naslouchejte matematikovi, když vy
pravuje o tom, jak se dělá matematika, 
nebo se podívejte na tabuli v místnos
ti, ve které se právě konala matematická 
diskuse. Uslyšíte a uvidíte velmi málo o 
číslech, o přesnosti a preciznosti. Místo 
toho najdete vizuální obrazy, uslyšíte o 

tvarech a rytmech výpočtů, o pohybu a 
strojích, o znovuuspořádání částí v jeden 
celek. Matematika je způsob pohledu na 
věci. 

Je možné vypracovat učební osnovy 
tak, aby ztělesňovaly tuto skutečnost. 
V projektu Seeing and Thinking Mathe-
matically, což je projekt nových učeb
ních osnov pro střední školy připravovaný 
v EDC a sponzorovaný NSF, se považuje 
rozvoj matematických návyků myšlení za 
primární cíl jednotlivých částí osnov. Ak
tivity jsou výslovně zaměřeny na to, aby 
pomáhaly žákům nalézat modely, vyslo
vovat a zpřesňovat hypotézy, ověřovat své 
domněnky před skupinou mladých mate
matiků ve třídě a zacházet s vizuálním 
zobrazováním jako s ústřední součástí 
matematického objevování, vynalézání a 
vysvětlování. 

Posuzuj eme-li učební osnovy matema
tiky z hlediska návyků myšlení, jsou kri
téria pro volbu obsahu a souvislosti zce
la odlišná od typických priorit užívaných 
při vytváření školních kurzů a programů. 
Posuzuj eme-li učební osnovy pro střední 
školy z těchto hledisek, vede nás to k vy
hledávání témat a aktivit, které umožňu
jí žákům navzájem provázat různé části 
matematiky, užívat ústřední ideje, jako 
je funkce a iterace, v pestré rozmanitosti 
souvislostí, užívat matematickou symbo
liku jako vyjadřovací prostředek, znovu-
nalézat důležitá témata ve zdánlivě růz
ných situacích a, což je snad nejdůležitěj
ší, rozvíjet zručnost při vizualizaci jevů. 

Příklady uvedené v tomto článku spl
ňují tyto požadavky. Myšlené experimen
ty vyžadující od žáků přeskupování geo
metrických objektů v jejich myslích, ve
dou přirozeně k aktivitám, které je nutí 
k přemýšlení o „vidění a cítění" funkcí 
při užití prostředků, jako jsou DynaGraf 
Function Machines a nástroje dynamické 
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geometrie. Myšlené experimenty, jako je 
např. Wittgensteinův [20], vyžadují, aby 
žáci zobrazovali činnost nějakého stroje; 
software usnadňuje shromažďovat obrazy 
výsledků a hledat teoretické základy pro 
to, co obrázky znázorňují. Klasická zába
va s kulečníkovým stolem a její rozšíření 
na tanec a pohyb jsou podobnými lákad
ly pro žáky, aby experimentovali, hledali 
hypotézy a jejich zdůvodnění. V průběhu 
hledání hypotéz a zdůvodňování narážejí 
žáci na teorii čísel, na geometrii, fyziku a 
analýzu. 

Iterace geometrických konstrukcí po
skytují žákům kolbiště k získávání teo
retických výsledků uvažováním o algorit
mech, které generují příslušné obrázky. 
Důkaz, který provedla Amy, je totéž, co 
pečlivá analýza zrodu jejích obrázků — 
Wittgenstein to nazývá „obraz experi
mentu". 

Převedením věty o pravoúhlých trojú
helnících na dynamický experiment žáci 
nejen rozvíjejí hlubší pohled na výsledek 
a jeho vysvětlení; objevují také způsoby, 
jak si pohrát s experimentem tak, aby 
byli inspirováni k novým výsledkům a no
vým vysvětlením. Současně žáci rozvíjejí 
cit pro spojité funkce, který vede k in
tuitivnímu užívání jemných vlastností re
álných čísel. Tyto postupy dobře znal a 
s oblibou používal Euler, ale v dnešních 
učebních osnovách, soustředěných na al
gebraický formalismus, se ztrácejí. Stejně 
tak Richardova funkce dodává statické
mu geometrickému výsledku životnost a 
obecnost. Žáci poznávají, jak se výsledek 

.mění, když se původní omezení zmírní 
(když se například již nepožaduje, aby 
trojúhelník byl rovnostranný). To jim po
skytuje souvislou řadu teorémů, o nichž 
mohou přemýšlet. Popsané aktivity týka
jící se Richardovy funkce ukazují dosti 
dramaticky, jak různé postupy, kterými 

lze vizualizovat nějaký jev, mohou po
skytnout nové vhledy a objasňovat stará 
tajemství. 

Toto je dobrá matematika. Ale je to 
geometrie? V tradičním školském slova 
smyslu ne, je to však geometrie v šir
ším pojetí. Tyto činnosti vyžadují, aby 
žáci rozvíjeli cit pro vlastnosti prostoru 
a jeho měření, povzbuzují žáky k rozví
jení mnoha klasických témat euklidovské 
geometrie. Vyžadují také od žáků, aby 
vizualizovali jevy více způsoby, aby po
užívali prostředků z celého spektra ma
tematiky a aby pokročili od objevování 
konkrétních dat směrem k vysvětlování 
jevů. A v tom je hlavní užití žákovských 
experimentů. Při vyvíjení našeho projek
tu učebních osnov [22] se snažíme učinit 
podobné aktivity jádrem nového pojetí 
„ucelené geometrie". Tato geometrie při-
poutává žáky k návykům myšlení, které 
jsou jádrem matematického výzkumu. 

5. Vytváření učebních osnov 

Tento článek věnuje zvláštní pozornost 
otázce, co je to geometrie a jakou může 
hrát úlohu v matematickém vzdělávání. 
Na geometrii se díváme z velmi širokého 
pohledu, a místo abychom ji používali sa
mu o sobě, jako jakýsi vnitřně koherentní 
matematický mikrosvět, upínáme většinu 
svých nadějí k diskutabilní, avšak zatím 
neověřené tezi, že tato široká „geometrie" 
může přivábit více žáků — i více rozma
nitých skupin žáků — k bohatší a hlubší 
matematice. 

Jak jsme uvedli v úvodu, ověření naší 
teze vyžaduje vytvoření alespoň jedněch 
učebních osnov se správnými vlastnostmi 
a jejich vyzkoušení na skutečných žácích 
v reálných třídách, s reálnými učiteli, v re
álných (a často striktně omezujících) pod-
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mínkách skutečných škol ve skutečných 
obcích. 

Vytvoření takových učebních osnov vy
žaduje, abychom věnovali pozornost více 
stránkám než jen „esenci", kterou jsme 
popsali výše. Aktivity popsané v učebních 
osnovách musí nejen účinně oslovovat žá
ky, ale tyto aktivity i celková struktura 
učebních osnov musí být také přijatelné 
pro učitele. Příslušným problémům jsme 
věnovali se svými kolegy z EDC velkou 
pozornost. Nedávno jsme obdrželi od na
dace National Science Foundation (NSF) 
finanční podporu k řešení úkolu Connec-
ted Geometry Project (Projekt propojené 
geometrie), v jehož rámci budou vypra
covány a vyzkoušeny jedny takové učební 
osnovy. 

Z výsledků, které musí být podle naše
ho názoru zdůrazněny v naší práci, popiš
me stručně tři: 

- Učební osnovy musí podporovat změny 
ve vyučování. Musí se to však dít tak, 
že začneme na současné úrovni učitele, 
musíme tohoto učitele získat a pomá
hat mu v růstu a, což je velmi důležité, 
udržet a podporovat jeho růst tím, že 
budeme růst spolu s učitelem. 

- Učební osnovy musí respektovat vlast
ní potřeby, touhy a schopnosti učitele, 
pokud jde o jeho profesionální růst jak 
po stránce obsahu, tak po stránce me
todické. 

- Učební osnovy musí nabídnout v ma
tematice jiné hledisko, než je to, které 
je vedeno jen fakty. Navrhujeme zkulti
vovat soubor „návyků myšlení" v něco, 
jako je „matematická metoda", analo
gická „vědecké metodě". Ačkoli se tato 
metoda ve školách někdy redukuje na 
přehnaně zjednodušující a nejisté kro
ky, zůstává v podstatě rozumným po
pisem práce vědce. 

5.1. Učební osnovy, které mají pěstovat 
a pak podporovat změny ve vyučovací 
činnosti 

Učební osnovy, které pomáhají učite
lům k provedení přechodu od tradičních 
učebních osnov geometrie k siřeji chápa
né geometrii, musí respektovat potřebu 
učitelů provádět tyto změny v souladu 
s jejich vlastním postavením i se situací 
v jejich školách. Zpočátku musí sloužit 
učitelům, jejichž osobní zkušenosti jsou 
zakořeněny v tradičních učebních osno
vách, v tradičním stylu vyučování, v tra
dičním gnozeologickém přesvědčení a tra
diční matematické přípravě. Mají-li však 
učební osnovy pomáhat učitelům k růstu 
a změně jejich myšlení, nemohou zůstat 
statické. Musí také růst, přizpůsobovat 
se změnám, které vyvolávají, a musí se 
zde vytvořit zpětná vazba s učiteli při 
provádění takových úprav. Aby se učební 
osnovy staly obojím — modelem pro bu
doucnost i katalyzátorem pro přechodné 
období — musí současně ztělesňovat vizi 
„budoucích učebních osnov" a být použi
telné nyní. 

To je veliký úkol. Pokoušíme se nyní 
vyvinout strukturu učebních osnov, kte
ré budou podněcovat změny, avšak nebu
dou těmito změnami zastarávat. Většina 
tohoto našeho snažení se zaměřuje k to
mu, aby učitelé byli vybaveni zvláštním 
elektronickým zařízením — plánovačem 
učebních osnov — které jim umožní vstup 
do databáze geometrických aktivit pomo
cí různých rejstříků. Některé z těchto rej
stříků budou vázány na tradiční učební 
osnovy a texty, takže učitelé tam najdou 
činnosti, jako je například užití Pythago
rovy věty nebo odvození klasifikace čtyř-
úhelníků. Jiné rejstříky umožní učitelům 
získat přístup k aktivitám, které spojují 
geometrii s analýzou nebo s teorií čísel. A 
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ještě jiné rejstříky budou třídit činnosti 
podle toho, jaké způsoby myšlení pod
něcují. Takto mohou učitelé vytvářet své 
vlastní vize učebních osnov zahrnující jak 
pojetí struktury učiva, tak i úvahy o tom, 
jak se žáci předmětu naučí. Zatímco na 
začátku budou učitelé se zpožděním zkou
mat a promýšlet plány učebních osnov, 
které jsme vytvořili ray, pro budoucnost 
předpokládáme, že učitelé budou sami vy
tvářet své vlastní „plány" vhodné pro je
jich vlastní cíle a vlastní žáky. 

manitých rejstřících, můžeme vytvořit no
vé myšlenkové asociace. Stejná činnost 
může být použita při studiu pojmu ploš
ný obsah a při zkoumání vlastností spoji
tosti. Jednoduchá geometrická konstruk
ce může být využita k vytvoření pojmu 
matematické indukce. Provedení podob
ných propojení má největší naději při vy
učování, jestliže se učitelům umožní hrát 
aktivní roli při rozvíjení jejich vlastní vý
uky a jestliže se jim k tomu dodají po
třebné prostředky. 

5.2. Profesionální růst učitelů 5.3. Rozvíjení matematické metody 

Právě tak jako žádné učební osnovy 
nemohou být používány efektivně, jestli
že učitelé nevidí jejich matematický cíl, 
nemohou mít ani ty nejlepší materiály 
úspěch, jestliže je učitelé nepovažují za 
osobní oslovení a výzvu. Naše vlastní uči
telská zkušenost i naše spolupráce s jiný
mi učiteli po řadu let nám objasňují, že 
nejlepší cestou pro učitele, jak si oblíbit 
určité učivo z matematiky, je, když si vy
tváří toto učivo sám. Naše servisní ma
teriály budou požadovat od učitelů, aby 
to dělali právě takto. Budeme jim před
kládat výzvy ve stejném duchu, jako byly 
ty, které jsme předkládali žákům, a bude
me anotovat výzvy zaměřené k matema
tice, k pedagogice i ke kultuře práce ve 
třídě. Protože učitelé spolupracují v ma
tematice se svými kolegy, budou se moci 
také navzájem poradit o průběžných ko
mentářích, situačních studiích a videozáz
namech ukazujících, jak jejich zkušenosti 
z práce v matematice se mohou odrážet 
ve zkušenostech jejich žáků. 

Kromě rozvíjení nové matematiky bu
dou učitelé navíc rozvíjet i nové pohledy 
na jim již známou matematiku s využitím 
„plánovače osnov". Listujeme-li si v roz-

Ve většině oborů musíme roky studovat 
a specializovat se, než získáme přehled a 
zkušenosti postačující k porozumění sou
časným vědeckým zájmům výzkumníků 
v určitém oboru. Avšak dlouho předtím, 
než žáci dosáhnou stadia, kdy mohou po
chopit témata zájmu výzkumníků, měli 
by umět používat základní metody oboru. 
Např. přestože existuje mnoho nedostat
ků ve vyučování přírodním vědám ve ško
lách, učitelé přírodních věd se skutečně 
snaží pomoci rozvinout smysl pro způsob 
práce vědců. 

To se ve většině případů v učebních 
osnovách matematiky neděje. Tam není 
nikde zmínka o „matematické metodě" 
poznávání věcí; pokud se nějaké metody 
objevují, týkají se pouze postupů na níz
ké úrovni umožňujících rutinní výpočty. 
Např. učitelé jsou si jistě vědomi toho, 
že „matematikové dokazují věci", avšak 
ústřední úloha přesného ověřování správ
nosti v matematickém výzkumu (což od
lišuje matematiku téměř od každé jiné 
disciplíny) se zřídkakdy sděluje žákům. 

To je snad nejnápadnější ve vyučování 
geometrii, kde se od žáků tradičně poža
duje řešení nerutinních problémů, a pro-
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to geometrie umožňuje otevření diskuse o 
určitých základních matematických meto
dách. Avšak během času měly geometric
ké kurzy tendenci zapadnout do několika 
dobře rozpoznatelných kategorií: 

• Pokusy o věrné kopie Euklida. Jsou 
to dogmatické výklady již vybudova
né matematiky používající axiomatické 
metody; objevují se zde definice, teoré
my, několikařádkové důkazy, řady dů
sledků. 

• Euklides bez důkazu. Tyto kurzy sle
dují v podstatě stejnou cestu jako for
málnější příbuzné postupy, avšak hlav
ní geometrické výsledky jsou obvykle 
jen vysloveny místo toho, aby byly od
vozeny. Hlavní důraz se klade na „ap
likace": žáci dostávají často důmyslné 
úlohy vyžadující užití vzorců pro ob
sahy různých ploch a pro Pythagorovu 
větu. 

• „Induktivní" geometrie. Slovo induk
tivní je zde v uvozovkách, protože nemá 
nic společného s matematickou induk
cí. Vztahuje se k uvažování směrem od 
zvláštního k obecnému, k dělání závě
rů na základě experimentu, k metodě 
„objevování". 

Charakteristické pro tyto metody vý
uky je ostré rozlišování mezi tím, jak se 
výsledek obdrží a jak se formálně zave
de. Každá z nich má svůj vlastní přístup, 
avšak společné hledisko všech tří spočívá 
v tom, že ověřování výsledku je odděleno 
od jeho formulace. 

To však matematiky neuspokojuje. Vě
dí, že snaha po objasnění je ústředním po
stupem v jejich výzkumu. Vědí, že hledání 
fungujícího ověření právě se vynořujících 
a jen napůl formulovaných skutečností, 
jak vznikají v průběhu experimentů, jim 
napomáhají jemně doladit hypotézy a na
vrhnout nové experimenty. Matematikové 

vědí, že ve skutečném životě, ať již v ma
tematice nebo mimo ni, rozlišování mezi 
empirickými a teoretickými výzkumy ve
de k nezdaru. 

Náš návrh učebních osnov bude založen 
na modelu, který zdůvodňuje tento zá
kladní rys matematické práce. Připravo
vaná technologie nám umožňuje plánovat 
aktivity, které vkládají do rukou žáků a 
učitelů účinné experimentální pomůcky. 
Zaměřeni těchto experimentů bude čás
tečně určováno materiály, které vyvíjíme 
my, také však interpretacemi, které těmto 
materiálům dají učitelé. Hlavní věcí te
dy je, že naše materiály sdělují učitelům 
smysl matematického cíle, který sleduje
me, a pomáhají jim „strávit" naše hledis
ko. 

Toto hledisko umožňuje podívat se na 
geometrii i pedagogiku novým způsobem. 
Učitelé budou muset vidět, jak výsledky 
v geometrii dobře zapadají do obecnější 
matematické osnovy. Tak například vý
sledky vyplývající ze zobecnění věty 2 (či. 
3,3.2) se jeví jako pokusy o určení mi
nimálních hodnot funkcí. Učitelé budou 
muset také přijmout hledisko, že budou 
výsledků dosahovat pomalu a postupně 
s tím, jak žáci budou vyvíjet hypotézy na 
základě experimentů, snažit se ověřovat 
své domněnky, vypracovávat nové experi
menty na základě toho, čemu se naučili, a 
potom zpřesňovat své domněnky. Nejdů
ležitější (i nejnesnadnější) bude to, že uči
telé budou muset pokládat rozvíjení stylu 
práce u svých žáků za primární cíl hodin 
matematiky. To je nový úkol pro učitele, 
totiž role zkušenějšího partnera žáků ve 
výzkumné práci, a to dává žákům novou 
naději. 

Učební osnovy musí proto sedět na 
dvou židlích. Aby byly přijatelné ve tří
dách takových, jaké jsou, musí používat 
zavedenou měnu — objekty, fakty, geo-
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metrické metody — j a k jsou nyní obecně 
známé ze střední školy. Avšak každá akti
vita musí zcela zřetelně zviditelňovat ma
tematické metody a způsoby práce. Proto 
žáci i učitelé (a rodiče a tvůrci osnov) mu
sí být s to začít s pocitem, že to, co dělají, 
dělají kvůli geometrii, vidí však při tom 
širší rámec j i obklopující a musí být s to 
skončit s pocitem, že to, co dělají, dělají 
pro m a t e m a t i k u a že vidí vnitřní soudrž
nost geometrie v rámci matematiky. 
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A c a d e m i a f i lm O l o m o u c o c e n i l a V l n y 

Výukový videofilm režiséra Jiřího Všetečky a spoluautorů L. Pekárka a M. Rojka 
Vlny kolem nás zvítězil na festivalu Academia film Olomouc v kategorii populárně 

naučných pořadů s přírodovědnou tematikou a získal cenu J a n a Calábka. Tento pořad 
vyrobilo Videocentrum Č V U T v rámci grantu MŠMT prof. Ludmily Eckertové. Jde o 
první pořad plánované edice „Cesty k vědění" fyzikální vědecké sekce Jednoty českých 
m a t e m a t i k ů a fyziků. 

Videofilm je doplněn textem, který prohlubuje pohled na jevy uvedené ve videofilmu 
a umožňuje tak opakované využití videofilmu n a nižším i na vyšším stupni škol. 

Mezinárodní porota ocenila mimo jiné názornost podání a didaktickou koncepci 
pořadu. Videofilm spojuje jevy, které se předvádějí v laboratoři, s jevy pozorovanými 
v přírodě. Pořad t í m plní hlavní záměr autorů: získat zájem diváka o hlubší pohled 
n a jevy, které denně pozoruje, a provokovat ho k zamyšlení o jejich fyzikální pods ta tě . 
Pořad byl koncipován tak, aby byl atraktivní nejen svým obsahem, ale i svou estetickou 
stránkou. Za zmínku stojí i skutečnost, že pořad vzniklý ve skromných podmínkách vy
sokoškolského televizního studia byl jediným, který získal ocenění poroty v konkurenci 
pořadů profesionálních televizních studií. 

Videofilm včetně doplňujícího textu mohou zájemci objednat na adrese: J e d n o t a 
českých m a t e m a t i k ů a fyziků (prof. dr. L. Eckertová), M F F UK, V Holešovičkách 2, 
180 00 P r a h a 8, za režijní cenu 250 Kč. 
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