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Lieovy grupy. JiZ jsme fekli dost o algebfe a o jejim spojeni s geometrii. Tato &dst, kterd
spojuje algebru s topologii, uz leZi na cesté k pozd¢jsim analytickym témattim. Vysledek,
ktery zde uvedeme, podobné jako né€kolik jinych vynikajicich matematickych vysledki,
budi dojem, Ze¢ jsme ziskali néco z ni¢eho nebo pfinejmensim, Ze jsme ziskali mnoho
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za neuvétitelné nizkou cenu. Jeden z nejznaméjSich vysledkt tohoto druhu se vyskytuje

*) Dokonceni piekladu Clanku American Mathematics from 1940 to the Day before Yesterday,
American Mathematical Monthly 83 (1976) No. 7, pp. 503—516. Prvni ¢ast prekladu byla otisténa
v minulém (¢isle.
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v pocdteénich partiich kurst teorie funkci komplexni prom&nné: tvrdi, Ze diferencova-
telnd funkce na oteviené podmnozing komplexni roviny je nutné analytickd.

Péty Hilbertav problém si zddd prdavé vysledek takového typu: néco z ni¢eho. Spadd
do kontextu teorie topologickych grup. Topologickd grupa je mnoZina, kterd je sou-
Casné Hausdorffovym prostorem a grupou, pfi¢emzZ grupové operace

(x,y)>xy a x->x"1

jsou spojité. Typickym piikladem je mnozina vSech redlnych matic typu 2 x 2 tvaru
(5 7) pfi x > 0; jeji topologickd struktura je struktura pravé poloroviny (viechny dvojice
(x, y) pti x > 0) a jeji multiplikativni struktura je struktura obvykld u matic. Ekvivalent-
né: definujeme ndsobeni v pravé poloroviné piedpisem

(x,9) . (x,y) = (xx', xy" + y).

0= (3 2),
X X
je jasné, Ze jak ndsobeni, tak inverze jsou spojitd zobrazeni.

Uvedend topologickd grupa md duleZitou specidlni vlastnost: je ,,lokdlné euklei-
dovska“ v tom smyslu, Ze kazdy jeji bod md okoli, které je homeomorfni s otevienou
kouli v (dvourozm&rném) eukleidovském prostoru. (Ekvivalentng: ke kaZdému bodu
existuje ,,lokdIni soufadnicovy systém®.) Jest& duleZit&jsi specidlni vlastnosti naseho
prikladu je, Ze grupové operace, chdpané jako zobrazeni pfisluSnych eukleidovskych
prostoril, nejsou pouze spojité, ale dokonce analytické. Je-li grupa lokdln€ eukleidov-
skd, tj. je-li vitbec moZné na ni ,,zavést soufadnice, potom to mizeme udélat mnoha
zpusoby; jestliZe alespoii pfi jednom z nich budou grupové operace analytické, nazveme
grupu ,,Lieovou grupou‘“. P4ty Hilberttiv problém byl tento: Je kaZdd lokdlng euklei-
dovskd grupa Lieovou grupou?

Analogie tohoto problému s vySe zminénym problémem z teorie funkci komplexni
promeénné je velmi t€snd. Je pomérné snadné dokdzat, Ze dvakrat diferencovatelna funkce
je analytickd; *) Po dlouhou dobu bylo zndmo, Ze jestliZe topologickd grupa md do-
stateCn€kradt diferencovatelné soufadnice, potom je analytickou grupou.

Thned po objevu Haarovy miry byla tato mira pouZita voN NEUMANNEM (1933) k dii-
kazu, Ze odpovéd na Hilbertovu otdzku je kladnd pro kompaktni grupy. Nedlouho po-
tom PONTRIAGIN (1939) rozfesil abelovsky ptipad a CHEVALLEY (1941) roziesil feitelny
ptipad. (Omlouvédme se, ale ,,fesitelny* je technicky termin, jehoZ uZiti zde bylo nezbyt-
né.)

Obecny piipad byl vyfeSen v roce 1952 GLEASONEM a spole¢né MONTGOMERYM se
Z1prINEM; odpoveéd na Hilbertovu otdzku je ano. To, co udélal Gleason, byla charakteri-
zace Lieovych grup. (Definice: topologickd grupa ,,nemd malé podgrupy*, jestliZe jeji
jednotkovy prvek md okoli, které neobsahuje Zéddou podgrupu fddu vétsiho neZ 1.

Ponévadz

*) Stali samoziejmé jednou diferencovatelna. S vySe uvedenym predpokladem je oviem dikaz
kratsi. — Pozn. prekl.
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Charakterizace: kone¢né dimenziondlni lokdln€ kompaktni grupa bez malych podgrup
je Lieovou grupou.) Montgomery a Zippin pouZili k dosaZeni Zddaného vysledku geo-
metricko-topologické metody (a Gleasonovu vétu).

Varovéni: problematiku nemtiZeme povaZovat za uzavienou. Otdzku miZeme zobec-
fiovat zplsoby, které maji jak teoretickou, tak i praktickou cenu. Grupy mohou byt
nahrazeny ,,lokdlnimi grupami‘ a abstraktni grupy miiZeme nahradit grupami transfor-
maci, které operuji na varietdch. Nejlepsi vit&zstvi jsou ta, kterd ukazuji kde hledat nové
svéty k dobyvdni. A vité€zstvi nad pdtym Hilbertovym problémem bylo tohoto druhu.

Literatura:

[1] A. GLEASON: Groups without small subgroups. Ann. Math., 56 (1952) 193—212 (MR 14—135).

[2] D. MonTGOMERY and L. ZrppIN: Small subgroups of finite-dimensional groups. Ann. Math., 56
(1952) 213—241 (MR 14—135).

[3] D. MontGoMERY and L. ZrppIN: Topological transformation groups. Interscience, New York,
1955 (MR 17—383).

Pozn. red.:. Podrobnéjsi pouceni o historii 5. Hilbertova problému najde &tendr v éldnku J. VanZury
Pokroky MFA XVII (1972), str. 68—78.

Poincarého domnénka. ,,Varieta®“ je topologicky prostor (pfesn&ji separabilni Haus-
dorffav prostor), ktery je lokdIn€ eukleidovsky. Variety byly po mnoho let centrdlnim
topologickym pojmem a stdle jim zlstdvaji. Hilbertiv pdty problém se vztahoval na
grupové variety; Poincarého domnénka se tykd vlastnosti souvislosti hladkych variet.
,,Diferencovatelnd varieta® je varieta opatfend takovymi lokdlnimi soufadnicovymi
systémy, Ze zm&ny soufadnic pfi pfechodu od jednoho soufadnicového okoli k druhému
s nim se pfekryvajicimu, jsou hladké. ,,Hladky* v tomto kontextu je obecné pfijatou
zkratkou znamenajici C®, tj. nekoneénékrat diferencovatelny. '

Eukleidovské axiomy pro rovinu Uplné€ charakterizuji tuto rovinu. Takovy postup
(nalézt vlastni jédro v&ci, abstrahovat a vysledku pouzit k axiomatickému popisu) je
v matematice ¢asty a uZiteny. ProtoZe sféry jsou zdkladnim pojmem velké &ésti topo-
logie, je pfirozené pokusit se je podrobit také axiomatickému pfistupu. Takovyto pokus
byl udinén a byl z velké Cdsti UspéSny.

Napiiklad 1-sféra (tj. kruznice) je kompaktni souvisld 1-varieta (tj. varieta dimenze 1)
a to je v8e, ¢im je: az na homeomorfismus je kazdd kompaktni souvisld 1-varieta 1-sférou.

S 2-sférou je situace sloZit&jsi: jak 2-sféra S, tak i torus T*(= S' x S')jsou kompakt-
ni souvislé 2-variety, které nejsou navzdjem homeomorfni. Abychom odlisili S2 od T?
a obecngji od sféry s mnoha uchy, je nutné si vS§imnout, Ze i kdyZ jak S?, tak i T? jsou
souvislé, je S? vice souvisld. V prislusném technickém jazyce to znamend, Zze S? je
,»jednoduse souvisld* a T? neni. Pfisluiné definice nyni uvedeme. Pfedpoklddejme, Ze
X a Y jsou topologické prostory a Ze f a g jsou spojitd zobrazeni z X do Y; I necht
oznaduje jednotkovy interval <0, 1>. Zobrazeni f a g jsou ,,homotopickd®, jestlize
existuje spojité zobrazeni h z X x I do Y takové, Ze h(x, 0) = f(x) a h(x, 1) = g(x)
pro viechna x. (Intuitivn&: f Ize spojitym zpiisobem deformovat v g.) Prostor Y je
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jednoduse souvisly, jestliZe kazdé spojité zobrazeniz S* do Y je homotopické konstant-
nimu zobrazeni. (Intuitivné: kazdd uzaviend kiivka miZe byt staZena do bodu.) Jakmile
mdme tento pojem k dispozici, je uz snadné uvést charakterizaci 2-sféry: az na homeo-
morfismus je kazdd kompaktni, souvisld, jednodu$e souvisld 2-varieta 2-sférou.

Studium v dimenzich 1 a 2 ndm je$té neddva pevny zdklad k odhadu obecného pfipadu,
ale alespoti objastiuje ndsledujici pojem. Existuje zpisob, jak definovat ,,k-souvislost®,
kterd zobectiuje ,,souvislost (k = 0) a ,,jednoduchou souvislost (k = 1): sta¢i nahra-
dit S! v definici jednoduché souvislosti sférami S/, j = 0, 1, ..., k. Prostor Y je tedy
k-souvisly, jestlize pro ka7dé j mezi 0 a k v&etné je kazdé spojité zobrazeni S’ do Y
homotopické konstantnimu zobrazeni.

Obecnd Poincarého domnénka fikd, e je-li hladkd kompaktni n-varieta (n — 1)-sou-
visld, potom je homeomorfni s S™.Pro n = 1 a n = 2 bylo toto tvrzeni dlouhou dobu
zndmé; velkym krokem vpfed byl neddvny diokaz tohoto tvrzeni pro n = 5. Diikaz
podal SMALE (1960). Krétce poté, kdyZ se dovEdEl o SmaleovE Gsp&chu, STALLINGS podal
jiny dikaz pro n = 7 (1960); tento dikaz potom ZEEMAN rozsifilna n=5an =26
(1961). Pro n = 3 (ptivodni Poincarého domnénka) a n = 4 neni dosud nic zndmo.

Ve skute¢nosti Smale dospél k mnohem siln&jsimu vysledku. Ukdzal, Ze urdité variety
miiZeme ziskat slepovdnim diskii. Jeho vysledky se staly vychozim bodem ke klasifikaci
jednoduse souvislych variet.

Literatura:

[1] S. SMALE: The generalized Poincaré conjecture in higher dimensions. Bull. A. M. S., 66 (1960)
373—375 (MR23 # A2220).

[2] J. R. STALLINGS: Polyhedral homotopy-spheres. Bull. A. M. S., 66 (1960) 485—488 (MR23 #
# A2214).

[3]1 E. C. ZEeMAN: The generalized Poincaré conjecture. Bull. A. M. S., 67 (1961) 270 (MR23 #
# A2215). :

[4] S. SMALE: Generalized Poincaré’s conjecture in dimensions greater than four. Ann. Math., 74 (1961)
391—406 (MR25 # 580).

Exotické sféry. ,,Difeomorfismus* mezi dvéma diferencovatelnymi varietami je takovy
homeomorfismus, Ze on sdm i homeomorfismus k nému inverzni jsou hladké. Homeo-
morfismus je relaci ekvivalence mezi varietami; tfida ekvivalence (vzhledem k homeo-
morfismim) se sklddd z variet se stejnymi topologickymi vlastnostmi. Podobng difeo-
morfismus je relaci ekvivalence mezi diferencovatelnymi varietami a tfidy ekvivalence
(vzhledem k difeomorfismiim) se sklddaji z variet se stejnymi diferencidlnimi vlastnostmi.
Jsou ale tyto pojmy skutetné rizné? Je difeomorfismus opravdu vice omezujici nez
homeomorfismus? Odpoved zni ano, dokonce pro topologicky dobife utvdfené variety,
ale tato skuteCnost zdaleka neni zfejmd. Ptiklad zkonstruovany MILNOREM v roce 1956
pfiSel jako pfekvapeni a podle HASSLERA WHITNEYHO, tento jediny izolovany piiklad
vedl k soudobému rozkvétu diferencidlni topologie.

Milnorovym pfikladem je 7-sféra. Pro kazdé kladné celé &islo n je n-sféra S” p¥iroze-
nym zpiisobem vloZena do eukleidovského (n + 1)-prostoru, a je tedy na ni pfirozend
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diferencovatelnd struktura. Milnor ukdzal, Ze existuje diferencovatelnd varieta, kterd je
homeomorfni, ale ne dlfeomorfnx se sférou S”; tuto varietu zacali nazyvat ,,exotickou
7-sférou.

Abychom toto tvrzeni dokdzali, je tfeba roziesit tfi problémy: (1) nalézt kandiddta,
(2) dokdzat, Ze je homeomorfni s S7 a (3) dokdzat, Ze neni s S difeomorfni. Prvni pro-
blém byl jednoduchy (z dne$niho pohledu); kandiddtem byl prostor (ﬁbrace 3-sfér nad
4-sférou), ktery byl topologiim zndm po fadu let. Druhy problém Milnor vyfesil s pouZi-
tim Morseovy teorie. Morseova funkce na diferencovatelné varieté je redlnd hladkd
funkce majici pouze nedegenerované kritické body. Na n-sféfe existuje Morseova funkce
s prévé dvéma kritickymi body (za funkci stai vzit posledni soufadnici a uvazovat oba
poly). V&ta G. Reeba ddvd vysledkek v opatném sméru: jestlize na diferencovatelné
varieté existuje Morseova funkce s prdvé dvéma kritickymi body, potom je tato varieta
homeomorfni se sférou. Milnor ukdzal, Ze na jeho prostoru takovdato Morseova funkce
existuje. Tfeti problém byl nejobtizngjsi. Zde pouzil Milnor dvou skutenosti: za prvé
%e¢ S7 je hranici jednotkové koule v R, a za druhé, Ze jeho kandiddt vznikl jako hranice
jisté 8-rozm&rné variety W. Kdyby jeho kandiddt byl difeomorfnis S7, potom by s pouZi-
tim tohoto difeomorfismu bylo moZno pfilepit jednotkovou kouli na Wa ziskat tak 8-roz-
mérnou varietu, kterd (jak Milnor ukdzal) nemiiZe existovat.

KdyZ uz bylo zndmo, Ze exotické sféry existuji, bylo pfirozené se ptdt, kolik jich je,
tj. kolik tfid vzhledem k difeomorfismim existuje. Milnor a KERVAIRE ukdzali, Ze jich je
28. A jak to vypadd s ostatnimi sférami ? Opétné Milnor a Kervaire ukdzali, Ze na mnozi-
n& diferencovatelnych sfér (modulo difeomorfismus) je moZno zavést strukturu konetné
abelovské grupy s ,,pfirozenou’ sférou jakoZto nulovym prvkem; grupovou operaci je
,,souvisld suma‘, coZ je pfirozené slepovdni variet. Tato grupa je trividlni pro n < 7,
m4d fdd 28 pro n = 7, ¥dd 2 pro n = §, f¥dd 8 pro n = 9, ¥dd 6 pro n = 10 a fdd 992
pro n = 11. Pro n = 31 existuje vice neZ Sestndct miliénd t¥id (vzhledem k difeomorfis-
miim) exotickych sfér.

Na konstruovédni exotickych sfér existuji dv€ systematické metody. Prvni je Milnorova
konstrukce nazyvand ,,plumbing* (spojovdni dér pomoci uch), kterd pfedklddd exo-
tické sféry jako hranice variet vznikajicich pomoci rozfezdvdni a slepovdni. Druhd me-
toda (pochézejici od BRIESKORNA, PHAMA a daliich) ddvd pfedem rozklasifikované pfi-
klady. Pro kazdou konetnou posloupnost (ay, ..., a,) kladnych celych &isel bud Y (ay, ...

., a,) mnoZina nulovych bod polynomu z§* + ... + zi*, které leZi na jednotkové
sfere v komplexnim n-prostoru. Milnor zformuloval pfesnd kritéria pro uvaZovanou
n-tici, kterd zaruCuji, Ze uvedend varieta je homeomorfni sféfe uréité dimenze (je to mi-
mochodem 2n — 3). Napiiklad kdyZ k probihd od 1 do 28, ddvaji ndm variety 2(3, 6k —
—-1,2,2, 2) reprezentanty ve vSech 28 tfiddch (vzhledem k difeomorﬁsmﬁm) 7-sfér.

Literatura:

[1] J. W. MILNOR: On manifolds homeomorphic to the 7-sphere. Ann. Math., 64 (1956) 399—405
(MR 18—498).

[2] J. W. MILNOR: Differential topology. Lectures on Modern Mathematics vol. II, pp. 165—183,
Wiley, New York, 1964 (MR31 # 2731).
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Diferencialni rovnice. Diferencidlni pojmy hraji dilezitou roli v§ude véetné Cisté algebry
a topologie, jak jsme vidéli vySe. Diferencidlni rovnice jsou tim, co hybe svétem, a kazdy,
kdo chce chod svéta pfedvidat nebo Cdste¢né ménit, musi znat diferencidlni rovnice
a jejich feSeni.

Diferencidlni rovnice se klasifikuji pozoruhodn€ primitivnim zptisobem podle poctu
nezdvislych proménnych, které se vyskytuji v derivacich a podle zplisobu, jakym se
objevuji v rovnicich nezndmé funkce. Klasifikace je ,,jedna‘“ a ,,mnoho* v prvnim pfi-
padé a ,,dobry* a ,,ne tak dobry* v pfipadé druhém. Jinak s pouzitim adjektiv béznych

" u rovnic méiZeme fici ,0byCejné® a ,,parcidlni* v prvnim pfipad¢ a ,linedrni* a ,,ne-
linedrni“ v p¥ipadé druhém. Tento oddil se tykd pouze linedrnich rovnic, a to rovnic
parcidlnich; obyCejné rovnice se objevuji pouze struéné na zacdtku, aby ndm pomohly
objasnit situaci.

Poddtky teorie obycejnych linedrnich diferencidlnich rovnic jsou jednoduché a uspoko-
jivé; Ize je najit v elementdrnich u€ebnicich. Je-li p polynom

k
p(¢) =J§0“i &

a D = d/dx, je P = p(D) diferencidlni operdtor a Pu = g (s danym g a nezndmym u) je
typickd linedrni obycejnd diferencidlni rovnice s konstatnimi koeficienty. Je-li g spojité
(coZ je rozumny, uZiteSny, ale pfili§ specidlni pfedpoklad), potom md rovnice vzdy
feSeni. Toto tvrzeni plati i v pfipad& nekonstatnich koeficienti (tj. kdyZ a; jsou funkce
proménné x), jestlize o nich n&o mélo pfedpokldddme. Sta&i napfiklad, kdyZ a ; Jsou
spojité a ,,hlavni“ koeficient a, se nikde neanuluje.

U parcidlnich rovnic uz zaddtky jsou netrividlni a nové a napiiklad dokonce teorie
rovnic s konstatnimi koeficienty patii do zcela neddvné etapy vyzkumu. Formulace
problému je dosti jednoduchd: uvazujeme polynom v proménnych &,,...,&, a vytvofme
diferencidlni operdtor P nahrazenim proménné ¢; derivaci /0x;; cilem je Felit rovnici
Py = g s nezndmou funkci u.

Abychom se vyhnuli ¢ — detailiim, které ndm toho moc neobjasni, ani ndm nejsou
piili§ uZitené, stalo se béznym brét g (a hledat u) v nejvice nebo nejménd omezujici
tfidé objektl pfichdzejicich v ivahu. Nejvice omezujici tfida objektil sestdva z hladkych
(nekone&né diferencovatelnych) funkci bez ohledu na to, co je jejich definiénim oborem
(R", oteviend podmnoZina v R”, varieta); druhym extrémem jsou potom distribuce
LAURENTA SCHWARTZE. (Motivace teorie distribuci je tato: Funkce f indukuje linedrni
funkciondl ¢ — [¢(x) f(x) dx na C*. ,,Distribuce* je, definujeme-li vhodng topologii,
spojity linedrni funkciondl, ktery viak nemusi byt nutné indukovdn funkci. Analogie
mezi timto zobecnénim a funkcemi ihned nabizi vhodnou definici derivace pro distri-
buce. S pouZitim této definice potom Ize budovat fungujici teorii parcidlnich diferencial-
nich rovnic.)

Parcidlni diferencidlni rovnice jsou starou a Siroce aplikovanou disciplincu a je udivu-
jici, Ze zdkladni véta o nich pochdzi z neddvné doby; zd4 se, Ze to bylo pfedevéirem, kdyz
EHRENPREIS (1954)a MALGRANGE(1955) dokdzali, 7e kazd4 linedrni parcidlni diferencidlni
rovnice s konstatnimi koeficienty md FeSeni. JestliZe jeji pravad strana je hladkd, existuje
hladké feSeni; dokonce i kdyZ pfipustime na pravé stran& libovolnou distribuci, existuje
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distribuce, kterd je feSenim. Toto téma je vyCerpavajicim zptisobem probrdno v Ehren-
preisové knize (1962) a miZe byt povaZovéno za uzaviené.

A7 sem to jde dobfe; dikazy jsou sice obtizn&jsi nez v pfipad€ obycejnych diferen-
cidlnich rovnic, ale vysledky jsou p&kné. Teorie rovnic s prom&nnymi koeficienty (tj.
s koeficienty, které jsou funkcemi) je mnohem obtiZn&jsi, vi se toho mnohem mén&
a v Zddném smeéru neni blizko svému zakonéeni. Dva pozoruhodné pfispé€vky z konce
padesdtych let naseho stoleti ukdzaly, Ze staré predstavy a staré metody byly zna&né
nespravné.

Ke starym pfedstavam: HANs LEwy nalezl (1957) inspirujicia pozoruhodng jednodu-
chy pfiklad parcidlni diferencidlni rovnice s prom&nnymi (ale hodn& hladkymi) koeficien-
ty, kterd nemd vitbec Zddné feSeni. Lewyho polynom m4d stupei 1,

p(x,8) =a, & +ay & + a3 &5,

kde koeficienty a,, a,, a; jsou funkcemi t¥i proménnych, pfi¢emzZ prvni dva jsou kon-
stantni:

al = —‘i, (12 = 1, a3 = —Z(xl + ixZ) .
Prislusny diferencidlni operdtor md samoziejme tvar

P = —i——a—+i—2(x1 +ix)i.
0x, 0x, 0x,
Lewy dokdzal, Ze pro skoro viechna g z C* (ve smyslu Baireovy kategorie) nevyhovuje
rovnici Pu = g vibec Zddnd distribuce.

V pfiblizng stejné dobg (1958) studoval CALDERON jednozna&nost Felent jistych dilezi-
tych parcidlnich diferencidlnich rovnic (s vhodnymi po&dte¢nimi podminkami). Podafilo
se mu dokdzat, Ze kdyZ Pu = 0 a u = 0 pro ¢ < 0 (pro pfedstavu nechf ,,i* oznaduje
Zas), potom lokdln& u zdstdvd rovno nule i v kladném &ase. Calderénovy metody jsou
pfevzaty z harmonické analyzy; zavedly do této oblasti singuldrni integrdly a odtamtud,
o néco pozdé&ji, pfisly pseudo-diferencidlni a Fourierovy integrdlni operdtory. Tyto
mySlenky od té doby ovldadly celou tuto oblast.

HORMANDER analyzoval a zobecnil Lewyho ptiklad (1960). Poukdzal na to, Ze rovnice
md uvedené vlastnosti proto, Ze jeji koeficienty jsou komplexni; to, co je podstatné, je
chovdni komutdtoru P a P. Operdtor P dostaneme jednoduse nahrazenim ka?dého
koeficientu koeficientem komplexn& sdruzenym. (V jazyce operdtorii: Pu = (Pu).)
PYesngji: uvaZujeme pro kazdy polynom v proménnych (&,,..., &,) jeho ,,hlavni &dst*,
tj. tu &4st, kterd obsahuje pouze ¢leny nejvyssiho stupn&. (V Lewyho piikladu jind &dst
vibec neni.) Je-li p(x, f) takovdto hlavni Cdst, oznaCme symbolem b(x, C) ,,Poissonovu

zavorku‘¢
op 0p op 0p
b(x, &) =Z<_p_£ __P_I’).
0x; 0¢;

Tvrzeni: jestlize v nékterém bod& (x,, &) je hlavni &dst p(x°, £°) rovna nule, ale Poisso-

nova zdvorka b(x°, £°) je nenulovd, potom rovnice p¥isluind p neni feSitelnd v Lewyho
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smyslu v Z4dné oteviené mnoZiné obsahujici x°. Je snadno patrné, Ze Lewyho ptiklad
spadd do této Hormanderovy kategorie. Dostdvime

= ——iél + 62 —2(x1 +ix2) 63’

p=1i& + & —2(x, — ix;) &3
a snadno vypocteme

b=8i53,

takZe je jasné, Ze pro kazdé x = (xy, x,, x3) existuje & = (&,, &, &,) takové, Ze p(x ,¢) =
= 0a b(x, &) # 0.
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Véta o indexu. Atiyahova-Singerova véta o indexu (1963) spojuje dvé matematické
discipliny, topologii a analyzu, pfiemz toto spojeni neni ndhodny jev, nybrz je v samotné
podstaté véci. Prosté: spojeni je prdvé to, o co tu jde. V&ty s takto Sirokym dosahem
patii obvykle k nejuZitetné&jSim a nejelegantnéj$im a véta o indexu zde neni Zddnou
vyjimkou. A prdvé hloubka této véty si vyZzaduje, Ze chceme-li ji vylozit a pfibliZit
musime postupovat nepfimo. V dalSim proto v prvni fadé popiSeme jejiho historického
a koncepéniho pfedchiidce — Riemannovu-Rochovu vétu a potom struéné nagnacime,
jakym zpisobem ji Atiyahova-Singerova véta zobeciiuje.

Klasickd Riemannova-Rochova véta se zabyvd dvéma aspekty (topologickym a ana-
lytickym) Riemannovy plochy. Kazd4 kompaktni Riemannova plocha je homeomorfni
s (dvourozmé&rnou) sférou s uchy. Polet t&chto uch, tzv. ,,rod*, topologicky pln& cha-
rakterizuje plochu; tato Cdst je snadnd. Analytickd struktura je sloZit&jsi. Sestdvd
z pokryti plochy kone€nym pocCtem otevienych mnoZin spolu se zaddnim homeomorfis-
mt z komplexni roviny na kaZdou z té€chto otevienych mnoZin, pfi¢emz na jejich pfekry-
tich vznikaji holomorfni funkce. (Je vhodné, kdyZ pomoci té&chto homeomorfismit
ztotoznime kaZdou otevienou mmnoZinu pokryti s né€kterou otevienou mnoZinou v C;
v dal§im to budeme micky délat.) Je-li plocha napiiklad sférou (bez uch), mysleme si,
Ze C prochdzi rovnikem a uZijme stereografické projekce (ze severniho a jizniho pélu)
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jakoZto homeomorfismy. Mdme tak dvé oteviené mnoZiny, dopln€k severniho a dopln€k

jizniho p6lu; holomorfni funkce na piekryti je w(z) = ! F
V4

Hladkou funkci na Riemannové ploSe milZeme chdpat jakoZto mnozinu funkci
definovanych fekn&me na otevieném jednotkovém kruhu v € (po jedné pro kaZdou
otevienou mnoZinu pokryti), které jsou hladké (C°°) a prechdzeji jedna v druhou pii
transformacich soufadnic vznikajicich na prekrytich; (tj. jsou-li fa g dvé z téchto funkci
a je-li w zobrazeni v jednotkovém kruhu, které vznikne tak, Ze vezmeme homeomorfis-
mus na otevienou mnozinu pfislu$nou f a na p¥ekryti s otevfenou mnoZzinou p¥islusnou
g ho sloZime s inverznim homeomorfismem pfislusnym této oteviené mnozing, potom
((z) = g(w(2)). Funkce na Riemannov& plose se nazyvd holomorfni (nebo meromorfni),
jestlize kaZd4 z uvedenych funkci na jednotkovém kruhu je holomorfni (nebo meromorf-
ni). Dal$im nezbytnym pojmem k analytickému studiu Riemannovy plochy je pojem
hladkého diferencidlu: je to vyraz tvaru p(x, y) dx + g(x, y) dy, (kde p a g jsou hladké
funkce s komplexnimi hodnotami), ktery se na pfekrytich transformuje podle zndmych
pravidel o substituci. Holomorfni diferenciél je diferencidl tvaru f(z)dz, kde f(z) je
holomorfni funkce a dz = dx + idy. (S pouZitim vySe zavedeného znaleni miizeme
transformacni rovnice pro tyto diferencidly zapsat ve tvaru f(z)dz = g(w)dw =
= g(w(z)) w'(2) dz.)

Analytické vlastnosti Riemannovy plochy jsou vlastnosti holomorfnich (a meromorf-
nich) funkci a diferencidlt, které na ni existuji. Zndmd véta ndm fikd, Ze jediné holo-
morfni funkce na kompaktni Riemannové ploSe jsou konstanty: to je v podstaté obsah
Liouvilleovy véty. Mnohem vic ndm fikd Riemannova-Rochova véta. Ve své nejjedno-
dussi form& se zabyva kompaktni Riemannovou plochou S rodu g a n body z,,...,z,
na S. Bud F vektorovy prostor meromorfnich funkci na S s pdly nejvyse 1. fddu v kaz-
dém z bodu z; (a nikde jinde); bud D vektorovy prostor holomorfnich diferencidlt
s nulovymi body alespoii 1. ¥ddu v kaZdém z bodii z; (a popf. kdekoli jinde). Potom

dmF —-dmD=14+n-g.

Ve specidlnim p¥ipadé klasické Liouvilleovy véty g = 0,n = 0 a dim D = O.) Dulezi-
tym aspektem tohoto tvrzeni je, Ze veliCina, kterd je uplné popsand v analytickych
pojmech miiZe byt vypoltena pomoci udaju Cisté topologickych.

Ve specidlnich pfipadé n = 0 je F vektorovy prostor funkci holomorfnich na S
(takZe dim F = 1) a D je prostor viech holomorfnich diferencidlé. Existuje linedrni
zobrazeni obvykle oznadované G, z vektorového prostoru vSech hladkych funkcina S do
vektorového prostoru vSech hladkych diferencidlii: piSme

_ 0 _
of = ——{ dz
0z
. . S . 1 . C .
*) Situace je nepatrné slozit&j$i. Aby vysSlo w(z) = ; , je nutno jednu projekci sloZit se symetrii

podle osy realnych &isel. Pozn. prekl.
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na kaZdé oteviené mnoZing z uvazovaného pokryti. Zobrazeni @ je piikladem diferencidl-
niho operdtoru. Do jeho jédra patfi prdavé funkce vyhovujici Cauchyovym-Riemanno-
vym rovnicim; jinymi slovy

kerd = F.

Kojddro zobrazeni 0 (faktorprostor prostoru viech hladkych diferencidlé podle obrazu
zobrazeni ) miZeme zase ztotoZnit s prostorem D. V tomto piipad® Riemannova-Ro-
chova véta ddvd vztah

dim ker & — dim coker d = 1 — g¢.

Atiyahova-Singerova véta je zobecnénim véty Riemannovy-Rochovy v tom smyslu,
Ze rovnéz ukazuje, Ze urcité analytickym zptsobem definované ¢islo (,,analytick}’/ index*)
muiZe byt nalezeno pouze s pomoci topologickych charakteristik. Které aspekty byly
zobecnény? VSechny. Riemannova plocha je nahrazena libovolnou kompaktni hladkou
varietou jakékoliv dimenze. Vektorové prostory hladkych funkci a hladkych diferencidli
jsou nahrazeny vektorovymi prostory hladkych fez komplexnich vektorovych fibraci
nad M (fakticky komplexii vektorovych fibraci). Konetn& zobrazeni 0 je nahrazeno
diferencidlnim operdtorem A, ktery vyhovuje urcité podmince invertibility (nazyvané
eliptinost). Z ni vyplyvd, Ze jak ker A, tak i coker A jsou koneiné dimenziondlni;
rozdil téchto dvou dimenzi se nazyvd analyticky index. Atiyahova-Singerova véta fikd,
Ze analyticky index milZeme vypolist s pouZzitim vyluén€ topologickych invariantil
(,;topologického indexu*), které jsou velmi hlubokym zobecn&nim pojmu rodu.

Za dobu jeji dosud krétké existence byly z Atiyahovy-Singerovy véty odvozeny diile-
Zité a zajimavé disledky a ona sama uZ byla dokdzdna pfinejmen$im tfemi rtiznymi
instruktivnimi zpasoby. Posledni z nich vychdzi ze studia rovnice vedeni tepla na varieté.
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Zavér. Stéle jsou objevovdny nové pojmy, pfiklady i metody a zjistovdny nové skutec-
nosti; problémy dostdvaji nové formulace, jsou zafazovdny do nového kontextu, hloubg-
ji do nich pronikdme a kaZdym dnem nalézdme jejich feSeni. Doufdme, Ze deset vyse

uvedenych piikladt ukdzalo alesporii ¢dstecné $ifku, hloubku, zajimavost a silu matema-
tiky nasi doby. Matematika je Zivd, matematika zGstdva.

Hlboké $tudium prirody je najplodnej§im pra- Ludia, ktori si osvojili principy matematiky,
mefiom matematickych objavov. maju o jeden zmysel viac nez oby¢ajni smrtelnici.
J. Fourier Ch. Darwin
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