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Srinivasa RamanudZan
a sveét krasnych formuli

Jifi Fiala, Praha

Zacatkem roku 1913 dostal uz tehdy slavny anglicky matematik G. H. HARDY dopis,
datovany v Madrasu 16. ledna 1913:

ViZeny pane,

dovoluji si pFedstavit se Vdm: jsem urFednikem v uctdrné v pfistavu v Madrdsu a miyj
rocni plat cini pouze dvacet liber. Je mi 23 let. Nemdm univerzitni vzdéldni, avSak
proSel jsem zdkladnimi Skolami. KdyZ jsem opustil §kolu, vénoval jsem veSkery sviij
volny ¢as prdci v matematice. Nenastoupil jsem obvykly smér jako na univerzitdch,
nybrZ jsem si nasel svou vlastni cestu. Zabyval jsem se specidlnimi vyzkumy divergent-
nich Fad a vysledky, kterych jsem dosdhl, byly oznaleny mistnimi matematiky jako
»PFekvapujici. (...)

Neddvno jsem nalezl ve Vasi knize Orders of Infinity na str. 36 tvrzeni, Ze dosud
nebyl nalezen Zddny uréity vyraz pro pocet prvocisel mensich neZ zadané ¢islo. Nalezl
Jjsem vyraz, ktery velmi pFesné aproximuje skutecny pocet, pri¢emZ je chyba zanedba-
telnd. Dovoluji si Vds poZddat o prohlédnuti pFipojenych listi. Jsem chudy a kdybyste
nalezl v nich néco cenného, rdd bych to publikoval. (...) ProtoZe jsem nezkuSeny, velmi
ocenim kaZdou Vasi radu. Prosim za prominuti, Ze Vds obtéZuji.

Vés Srinivdsa Rédmanud3an.
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K dopisu byl ptiloZen svazek listti, pokrytych rozliénymi formulemi. Hardy vzpomina
v knize o RdmanudZanovi [4], jakym dojmem na ngj pfiloha piisobila. Prvni reakce byla
ovSem zapornd — podobnych dopisti od riznych ,,fermatisti‘ dostdval jako slavny
matematik hodné. V tomto pfipadé vSak pfiloha obsahovala nékteré formule, které
zaujaly na prvni pohled.

Hardy rozdglil formule do n&kolika skupin; uvedeme zde ukdzky kaZdé z nich:*)

(1 edx = YT _ & +1+£J+3+...
o 2 2a a |2a 3a

o e efe e g

(3

.r1+(biJil+<biganw=!fﬂa+9db+ﬂdb—a—9
o 14 <§>2 1+ (a :c- 1>2 2 I(arb+3)rkbd-a+1)
o (1 +x3)(1+ rf;)(l + r*x?)... - 20+r+1 +7tr6 +r'%+..)
) 1—53)°+9 (1 i) 13 <%§)3 +o =';3c
(6 +9(3)* + 17 <1 : :) + 25 (41.'85.‘192)4 4= :/(—:)3—1/"2('}7

Kdy#
() u=E+ﬁ;‘+€l+F—;j+
e

S u1—2u+4u2—3u3+u‘
1+ 3u + 4u® + 2u% + u*’

(®) H rj FJ 5:& ¢%+5w5

*) V ptikladech 1, 2, 7, 8 jde o fetézové zlomky. (Pozn. red.)

pak
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(9) F(k) =1+ (3)*k + (;-‘i)z k* + ...
F(1 — k) = /(210) F(k),
pak

k=@ - 12 =3 ({7-6)" (8 - 37)>.
(V(10) = 3)* (4 — V15)* (V15 - J14)* (6 — /35)" .
(10) Koeficient u x" v rozvoji
(1 — 2% + 2x* — 2x° + ...)~!

Jje celé Cislo, nejbliZsi k Cislu

. (cosh n J(n) - SL‘;“;%’) .

(11) Pocet cisel mezi A a B, které jsou samy étverci nebo jsou souctem ctverci, je

dt
4J1gt

kde K = 0,764 ... a @(B) je velmi malé ve srovndni s integrdlem.

+ ©(B),

Do prvni skupiny patfily formule, které Hardymu pfipadaly znamé. Tak (1) pochazi
od LAPLACEA a byla pfesné dokazana JacoBiM; formuli (2) objevil RoGERs. Formule
typu (3) a (4) sice Hardy neznal, ale pfipadaly mu snadné. Jak ale sim pfiznal, daly mu
vice prace, neZ predpokladal. Obecné se zdaly byt integraly uvedené v pfiloze méné zaji-
mavé.

Zajimavéjsi byly né€které formule s nekoneénymi fadami, jako napf. (5) a (6). Ve
formuli (5) Hardy ale rozpoznal Bauerovu formuli z teorie hypergeometrickych fad,
formule (6) byla mnohem t&Z§i, neZ se na prvni pohled zdalo. Nicméné prostfedky pro
diikaz téchto formuli se daly zjistit v soudobé literatufe o hypergeometrickych funkcich.

Uplné néco jiného byly formule typu (7) aZ (9). Hardy ptiznal, Ze jesté nic takového
nevidél a Ze nemél ani ponéti, jak by se takové formule daly dokéazat. Prohlasil soudasné,
Ze musely byt napsany skvélym matematikem a Ze nutné musi byt spravné, protoZe
nikdo by si nemohl néco takového jen tak vymyslet.

V posledni skuping€ byla tvrzeni, kterd souasné poukézala na omezeni RdmanudzZa-
novych schopnosti a metod. Tak (10) se ukazalo byt nespravnym. Byla to sice vyborna
aproximace koeficientil, ale ne tak dobra, jak si RAmanudZan myslel. Toto tvrzeni se
vSak stalo pozdé&ji velmi podnétnym a vedlo ke spolupraci RamanudZana s Hardym
v oblasti asymptotickych formuli pro rozklady &isel na s&itance.
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Formule (11) pfedstavuje vlastné hluboky vysledek, dokdzany E. LANDAUEM v r. 1908,
aviak v této RdmanudZanové formulaci byla zavadgjici. Integrélni vyjadfeni neni o nic
lep$i neZ jednodussi Landauovo vyjadfeni ve tvaru

x
Jigx

Poznamenejme zde hned, Z¢ R4manudZan znal i pfesnou formuli pro K, totiz

- )

kde r probiha prvocisla tvaru 4m + 3.

Hardy rozpoznal hned, Ze jde o skv&lého matematika. Jejich korespondence pokraco-
vala a kazdy dopis RamanudZana obsahoval dalsi pfekvapivé formule. Hardy usiloval
o RdmanudZantv pobyt v Anglii, coZ se nakonec podafilo. Tim byla zahijena jedna
Z nejzajimavéjsich a nejromanticté&jSich spolupraci matematikd, kterd vydala — i pfes to,
Ze trvala kratce — nddherné ovoce.

Uplné znéni dopist a jejich pfiloh je uvedeno v R4manudZanovych sebranych spisech
[1]. V&, ktery udal RdmanudZan v citovaném dopisu, nebyl spravny; fakticky byl
o dva roky starsi.

Pozoruhodné svédectvi vydal anglicky spisovatel a pfitel Hardyho C. P. Snow
v pfedmluvé k 3. vydani Hardyho knihy A mathematician’s apology (1967): RamanudZan
se uZ ptfed tim obratil na dva vyznamné anglické matematiky, ktefi vSak jeho dopisy
vratili bez komentafe.

Sebrané spisy RamanudZana vySly v roce 1927 [1]. Na jednotlivé prace budeme odka-
zovat pofadovym &islem v téchto sebranych spisech. Zapisniky vySly faksimilované az
v roce 1957 [2] a jeden ,,ztraceny** seSit aZ v r. 1979 [3]. Uz pfedtim vSak nékteré &asti
zapisnikli zpracoval a otiskl HARDY s LITTLEWOODEM a potom WATSON a PEERCE
v rozsahlé sérii ¢lankd v Journal of the London Mathematical Society v letech 1928
aZ 1931 dokazali fadu tvrzeni z téchto zapisniki.

G. H. Hardy napsal o RdmanudZanovi knihu [4], kterd obsahuje také rozsahlou
bibliografii. ‘

K

Zivot

RamanudZan, plnym jménem SRINIVASA RAMANUDZAN AIJANGAR, se narodil v chudé
brahminské roding 22. prosince 1887 v mé&stetku Eroda, nedaleko m&ta Kumbakénam
v jiZzni Indii. Po vychozeni zdkladni §koly za&al r. 1894 studovat na méstské stfedni $kole
v Kumbakénamu. Zde se poprvé projevily jeho mimofaddné schopnosti: ve ¢tvrtém
ro¢niku zaéal studovat samostatng trigonometrii, o rok pozdé&ji objevil Eulerovu formuli,
spojujici exponencialni a trigonometrické funkce. Byl na tento objev velmi pysny, a o to
bylo vé&tsi zklamani, kdyZ se dozvédél, Ze jde o ddvno znamy vztah.

V Sestém ro¢niku si vypij€il knihu, kterd probudila jeho génia: A synopsis of ele-
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mentary results in pure and applied mathematics, kterou napsal uipln€ zapomenuty mate-
matik GEORGE SHOOBRIDGE CARR (2 sv., 1880, 1886). Kniha obsahovala 6165 vét, vesmés
bez diikazi a predstavovala jakési repetitorium matematiky. Styl této knihy se stal
RamanudZanovi vzorem.

V r. 1903 udélal RamanudZan pfijimaci zkousky na univerzitu v Madrésu a ziskal
stipendium. Veskery svilj €as v&€noval vyhradn€¢ matematice a vSe ostatni zanedbal.
Neudélal dal$i zkousky, zvlasté kvili angli¢ting, a ztratil stipendium. Pokusil se sice
jesté jednou zkousky udélat (v r. 1906), ale opét neuspél a tim skoncila 1iplné jeho
studia.

Ramanudzan pokracoval v nezavislé matematické praci. Své vysledky ukladal do
zapisniki, které si pak vedl cely Zivot. V r. 1909 se oZenil a musil si najit n&jaké trvalé
zaméstnani. Obrovské nadani RdmanudZana rozpoznal zakladatel Indické matematické
spole¢nosti RAMASVAMI AUAR, ktery ho poslal do Madrésu a sou€asné s jinymi matema-
tiky (SESU AR, RAMACANDRA RAO) se pokousel ziskat pro ngj stipendium, aviak marng.

Proto nastoupil RdmanudZan v r. 1912 jako ucetni v pfistavu v Madrasu. V té dobg
otiskl prvni prace v €asopise Indické matematické spoleénosti (Journal of the Indian
Mathematical Society). V lednu 1913 napsal RamanudZan prvni, vySe citovany dopis
Hardymu. Hardy pak usiloval prostfednictvim sekretafe pro indické studenty v Londyné
o to, aby RdmanudZan pfijel do CambridZe. RamanudZan v§ak tuto nabidku z kastov-
nich duivodi odmitl.

Mezitim RdmanudZanovy préce vidél v Madrasu také T. G.WALKER, vedouci meteoro-
logického oddéleni v Indii a vymohl RdmanudZanovi stipendium na dva roky. Tak se
dnem 1. 3. 1913 stal RamanudZan profesionalnim matematikem a zistal jim cely Zivot.

Hardy byl RamanudZanovym odmitnutim zklamén. Naléhal v pokracujici korespon-
denci a vyuzil i cesty E. H. Nevilla do Madrasu. To uZ RamanudZan sim ustoupil, ale
obtiZ byla jesté s matéinym souhlasem. ReSeni p¥islo nahle: jednoho rana matka sdélila,
Ze méla sen, ve kterém vidéla syna sedét ve skupiné Evropant a bohyné Namagiri ji
prikazala, aby synovi nestala v cesté. Neville pak zajistil ihned na univerzit€ v Madrédsu
stipendium a 17. bfezna 1914 odjel RdmanudZan lodi do Anglie, kde nastoupil v Trinity
College.

V Anglii pomahali RaémanudZanovi v publikovani praci Hardy a Littlewood. Oba ho
chtéli také naucit moderni matematiku. RdmanudzZan totiZ z jedné strany ovladal napt.
fetézové zlomky jako nikdo na svété, ale z druhé strany mél jen mlhavé pfedstavy o tom,
co je to Cauchyho véta nebo co je to vlastné dikaz. Hardy se z jedné strany obaval, aby
nenarusil jeho inspiraci, z druhé strany vSak ho nemohl nechat v uplné nevédomosti.
Napsal: Pokousel jsem se ho ucit a v jistém smyslu jsem byl uspéSny. Av§ak nakonec
jsem se naudil od ného vic ja neZ on ode mne. V dopisu universit€ v Madrasu pak
napsal: RdmanudZan byl znacné postiZen vdlkou. Littlewood, ktery by se byl pFirozené
spolu se mnou podilel na vyuce RdmanudZana, byl ve vdlce a jeden ucitel — to bylo
prili§ mdlo pro tak znamenitého Zdka. (...) Je to nepochybné nejlepsi indicky matematik
moderni doby. () VZdy byl spise vystiedni ve vybéru problémii a metod jejich FeSeni.
(...) AvsSak jeho mimoFddné naddni je nepochybné; v uréitém smyslu je nejpozoru-
hodnéjsim matematikem, jakého jsem kdy znal. (Citovino podle stati Sésu Aijara
a Ramagandry Rao v RdmanudZanovych sebranych spisech.)
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V kvétnu 1917 se u RdmanudZana objevila nevylélitelnd nemoc. Vzhledem k va-
le¢nym udélostem byla cesta do Indie nemozZn4, takZe ztstal v Anglii. Pobyval v nékolika
sanatoriich a teprve na podzim r. 1918 se jeho stav ponékud zlep§il. Znovu se pustil do
prace. Velmi ho poté&Silo zvoleni do Kralovské spolecnosti a pak Trinity Fellowship.
Po mirném zlepSeni zdravotniho stavu opustil RdémanudZan Anglii v Ginoru 1919. Pies
veskerou lékafskou pé&i zemiel 26. dubna 1920 v Cétput, pfedmésti Madrasu.

Rané price

Ramanudzanovy vysledky, ziskané jesté v Indii pfed pfichodem do Anglie, jsou
poznamenany jeho takfka naprostou izolovanosti od soudobé matematiky a evropské
matematické literatury. Hardy odhaduje, Ze asi dvé tfetiny vSech téchto vysledkil jsou
znovuobjevy. RamanudZan ukladal viechny své vysledky do zdpisniki, jen nepatrnou
gast z nich publikoval v éasopi'se Indické matematické spole¢nosti. Zde uvedeme jen
nékolik ukazek z publikovanych praci raného obdobi.

Prvni ti¥t&na prace ([1], 1) byla v&novana Bernoulliovym &islim a obsahovala mimo
jiné i zndmou krasnou Staudtovu vétu

1
(—-1)"B,,=G,,+1+3+1+...+—,
2 p gq r

kde p, q, ... jsou takova licha prvodisla, Ze p — 1, q — 1, ... d€li 2n a G, je celé &islo.

vr

Mezi nejkrasng&jii otist&né prace tohoto obdobi pat¥i &lanky [1] 5, 6 vénované riiznym
aproximacim &isla m a pfibliZnym kvadraturdm kruhu. Pozoruhodnd jsou napf. tato
pfibliZeni:

L8317+ 15 NE
25 7+15/5°

oo 12,24 V5 (B + J13)
J130 ° J2 )

Prvni je pfesné na 9, druhé na 15 desetinnych mist. Zajimavé je také nasledujici, které
RamanudZan ziskal empiricky:

192 1/4
(92 + ?2—) = 3,14159265262...

Na zéklad€ aproximaci © pfedloZil RdmanudZan v citovanych ¢lancich dvé pozoru-
hodné pfesné pfibliZzné konstrukce pro kvadraturu. Jedna z nich dav4 napf. p¥i kruZnici
o poloméru 6000 km chybu jen 2 mm. Ostatni rané prace byly vénovany vétSinou riznym
formulim pro nekone¢né fady.
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Rozklady d&isel

Pocet viech riiznych rozkladi &isla n na nezaporné s¢itance budeme oznacovat p(n).
Napf. 4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1, a tedy p(4) = 5. Defini-
toricky se klade p(0) = 1.

RémanudZan byl prvni, kdo odhalil n&které z aritmetickych vlastnosti p(n). Pozoro-
vanim v tabulkach p(n), sestavenych MacMahonem pro n = 1,2,...,200, objevil
zvlastni kongruence:

p(5m + 4) = 0(mod 5),
p(7m + 5) = 0(mod 7),
p(35m + 19) = 0(mod 35),
p(25m + 24) = 0 (mod 25),
p(11m + 6) = 0 (mod 11),

vie pro m =0,1,2,...a dalsi a formuloval obecnou hypotézu: kdyZz & = 5°7°11°¢
a 24). = 1 (mod §), pak p(A + md) = 0(mod 9).
Zde v8ak zobecnil pfili§. GUPTA a CHOWLA v roce 1937 ukézali nespravnost této hy-
potézy: p(243) = 133 978 259 344 888 neni délitelno 73, pfitemz 24 . 243 = 1 (mcd 73).
V hledani dalSich kongruenci — specidlnich pfipadi RdmanudZanovy hypotézy se
pokracovalo: KRECMAR dokézal, Ze

p(125m + 99) = 0(mod 5°) .

WATSON pak dok4zal obecné véty pro 5° a 7°. D. H. LEHMER ovéfoval hypotézu ve spe-
cialnich pfipadech; nejvétsi &islo, které zkoumal, bylo p(14 031) (ma 127 &islic) — je
délitelné 11%.

Cisla p(n) vystupuji jako koeficienty v mocninnych rozvojich fady funkei; vytvorujici
funkce pro p(n) znal uZz EULER. RdmanudZan objevil dv& mimo¥4dné krasné formule
tohoto typu:

ip(Sm +4)xm =5 [(1—x)( =" = x")..]°

[(A=-x)(1=x*)(1-x%...]°

© w0 = X1 = X (1 — %2 T
DI R S e Ty ey e s Tl

- —x9.T
R S O

a v souvislosti s tim dalsi krasné formule, napf.

4
144 q 1

T - T - - D)D)

Neumél viak tyto formule dokazat; to se podafilo aZ DARLINGOVI a MORDELLOVI.
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RamanudzZan objevil tyto formule nékdy pied r. 1913. Pfi pobytu v Anglii pfi nAhodném
listovani &asopisem Proceedings of the London Mathematical Society z r. 1894, nalezl
RéamanudZan tyto formule v &lanku malo zndmého matematika ROGERSE. Nyni se tyto
formule ozna&uji jako Rogersovy-RdmanudZanovy. Poznamenejme zde jesté, Ze nezavisle
objevil tytéZ formule v r. 1917 i zndmy I. SCHUR a Ze nyni existuje celd fada rliznych
dikaza téchto formuli a jejich pozoruhodnych kombinatorickych interpretaci.

Dal§im problémem, kterym se RamanudZan — spolu s Hardym — zabyval, byla
otazka asymptotickych formuli pro p(n). Nejjednodussi formule je

e™(2n/3)

p(n) ~

4\/3

Zakladni my§lenky pfivezl RadmanudZan uZ z Indie (viz napf. vySe uvedena formule
(10) z prvniho dopisu). Zajimavé svédectvi, jak se pfislo k nasledujicim obecnym formu-
lim, podava J. E. LITTLEWOOD v knize A Mathematician’s Miscellany. Nejsilng&jsi vysle-
dek, ktery RdmanudZan a Hardy dostali, zni takto:

Oznadime-li

o) = £ (ST),

2t J2dn\ 4,

N ]

pln) = . 4,(n) 2n) + O™,

kde

pak

kde v = [a\/n] a a > 0 libovolné.

A, jsou dany explicitnim vzorcem, ktery zde pro znacnou sloZitost nebudeme uvadét.
RédmanudZan s Hardym tabelovali vzorce 4, pro q = 1, 2, ..., 18. ZaZatek explicitniho
vyjadieni této formule zni:

1 ( 1) d [en2 3 2 1 d [eCin3

— +n [Zcos|{=nTt— —T)— +

21t\/2dn(l> 2n dn(/l,,) \/2 (3 18 )dn( l,,)

Zde by se byli autofi patrné zastavili, nebyt RdmanudZanovy va$n& pro numerické
pocitani. VyzkousSel si totiZ tuto formuli s esti &leny pro p(200) = 3972999029388 a byl
vysledkem tpln€ ohromen: chyba byla pouze 0,004! Vse tedy vypadalo na to, Ze pijde
nejen o asymptotickou, nybrZ pfesnou formuli a Ze fada bude konvergovat k hodnoté
p(n). Nepodafilo se viak jim to dokazat, dokonce ani konvergenci fady.

LenMeR dokazal v r. 1937 fale$nost tohoto pfedpokladu: fada diverguje. V tomtéz

roce RADEMACHER ve snaze zjednodusit celou analyzu i dikazy nahradil funkce @,
,,skoro ekvivalentnimi‘ funkcemi




w n) = Ja 4 (smh (Ch, /q))

n /2 dn A

a tato zaména se ukdazala byt velice $tastnou. V tomto pfipadé totiZ fada
@
> Adn) ¥,(n)
0=

konverguje a jeji soulet je p(n). Lehmer pouZil tohoto vysledku k urdeni hodnoty
p(14 031), o které se hovofilo vyse.

Teorie Cisel

RémanudZan zacal s praci v teorii ¢isel uZ davno v Indii. Mnoho z toho, co objevil,
bylo uZ zndmo. Né&které z té€chto znovuobjevil byly vSak aZ neuvéfitelné. Tak napf.
samostatné pfisel na funkciondlni rovnici pro {-funkci, objevil vétu o rozdéleni prvodisel
(vEetn& Riemannovy fady i Fady blizké Gramov& a navic dostal je§t& dal3i dvé integralni
vyjadfeni, do té doby neznima).

RéamanudZan viibec neznal teorii funkci komplexni promé&nné. S tim souvisely také
nékteré jeho omyly a nedostatky. Hardy fekl, Ze RdmanudZanova teorie &isel vypadala
tak, jak by vypadala, kdyby {-funkce neméla komplexni kofeny. Z toho také usuzuje
na naprostou originalitu RamanudZanovy prace: kdyby totiZ byl znal né&jaké prace
z analytické teorie ¢isel, nebyl by mu jisté tento fakt unikl.

Pfesto vSechno RdmanudZan dosdhl fady znamenitych novych vysledkd, které sti-
mulovaly dal§i vyzkumy a které jsou i samy o sobé& velmi krasné. Zminime se podrobnéji
jen o dvou: prvni se tykd vyjadfeni Cisel ve tvaru souétd mocnin a druhy poétu prvo-
Ciselnych faktorh Cisel.

RamanudZan s velkou pravdépodobnosti samostatné objevil klasické formule (Euler,
Jacobi, Liouville, Eisenstein, Glaisher) pro r,(n) — poget vyjadfeni n ve tvaru soudtu
2s &tvercd, pro 2s = 2,4, ..., 18; sam doplnil tyto vysledky formulemi pro 2s = 20,
22 a 24. Zikladni my$lenka, pozdé&ji propracovana s Hardym, byla tato: Klasické formule
pro vétsi 2s obsahuji funkce, které nemaji Zddnou ,,teoreticko-¢iselnou* interpretaci
a jsou to vétSinou koeficienty rozvoji modularnich funkci. RAmanudZan chtél pfepsat
rys Ve tvaru rp(n) = 8,(n) + e,(n), kde &,, by byla teoreticko-&iselna funkce typu
,,soudet mocnin déliteli‘“ apod., a e,; by bylo mnohem mensi neZ §,, pro velka n. Tak
napf. dokazal formuli
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ra4(n) = ol oti(n) + ey(n),

exin) = o1 (=1 25550 — 5120 (2))

kde



/au(n) pro nliché
th(n)=

61(n) — o%y(n) pro nsudé.

Zde 0,,(n) je soudet 11. mocnin d&liteld n, a},(n) totéZ pro liché délitele, a3 ,(n) pro sudé.
O funkci 7 budeme hovofit niZe. Zde je o7,(n) vét3i neZ konstantni nasobek n'' a fad
17(n) je mnohem mensi.

Velmi mnoho usili vénoval RamanudZan prozkoumani vlastnosti funkce 7, definované
vztahem

”il‘t(n) X" = x((l — x) (1 _ xz) (1 _ xs) ”.)24 )

RamanudzZanovu hypotézu, Ze 7 je multiplikativni, dokdzal MORDELL. RdmanudZan do-
kéazal fadu pozoruhodnych kongruenci, zvlast zajimava je napf.

7(n) = a4,(n) (mod 691) .

Vyslovil pfi tom domnénku, Ze pro skoro viechna n je 7(n) délitelné 691. Zde se ,,pro
skoro vSechna n‘‘ rozumi asymptoticky, tj. Ze limita podilu téch, pro které plati k poctu
vSech, je jedna pfi n jdoucim do nekone€na. Zminéna domnénka je pozoruhodnd zvlast
proto, 7e soutasn& RdmanudZan dokazal, Ze t(n) neni délitelné 691 pro n aZ do 5000
s vyjimkou 1381. RamanudZanovu hypotézu dokdzal WATSON. WALFISZ dokazal
v 1. 1938, Ze pro skoro viechna n je 7(n) dé&litelné 2° . 32 . 5% . 7. 691. LEHMER pak doka-
zal, Ze pro vSechna n mensi neZ 214 928 640 je 7(n) rizné od nuly.

Dulezité bylo také ziskat néjaké asymptotické odhady pro tuto funkci . RaAmanudZan
dokazal pouze, e 1(n) = O(n®) a vyslovil hypotézu, Ze

1(n) = O(n*1/? +")‘

pro kaZzdé ¢ kladné. Existuje jesté siln&j§i RAmanudZanova hypotéza, totiz Ze

|t(n)| n'1/2 d(n)

kde d(n) je pocet délitelii n. ProtoZe dokazal soudasng, Ze ©(n) = n''/? pro nekonetn¥

mnoho n, dokazal, Ze tento odhad by nebylo moZno zlep$it. Hardymu se podafilo
dokazat, Zze 1(n) = O(n®). Postupn& se odhady zlepSovaly. Nejlepsi, zndmy autorovi,
je RANKINUV z 1. 1939; t(n) = O(n*°/%).

Dal3i prace, o které se zminime, je v&novana nasledujicimu problému: Cisla, kterd
maji rozklad na prvodisla sloZeny z ,,velkého poétu pomérné malych prvodisel* jsou,
jak ukazuje zkuSenost, velmi fidka. RamanudZan spolu s Hardym nasli objasnéni tohoto
ukazu touto vétou:

Skoro vSechna cisla (rozumi se asymptoticky jako vﬁe) n jsou sloZena z vice neZ

lglgn — &(n)/lglgn
a z méné nez

lglgn + &(n)/lglgn
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prvociselnych faktori. Pri tom @ je libovolnd funkce jdouci k nekonecnu spolu s argu-
mentem. Na zpiisobu poéitani faktord (zda jednoduse nebo s nasobnostmi) pfi tom
vilbec nezédleZi. Protoze lglg n jde k nekoneénu velmi pomalu, objasiiuje to zminény
jev. Diikaz tohoto tvrzeni byl zjednoduSen v r. 1934 P. TURANEM; podobnou problemati-
kou se pozdéji zabyvali HARDY, ERDOs a PILLAL

Dalsi prace

Mnoho dalSich otiSténych praci RimanudZanovych je vénovano problémim teorie
Cisel. Mezi pozoruhodné vysledky patii véty o maximalnich podtech délitelit — odhady
funkce d(n). Dalsi zajimavy problém se tykal tzv. vysoce sloZenych &isel. To jsou takova
disla, u kterych pocet déliteld presahuje tyto poéty u vSech pfedchazejicich &isel.

Mnoho prace vénoval RdmanudZan rtiznym formulim pro {-funkci a pro dalsi funkce
pouZivané v teorii Cisel. V této souvislosti napsal také prace vénované eliptickym modu-
larnim funkcim. Zde uvedeme jen dvé krasné formule pro {-funkci:

&) _ 5 4

) Res > 1
$ edn) o(n) _ U)Us = ) Us = D) s = a = b)
n=1 ns C(ZS —a — b)

(o4(n) je soudet a-tych mocnin déliteld &isla n). Prvni dokdzal WILSON. Druhou pouZil
v r. 1930 INGHAM k novému diikazu toho, Ze {-funkce spliiuje nerovnost {(1 + it) % 0,
coz je fakt, prakticky ekvivalentni vét€ o rozdéleni prvocisel.

RémanudZan vé€noval také mnoho pozornosti vypoctim urCitych integralt. Pozoru-
hodné ukézky i s rozborem jsou obsaZeny v Hardyho knize [4].

Zavér

Ramanudzaniiv Zivot a dilo vyvolavaji celou fadu otdzek: jak pfichdzel RdmanudZan
ke svym vysledkiim, byly vSechny skuteéné originalni, jak by asi vypadalo toto dilo,
kdyby se RamanudZanovi dostalo v€as fadného matematického vzdélani, atd.

Na fadu z téchto otdzek nebude ddna nikdy odpovéd. Na né&které z nich se pokusil
odpovédét sam Hardy, ktery mél nejvice pfileZitosti sledovat RamanudZana p¥i praci.
Hardy vSak sam pfiznava s litosti, Ze se nikdy pofadné€ na tyto otdzky RamanudZana
nezeptal.

RamanudZan sam Fiké4val Zertem, Ze mu vysledky naSeptava ve snu bohyn& Namagiri.
Vecer si psaval do svych zapisnikli problémy a rano po snidani k nim pfipisoval feSeni.

M¢él RamanudZan né&jaké tajemstvi, nebo byl n&jak abnormalni ve svém zpisobu
uvaZovani? Hardy nemiiZe odpovédét spolehlivé, avsak nevéfi tomu. RdmanudZan mél
mimofaddnou pamét, zvlasté na Cisla. Snad to byl Littlewood, ktery fekl: Kazdé pfirozené
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¢islo bylo jednim z jeho osobnich pratel. V této souvislosti vypravi Hardy tuto historku:
Jel navstivit RdémanudZana do nemocnice v Putney. V rozhovoru se pak zminil o tom,
ze jel taxi s &islem 1729, které mu pfipadalo hloupé (= 7.13.19). Na to odpov&dél
RamanudZan, Ze naopak jde o &islo pozoruhodné, nebot je to nejmensi &islo, které se da
vyjadfit jako soudet tfetich mocnin dvéma riznymi zpisoby (12° + 1° = 10° + 93).
Hardy se ho pak ptal, zda zné také odpovéd na podobny problém, avSak se &tvrtymi
mocninami. RamanudZan chvili pfemyslel a pak fekl, Ze nevidi Zddny zfejmy pfiklad
a Ze si mysli, Ze prvni takové &islo musi byt velice veliké. (Poznamenejme k tomu, Ze
Euler uvedl takovy pfiklad: 158* + 59* = 134* + 133%)

RamanudZan mél skvé€lou schopnost pocitat. Nejizasné€jsi v§ak byl RdmanudZaniv
vhled do algebraickych formuli, transformaci nekoneénych fad a fetézovych zlomkd.
Hardy fika, Ze nevidél nikoho s podobnymi schopnostmi a Ze miZe RamanudZana
srovnat jen s Eulerem a Jacobim.

Paméf, trpélivost, schopnost poéitat, schopnost zobectiovat, cit pro formy, rychld
modifikace hypotéz — to v§e dohromady tvofilo RamanudZana.

Podékovdni: Za pomoc s transkripci vlastnich jmen a objasnéni nékterych redlii jsem
zavdzdn indologovi P. VavrouSkovi.
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Rika se, 7e K. S. Stanislavskij byl po sezndmeni
s V. P. Minakovem pfekvapen jeho hereckym
nadanim a ldkal ho k praci v MCHATu. Podle
jiné verze pry takova Zadost vy$la od Minakova,
ale Stanislavskij se brénil: ,,Ne, nevezmu vés do
svého divadla. ... ZaloZte si své vlastni.** To jsou
zfejmé& anekdoty vytvofené posluchadi A. P. Mi-
nakova, ale zaloZené na redlnych skute&nostech
— vzidjemné znamosti dvou vynikajicich osob-
nosti a na mimofddnych hereckych schop-
nostech A. P. Minakova, které mu umoziovaly
pfednéset tak oslnivé.

K tomu, aby ¢lovék byl dobrym vysokoskolskym
pedagogem, musi byt v&€dcem, filozofem, umél-
cem (hercem), vychovatelem a élovékem.

Pedagog musi velmi usilovn& pracovat, aby se
zdokonalil jako pfedna3ejici, k tomu musi stile
studovat nejen svij pfedmét, jeho historii a filo-
zofii, ale zdokonalovat techniku pfednaSeni.
Cinnost pedagoga je v tomto ohledu velmi blizk4
préci herce.
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