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Pravidelnost ndhodnosti*)

S. J. Taylor, Liverpool

Samotny néazev je na prvni pohled rozporny; nebot co je opravdu nahodné, je vlastné
nepfedvidatelné — jak lze tedy mluvit o pravidelnosti? Tento zdédnlivy spor ve skuted-
nosti tvofi podstatu naSeho matematického modelu teorie pravdépodobnosti. Pravé
pravidelnost je rozhodujicim opodstatnénim pro nas model, ktery se stal novym mate-
matickym nastrojem se zdsadnim pouZitim v analyze, teorii potencidlu, teorii {isel,
kvantové teorii, statistické mechanice...

Zacénéme otazkou: ,,Co je pravdépodobnost?* Co mam na mysli, feknu-li: ,,Pfi hazeni
minci padne orel s pravdépodobnosti . “ Nebo: ,,Z dobie zamichaného bali¢ku bridzZo-
vych karet je nahodné taZen4 karta s pravdépodobnosti ;5 eso*“? Napadnou nés alespoti
tfi myslenky:

(i) pfedstava bezvadnosti nebo symetrie vede k déleni na ,,stejn€ mozné‘“ vysledky;

(ii) soustfedime-li se na vyskyt jednoho moZného vysledku, ofekavame na zakladé
zkuSenosti z mnohonasobného opakovani pokusu postupné ustdleni relativni
Cetnosti;

(iii) po zvaZeni viech okolnosti mame filozoficky vnitfni pocit, Ze uréity jev nastane
s pravdépodobnosti p — a to i v pfipadé, kdy neni patrnd Zadna symetrie a neni
nadéje pokus vicenidsobné opakovat.

V porovnani s prvnimi dvéma postfehy je tfeti snad jesté dileZit&jsi, nebot poskytuje
racionalni podklad pro rozhodovani v praktickém Zivoté. Pfesto neexistuje Zadny zpusob,
jak ovéfit platnost tvrzeni jako: ,,V &ervenci 1979 budou konzervativci v &ele Spojeného
kralovstvi s pravdépodobnosti 0,65. V ervenci 79 budeme znat orientaci vlady, ale
takovy pokus lze provést jen jednou, takZe vysledek neni priikkazny pro uvedenou
pravdépodobnost. Matematicky model teorie pravdépodobnosti, ktery je dnes obecné
pfijiman, je v souladu s my3lenkami (i), (ii) a dava jim pfesny vyznam. Lze ho uZit ke
kvantitativnimu popisu (iii), takZe pfi daném rozhodnuti miZeme poéitat ofekavany
zisk nebo ztritu, av§ak pouze na zikladé neovéfitelnych pfedpokladi. Pravé ve smyslu
tohoto matematického modelu ukdZeme, Ze se ndhodnost chovd pozoruhodné pravi-
delnym zpisobem.

Kdykoli mam tivodni pfednisku o pravdépodobnosti, nechavam posluchade prova-
dét pokus davajici uréity experimentalni pocit, do jaké miry je vySe uvedena pfedstava
(ii) platnd. M4am na mysli variantu Buffonova pokusu s jehlou. Pokus ma tyto vyhody:
(a) odpov&d neni ziejm4; (b) da se lehce provést piesné; (c) okamZité vyniknou n&které
jednoduché zavéry; (d) vysledky lze zachovat pro pozd&jsi statistickou analyzu. K pokusu

<

*) Pon&kud rozdifeny text prednasky konané pfi vyro¢nim zasedani Matematické spole¢nosti
v Liverpoolu v dubnu 1977.

S. J. TAYLOR: The regularity of randomness. The Mathematical Gazette Vol 62, No. 419 (March
1978). Pitelozeno se souhlasem autora a vydavatele.
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je tieba systém rovnob&Znych pfimek stejn€ od sebe vzdélenych o délku h (dobie se
hodi, pokud je k dispozici, palubova podlaha, jinak se ¢ary pe¢livé namaluji na lepenku,
ktera se poloZi na zem), dale soubor konvexnich rovinnych obrazci (obr. 1a) riiznych
tvard o prim&ru mensim neZ h (obrazce z plastické hmoty lze nejsnadngji ziskat z dét-
skych stavebnic). KaZdy student pfi pokusu hazi jednim obrazcem z vysky na zem.

ps o | |¥

aAg ?

Obr. 1a. QObr. 1b.

Pfedmét se odrazi nebo smekne a pak zistane leZet. Jev S nastava tehdy, leZi-li na nékteré
z rovnob&Znych &ar; jev F-nastav4, pokud lezi mezi dvéma rovnob&zkami (obr. 1b).
Pokus je opakovan alespoti 2!°-krat a &islo jedna zaznamendvame pokaZdé, kdyZ nastava
jev S. V ptipadg, Ze nastdva F, zaznamendvdme nulu. Pron = 2%, k = 1, 2, ... po&itame
hodnoty posloupnosti

Ja=

S 1=

. (potet vysledkt S v prvnich n pokusech) =

S =

. (souet prvnich n poznamenanych &isel) .

Pak nakreslime (v logaritmické stupnici) graf relativni &etnosti jevu S po n pokusech.
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Obr. 2.

Pti zvétSujicim se n se zpo&atku posloupnost {f,} chova nepravidelng, ale ukazuje se,
Ze se pak bliZi urcité hodnoté, kterd pfi naSem modelu bude pravdépodobnosti jevu S.
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Pti popsaném experimentu je nejlepsim odhadem veli¢iny p = P(S) hodnota f, v posled-
nim bodé grafu. Kazdy student si pro sviij pokusny obrazec poznamena barvu, plochu,
prumér, obvod a empirickou hodnotu pravdépodobnosti p. Tyto vysledky jsou zpraco-
vany do tabulky pro vSechny uZité obrazce. Ukazuje se, Ze pouze jediny z vySe zminénych
udajl je podstatny pro uréeni hodnoty p. Ktery to je? Pfed pokusem jsem posluchade
nechal hlasovat o tom, ktery parametr je rozhodujici a — jak to obvykle byva mezi
matematiky — pomé&r hlasi byl zhruba 6 : 3 : 1 pro primér : obvod : plochu. Spravny
vzorec je ve skuteCnosti velmi jednoduchy,
1 obvod

P(s) = —. 2.

Diikaz je elementarni a lze ho nalézt v [1], str. 97—99.

Ziskany graf zavislosti f, na n nam pfipomind konvergentni posloupnost, pojem
znamy z analyzy. Konverguje f, k &islu p? Poznamenejme viak, Ze {f,} je vysledkem
nahodného pokusu, neni to tedy pevna posloupnost. Budme pro zacatek skromnéjsi.
Je-lidano ¢ > 0, je nadéje,Ze p — ¢ < f, < p + £? Odpovéd je kladna v tomto smyslu:
K danému 6 > 0 umim najit N tak, Ze pro kazdé n = N je

Pp—e<f,<p+e>1-25.

K ditkazu potfebujeme pojem nezavislych jevl a poznatek, Ze nf, ma binomické rozdé-
leni B(n, p), takZe

P(nf,, = r) = (:l) prqn—r ,

Pp—ce<f,<p+e= Y <n>P'¢1"_',
|r=np| <nme

kde g = 1 — p. Posledni hodnotu lze odhadnout pomoci numerické integrace; viz [2],
text od str. 104. Tomuto vysledku se ¥ika slaby zdkon velkych Cisel: je-li pokus nezavisle
opakovan n-krit a pokaZdé je pravdépodobnost uspéchu p, pak pro velkd n bude
pravdépodobné relativni Cetnost tispéchil f, blizkd p. Tento zdkon ma &etné uZiteCné
aplikace — v dobach, kdy byval vétsi zdjem o studium, jsme ho pouZivali k rozhodovani,
kolik nabidnout mist, abychom ziskali poZadovany podet studentd pro dany ro¢nik.

Slaby zakon viak nestadi k zavéru, Ze f, > p pro n — oo ; nestadi, aby se f, lifilo 0 méné&
neZ ¢ pro dané n; hodnoty ] o — p| musi byt malé pro vSechna velka n.

Nase definice bude mit smysl jen tehdy, budeme-1i mit definovanou pravdépodobnost
na prostoru nekoneénych posloupnosti opakujicich se pokusti. Pomoci abstraktni teorie

o

miry miZeme vytvofit vhodny model pro libovolné p; jako ilustraci budeme uvaZovat

=y MJ(X).-'D
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T
S
-
T

o — — — - - — — =1 og(x)=1
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jen specidlni pfipad p = 4, pro ktery mame dobry intuitivni model.
UvaZujme dvojkovy rozvoj &sla x € (0, 1),

x=0,a,005...0,..., @ =0mnebo 1.
Mysleme si, Ze v (0, 1) zvolime ,,nahodné‘‘ realné &islo x. Pak
Pa<x<b)=b—a pro 0<a<bs1l

(obecngji P(x € E) je rovno Lebesgueové mife mnoZiny E).

Pro ka¥dé n mnoZina {x; &, = 0} odpovid4 2"~ ! intervalim délky 2~"; takovy jev ma
tedy pravdépodobnost 4. Pro riizna n jsou odpovidajici jevy nezavislé. Pro volbu é,, 6, €
€{0,1} a n < m sestdva se mnoZina {x; a,(x) = &,, a,(x) = 8,} z 2™~ 2 interval délky
2~™; pravdépodobnost je tedy %; vidime, Ze

P(x; a,(x) = 8y, a(x) = 8,) = P(x; a,(x) = ;) . P(x; ot(x) = 6,) .

Definujme nyni E = {x € (0, 1); f,(x) + %}, kde
£ =1 3 afx)
ni=1

je relativni Cetnost cifry jedna ve dvojkovém rozvoji. D4 se dokézat, Ze E ma miru O.
" To znamena, Ze pro kazdé § > 0 miZeme pokryt mnoZinu E posloupnosti otevienych
interval (a,, b,) o celkové délce nepfesahujici 6. ProtoZe méme piesny model pro
posloupnost nezavislych pokust, z nichZ pro kaZdy je pravdépodobnost uspéchu rovna %,
dokaézali jsme, Ze s pravdépodobnosti 1 relativni Setnosti usp&chi {f,} konverguji pro
n — o k 1. Toto je specidlni pfipad silného zdkona velkych ¢isel; v této formé& pochézi
od BORELA. Ndhodnost ma tedy v limit€ za nésledek pravidelnost a to je konec koncit
zasadni ospravedInéni naSeho pravdépodobnostniho modelu.

Je moZno silny zakon dale vylep$it? Vidime, Ze f, se bliZi k 4, ale jak rychle? Pro pevné
n se ukazuje, Ze |f, — 3| je Fadov& rovno n~'/2, Borelovy Givahy Ize zjemnit a ukazat,
Ze

n(fy,—3% -0 pro 0<a<$, alenepro a=1%.

Opravdu pfesny vysledek (tzv. zdkon iterovaného logaritmu) patfi CHINEINOVI: s pravdé-
podobnosti 1

_ 1/2
lim sup (f_"_%)L_. =1
n-o (2loglogn)'/?

Je-li @ rostouci funkce, definitivni vysledek fika, Ze
{x; (fu(x) — 3) n'/* > &(n) pro nekonetn& mnoho n}

je jev majici pravdépodobnost 0 nebo 1 podle toho, zda
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- 1/2)@2 X
1 X

konverguje nebo diverguje. Tento vysledek byva pfipisovin KOLMOGOROVOVI, prvni diikaz
viak podal ErpOs [3].

To vSechno jsou piiklady obecného poznatku, ktery je znam jako nula-jednickovy
zdkon. Kazidy jev definovany prostfednictvim nekone¢né posloupnosti nahodnych
veli¢in, ktery nezavisi na koneéné mnoha z nich, ma nutné pravdépodobnost 0 nebo 1.
To znamend, Ze bud jev samotny, nebo jev k nému opaény je jisty. Nahodnost vede
tedy k jistot&. Je-li napf. {X,} libovolnad posloupnost nezavislych ndhodnych veli€in,
pak bud

Y X, s pravd&podobnosti 1 konverguje ,

nebo
Y'X, s pravdépodobnosti 1 diverguje .

Je to pravé tento nula-jednic¢kovy zdkon, ktery zarucuje, Ze pfi vhodné parametrizaci
ndhodnost v limité vede k pravidelnosti.

KdyZ uvaZujeme stochasticky proces, tato limitni operace je jiZ zabudovana v definici,
takZe mnoho jednoduchych vlastnosti uvazovaného procesu definuje jevy, které nastavaji
pfed 150 lety pozoroval anglicky botanik BROWN pod mikroskopem tekutinu, v niZ byly
CasteCky pylu. Vidél, jak divoce a bez ustani tancovaly ve vsech smérech. Brown jako
spravny védec sva pozorovani zaznamenal, i kdyZ neexistovala Zadna teorie, ktera by je
vysvétlovala. EINSTEIN v jedné fundamentdlni praci toho pouzil jako diikazu pro mole-
kularni teorii kapalin a JEAN PERRIN provedl méfeni Brownova pohybu a vyuZil je k vy-
poétu velikosti atoml. Konecné WIENER podal pfesny matematicky popis pohybu.

UvaZujme ndhodny proces, ktery je popsan vektorovou funkcir(t)v R;. Prot; < t, <
< ty, r(t;) — r(ty) ar(ts) — r(t,) jsou nezavislé, kazdy pfiraistek mé normalni rozdéleni
se stftedni hodnotou 0 a rozptylem rovnym prob&hlému ¢asu. Wiener ukézal, jak defino-
vat pravdépodobnost v prostorech funkci s témito vlastnostmi. JestliZe si vS§imneme cho-
vani trajektorie v zavislosti na t, pak kazdy z nasledujicich jevii ma pravdépodobnost 1:

(a) funkce r(t) je viude spojitd, ale neni nikde diferencovatelna (to znamena, Ze
v Zddném okamzZiku neexistuje vektor rychlosti pohybu);

(b) trajektorie r(t) ma pro 0 < t < 1 nekone&nou délku;

(c) v ptipad® R, je |r(f)] - oo pro t — oo (trajektorie je transientni), v R, (nebo R,)
se r(t) vraci nekone&n&krat do libovolného intervalu (nebo kruhu);

(d) pevn& zvoleny bod r, € R; trajektorie mine; n&které body prochazi dvakrat, ale
Zadnym bodem neprochazi tfikrat.

To je jen n&kolik p¥ikladt vlastnosti Brownova pohybu, které jsou ,,jisté. Ctenafe,
ktery se chce pIn& sezndmit s timto ndhodnym procesem, odkazuji na [4]. To znamen4,
Ze trajektorie Brownova pohybu se chovaji velice pravidelnym zpiisobem, i kdyZ jsou
velmi ndhodné. Pfipustime-li misto normalniho rozd€leni Sir§i tfidu rozdéleni pro
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piirtistky, dostaneme zobecnéni Brownova pohybu. JestliZe je napf. Fourierova trans-
formace pfirastku r(t,) — r(t,) rovna

e" 2k 0 <a <2,

odpovidajici proces se nazyva symetricky stabilni proces s indexem «. Hodnota a = 2
odpovida Brownovu pohybu, ale pro 0 < a < 2 maji trajektorie hustou mnoZinu nespo-
jitosti. V R, budou pro a = 1,99 mit trajektorie body nasobnosti 99, ale Zadny bod
nasobnosti 100. Umi snad proces poéitat?! Na tomto mist€ bych se rad zminil o jednom
nefeSeném problému:

ProBLEM. UvaZujme v R,, R,, R; obecny proces s nezdvislymi pfiristky. Jaké jsou
nutné a postacujici podminky na rozdéleni, aby trajektorie byly prosté?

Pfehled zndmych vlastnosti takovych procesi lze nalézt v [5].

Pro pfipad, Ze stale nejste pfesv€d&eni o pravidelnosti ndhodnosti, vratme se k Browno-
vu pohybu. Dovolte mi upozornit na nékteré vysledky nendhodné povahy, které lze
pomoci tohoto ndhodného procesu ziskat.

Je-li g(é)) lebesgueovsky integrovatelna funkce na jednotkové kruZnici a

©
5(©) ~ %a, + ) (a,cos n® + b, sin nO)
n=1
je jeji Fourierova fada, pak S(©) nemusi konvergovat, ale

g(r, @) = 3a, + Y r'(a,cos n® + b,sin ndO)
. n=1

konverguje pro 0 < r < 1 a pfedstavuje funkci harmonickou v otevieném jednotkovém
kruhu. Fatouova véta nidm ¥ika, Ze pro r — 1— je g(r, ®) — g(©) pro skoro viechna O,
takZe g(r, ©) mé spravné hraniéni hodnoty a fesi tedy vnitfni Dirichletovu lohu pro
g(©). Chceme-li fesit Dirichletovu tilohu pro obecn&jsi oblasti, metody klasické analyzy
neposkytuji jednoduchy zpisob, jak feSeni napsat ani v pfipadé, Ze existenci feSeni zaru-
¢uji. Neni dokonce nikterak jasné, ¢im bychom méli zaménit ,radialni limity* pfi
zkouméni hraniéniho chovani. Velice elegantni feSeni podal Doob [6] s vyuZitim Kaku-
taniho vysledku o Brownové pohybu. Pfedpokladejme, Ze D je libovolna rovinnd oblast
s hranici K a f je omezend a métitelna funkce definovana na K. Pro kaZzdé x € D vystartuje
brownovsk4 trajektorie z x a probih4 tak dlouho, dokud poprvé (za ndhodny &as 1)
nenarazi na K. Necht

g(x) = EX{f(r(1))}

je prumérna hodnota funkce f vy¢islené v takovych hraniénich bodech. Pak g je harmo-
nickd v D a nabyva spravnych hrani¢nich hodnot na K.
Lebesguetiv hrot je rotaéni plocha v R; vznikla rotaci kfivky

y=e*" (x> 0)

okolo osy x; pfitom k je kladnad konstanta. Ma velmi ostrou $pi¢ku v podatku a LE-
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BESGUE pro mnoZinu, kterd vznikne odstran€nim takového hrotu z jednotkové koule,
ukazal toto: je-li f spojitd funkce na hranici, kterd je rovna nule mimo malé okoli ostfi
a f(0) = 1, pak pro f neexistuje feSeni Dirichletovy tlohy. VySe uvedené feSeni nebude
mit spravnou hodnotu v bodé 0, nebot trajektorie Brownova pohybu startujici v pocatku
nenarazi ihned na hrot — ten je pfili§ tenky.

Existuje jedna slavna a hluboka véta o celych nekonstantnich funkcich, pochazejici
od PICARDA. Véta fika, Ze takova funkce nabyva vSech komplexnich hodnot s vyjimkou
snad jediné. (Exponenciélni funkce je jednoduchym ptikladem funkce, kterd nenabyva
hodnoty 0.) DAvis [7] ned4vno podal diikaz v&ty zaloZeny na Brownov& pohybu v R,;
jeho metoda dovoluje dokazat tuto vétu pro analytické funkce na varietach. KliCové
myslenky jsou tyto:

(i) Jestlize Z() je Browniv pohyb v R,, f je libovolna celd funkce, pak f(Z(1)) je
(ai na zm&nu &asové stupnice) Browniv pohyb.

(ii) Je-li V okoli 0, Z(r) se vraci nekone&nékrat do V, takZe lze volit t, — o0, Z(t;) e V.
Spojime-li nyni bod Z(t,) s 0, dostaneme uzavienou kfivku D,. Jsou-li a, b dva
pevné zvolené riizné body z C \ V, nelze pro dostate¢né velka k stdhnout uzaviené
kfivky D, spojitou deformaci v C\ {a, b} do 0, protoZe se neustile zamotavaji
kolem bodt a, b.

(iii) Nechf nyni F je celd funkce, F(0) = 0a F(C) neobsahuje a, b. ProtoZe F je spojitd
funkce a a, b jsou vesmés rizné od 0, Ize nalézt okoli W bodu 0 tak, Ze F(W) = V
je okolim 0 v C\ {a, b}. Pondvadz F(Z(t)) je Browniiv pohyb, volme ©; — o
tak, Ze Z(©;)e W, F(Z(@;)) e V = F(W): jak Z(t), tak F(Z(f)) jsou uzavfené
kfivky. Prvni 1ze v C stdhnout do bodu, takZe druhou lze stdhnout do bodu
v F(C) = C\{a, b}. Ale F(Z()) je Browniiv pohyb a mame spor s (ii) a véta je
dokézana.

Doufiam, Ze nyni jste uz pfesvédéeni o pravidelnosti ndhodnosti.

PreloZili Ivan Netuka a JiFi Vesely

Pozndmka prekl.: Drobné zmény proti originalu byly provedeny na zakladé ko-
respondence s autorem.
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