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nebof toto mésto je samo prekrdsnym
zemépisnym fraktdlem v horizontdlnim
i vertikdlnim smé&ru. (O pestrost a vybarve-
ni tohoto fraktdlu se stard sama pfiroda,
prochdzky kolem Eetnych rozlehlych pldzi
v centru mésta byly velkym zdZitkem,;
skromné kousky textilu vcelku nenarusily
hladkost Zddné kfivky.)

Na univerzit€ v Sdo Paulu pak prob&hla
konference o parcidlnich diferencidlnich
rovnicich; mnohé predndsky mély vazbu
i na naSi Ceskoslovenskou problematiku.
Velmi hezkd byla pfehlednd pfredndska
D. G. Figuereida o nelinedrnich okrajo-
vych ftlohdch, o problematice, kterou

vyucovani

O NEKTERYCH DIDAKTICKYCH
PROBLEMECH VZAJEMNEHO VZTAHU
MATEMATIKY A FYZIKY

Jozef Kvasnica, Praha

Uvod

Stdle Castéji, a to u nds i jinde ve svets,
se setkdvdme s problematikou vyuky
matematiky pro fyziky, a také obrdcené
s problematikou vyuky fyziky pro mate-
matiky. Rostouci matematizace vétSiny
véd ¢&ini tento problém mnohem SirSim
a netykd se tedy pouze vzdjemného vztahu
matematiky a fyziky.

Prof. RNDr. Jozer Kvasnica, DrSc. (1930)
pracuje na katedfe matematické fyziky MFF,
V HoleSovi€kach 2, 180 00 Praha 8

u nds tak vyznamné rozvinul a obohatil
Svatopluk Fucdik. Fulikovo spektrum byl
jeden z pojmi, se kterym Figuereido hodn#
operoval.

Zdaleka nevim, co to je Jizni Amerika
a Brazilie. Aby to c¢lov€k poznal, musi
v té Cdsti sv€ta prozit sviij Zivot. Poudil
jsem se vsak trochu o vyznamu nékterych
pojmu, které u nds zndme jenom z knih,
mél jsem hodn€ Casu na matematiku,
mnohému jsem se pfiucil, poznal jsem
jiny svét a nyni jsem zahdjil proces zapo-
mindni. A abych asponl néco ze svych
dojmt stadil sdé€lit, byl jsem poZdddn
o napsdni tohoto ptispévku.

Abychom 1épe pochopili spole¢né kofe-
ny téchto problémil, udéldime nejdfive ma-
lou historickou exkurzi.

Fyzika se hned od poddtku vyvijela
jako véda kvantitativni, exaktni, kterd si
vZdy kladla za cil formulovat své poznatky
matematickou formou. To je podstatny
rozdil od tzv. deskriptivnich véd, které se
dlouhou dobu spokojovaly (a vé&tSinou
dodnes spokojuji) registraci a popisem
pozorovanych skutecnosti, objektil a jevd,
popf. jejich tfidénim, pfiCemZ zpravidla
schdzeji objektivni kritéria pro tato tfidéni.

Neni 7Zddnou nadsdzkou tvrzeni, Ze fy-
zika dosdhla svého zcela vysadniho
postaveni mezi védami prdveé proto, Ze své
poznatky formuluje matematicky. Mate-
matickd formulace pfirodnich zdkont do-
voluje pfedvidat budouci vyvoj systému,
popf. teoreticky rekonstruovat jeho minu-
ly stav, a to bud s naprostou jistotou
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(v ptipad€ klasické fyziky)anebo s pravds-
podobnosti odpovidajici kvantovym zd-
konitostem. Uvedeme alesponi dva fasci-
nujici piiklady plodt tohoto pfistupu.
Neddvno jsme obdivovali televizni pfenos
ze setkdni kosmické sondy s tajuplnou
Halleyovou kometou. Tento tspéch by
byl nemyslitelny, kdyby vypodtem piesns
naprogramovand trajektorie sondy nebyla
dodrZovdna. Vykon televizniho vysilace
na sondé nepfesahoval 40 W. Pfeneseni
tohoto slabého signdlu (tj. vykon Zdrovky
ve stolni lamp&) do anténniho systému
na vzddlené Zemi kladlo mimofddné ndro-
ky na presny vypocet a orientaci sméro-
vych antén. A co Fici projektu pfistdni
sondy na miniaturnim Marsové mésicku —
Phobosu ? Nddhernym ptikladem matema-
tického pohledu do minulosti systému je
rekonstrukce poédtecniho stadia vyvoje
vesmiru — big bangu.

Tento vztah matematiky a fyziky byl
vzdjemny, prospésny pro ob& strany.
Nekteré matematické discipliny (napf. di-
ferencidlni a integrdlni polet) fakticky
vznikly na ptdé fyziky, z bezprostfednich
potieb formulovat fyzikdlni poznatky od-
povidajici matematickou formou. Na dru-
hé strané nékteré matematické discipliny,
které vznikly na ptidé matematiky, z vnitf-
nich potfeb rozvoje matematiky, podstatné
ovlivnily, popf. pfimo umoZnily vznik
novych fyzikdlnich disciplin. Stadi pfipo-
menout podil neeuklidovské geometrie na
vzniku obecné teorie relativity a Siroké
aplikace teorie grup v mnoha oborech mo-
derni fyziky.

Jesté do konce minulého stoleti byl vztah
matematiky a fyziky tak blizky, Ze o fadé
vyznamnych piedstavitelit je nesnadné ¢i
nemozné fici, zda byli matematiky nebo
fyziky.

Tehdejsimu stavu fyziky odpovidala
i vyuka matematiky pro posluchace fyziky.

Jest€ na rozhrani naseho stoleti vysoko-
Skolsky absolvent fyziky v podstaté vysta-
Cil s nepfili§ sloZitymi partiemi matema-
tické analyzy.

Pro ilustraci uvedeme, Ze rigordzni
zkouska Maxe Plancka (1879), pozd&jsiho
tviirce kvantové teorie, obsahovala jako
teoreticky nejslozitéj§i problém feseni rov-
nice pro linedrni harmonicky oscildtor, coZ
je tkol, jaky dnes musi zvlddnout kazdy
poslucha¢ prvniho semestru. Fotokopii
protokolu uvddime v [1].

Jesté pikantnéjsi situace nastala pfi
formulaci tzv. maticové (kvantové) mecha-
niky v roce 1925. Werner Heisenberg
zavedl misto spojité soufadnice x a spojité
hybnosti p elektrond v atomech ,,tabulky
[X,n] @ [P, které m&ly popisovat pre-
chody mezi energetickymi hladinami m, n.
Pro soucin téchto tabulek zavedl zdhadné
pravidlo, které mu nakonec umoZnilo
teoretické urcovdni hladin. Ani Heisen-
berg ani jeho uditel Max Born, v té dobé jiZ
svétoveé prosluly teoreticky fyzik, nevédéli,
Ze jde o matice a pravidlo maticového nd-
sobeni. Podrobngji o tom piseme v [1].

Srovnejme to s tim, co potfebuje zndt
dne$ni absolvent fyziky: teorie funkci
komplexni proménné, teorie distribuci,
parcidlni diferencidlni rovnice, teorie grup,.
numerické metody, programovadni, atd.,
atd.

A tim se dostdvdme k zdkladnimu di-
daktickému problému, jak toto vSechno
posluchadi fyziky podat zhruba b&hem
péti aZ Sesti semestril, aby nejen porozumél
v potifebném rozsahu zdkladnim pojmum
a teorémim, ale aby také prakticky ovld-
dal techniku vypodti.

Nesmime zapominat ani na drubou
stranu této mince: co a jak pfibliZit poslu-
chac¢im matematiky ze Sirokého spektra
aplikaci matematickych disciplin v pfi-
rodnich a technickych védach. Tento dosti
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opomijeny ukol je vSak nemén& duleZity,
ponévadZ vét§ina absolventli matematiky
se bude v té ¢i oné mife potykat s aplikace-
mi matematiky v pfirodnich a technickych
véddch.

Rozsdhld a neobycejné plodnd matema-
tizace vétSiny v€d stavi pfed vyuku mate-
matiky zcela nové tkoly, které se vétSinou
velkoryse prehliZeji anebo se o nich taktné
a cudné mléi. Pokud se matematika v roz-
sdhlej§i mife predndsSela pouze poslucha-
éum fyziky a n€kterych technickych oboru,
dalo se oprdvnéné piedpoklddat, Ze tito
posluchaéi maji i potfebné matematické
vlohy k exaktnimu a abstraktnimu mysle-
ni. To vsak nelze Fici o posluchacich fady
dal§ich obort, které byly tradi¢nim tto-
Cist€m ,,nematematickych typt*, avSak
dnes musi i tito posluchali absolvovat
dosti ndroény kurs matematiky. A tak se
dostdvime ke zndmému zacCarovanému
kruhu. Na vysokou $kolu pfichdzeji takovi
posluchadi, jaké ndm pfipravila stfedni
§kola. A na stfednich $koldch uéi prdvé
takovi ucitelé, jaké vychovala vysokd
skola.

To je okruh problémt, jimiZ se budeme
v dalsim zabyvat.

Vztah matematiky a fyziky
ve vysokoskolské vyuce

Mnozi z nds jeSté pamatuji dobu, kdy
budouci matematici a fyzici studovali
prvni dva ro¢niky spole¢né. M¢lo to fadu
nespornych pfednosti. Nezcela vyhran€ény
poslucha¢ mél dva roky moZnost poslech-
nout si obé discipliny, a pak teprve si
vybrat ,.tu pravou a jedinou*. Tehdy také
platila nepsand zdsada, Ze nosnou Cdst
vyuky v prvnich ro¢nicich vedli nejzkuse-
néj8i a nejvdZencjsi uditelé. Diky tomu
jsme mohli v Praze vSichni (budouci mate-

matici, fyzici i ugitelé) vychutndvat tu
,,pravou matematiku, ty pravé matematic-
ké perly* v poddni takovych vynikajicich
osobnosti, jakymi byli akademici BydZov-
sky, Cech, Jarnik a Katétov. A budouci
matematici méli v té dob& jeSté Cerstvé
znalosti stfedoskolské fyziky, a tak mohli
postupné vnikat do taji té zdhadné kuchy-
né fyzikdlniho mysleni, v némZ se od izo-
lovanych empirickych poznatki odvdZné
piechdzi k matematické formulaci obec-
nych teorii, které pak dovoluji matema-
tické dusi tolik blizké deduktivni odvozo-
véni novych poznatkl a vztahil. VZdyt
koho by nenadchl zptisob, jakym se z riiz-
norodych poznatkil o elektfin€ a magne-
tismu dosp€lo k pfedpovédi elektromagne-
tickych vin a vSech jejich vlastnosti?

Pro toho, kdo mél §tésti poslouchat tento
vyklad v nenapodobitelné gradované rezii
akademika Vdclava Votruby, to nepochyb-
né zlstalo nezapomenutelnym pedagogic-
kym, védeckym, ale i umé&leckym zdZitkem.
Osobné rdd pfirovndvdm zplisob ziskdvdni
fyzikdlnich poznatkt k lusté€ni tajuplného
detektivniho pfibéhu. Pachatel zpravidla
nezanechdvd na misté ¢inu primé identifi-
kaéni znaky, a tak hleddni pachatele zadind
Umornym vytvdfenim mozaiky faktd,
z nichZz — jak se pozdé&ji ukdZze — mnohé
s danym piipadem nesouvisi, pokracuje
vytipovdnim moznych pachatelli a kondi
pokusem o usvédéeni pachatele. Pokud se
to podafi, pak lze vytvdfet duchaplné
teorie o sprdvnosti pouzité metody, kterd
se vSak uZ v ndsledujicim pfipadé miZe
projevit jako nevyhovujici.

Jaké byly klady a zdpory té dvojleté
symbidzy ve vyuce matematiky a fyziky
na naSich fakultdch ? Nepfehlédnéme sku-
teCnost, Ze budouci matematici se sezna-
movali s vysokoskolskou fyzikou v prvnim
dvojleti, tedy v bezprostiedni ndvaznosti
na svoje stfedoSkolské znalosti. S touto
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generaci matematikli se pak pomé&rné
snadno domluvil fyzik a inZenyr, kdyZ
potfeboval kvalifikovanou pomoc pfi ma-
tematické formulaci a feSeni né&jakého
problému.

Vnitini vyvoj matematiky, potfeba pfed-
ndsek z fady novych matematickych disci-
plin vedly k tomu, Ze vyuka fyziky byla
na matematickych specializacich (aZ na
nepatrné vyjimky) zcela zruiena. Doslo
tak k situaci, kterd se v rozvodovém fizeni
nazyvé separatio a tore et mensa — oddé-
leni od loZe a stolu. P¥i hodnoceni tohoto
kroku je tfeba vychdzet z predstav pozdé&jsi
realitou korigovanych, tj. z pfedstav o bu-
douci spoleéenské objedndvce absolventit
matematiky. Z pohledu profesiondlniho
matematického badatele, ktery se nikdy
Zddnymi aplikacemi matematiky zabyvat
nebude, bylo dvojleté studium fyziky
(anebo studium fyziky viibec) ztrdtou dasu
tolik potfebného pro vyuku vysoce ab-
straktnich matematickych disciplin. Pong-
vadz rizné teoretické Ustavy a pracovisté,
na nichZ se daly takové predstavy realizo-
vat, se brzy saturovaly, pfistoupilo se
k potiebnym korekturdm. N&které mate-
matické specializace (matematickd analyza
a numerickd matematika) zafadily v zdvéru
studia povinné predndSky z teoretické
fyziky. PonévadZ jsem se na této vyuce
fadu let podilel, dovolil bych si zrekapitu-
lovat n€které zkusenosti.

Na matematické analyze tato vyuka
probihd v poslednich tiech semestrech
s pomérné §tédrou dotaci 4 hodiny tydné.
Rédmcovy sylabus pokryvd klasické discipli-
ny — analytickou mechaniku, teorii elek-
tromagnetického pole a zdklady magneto-
hydrodynamiky (makroskopickd teorie
plazmatu). Vlastni vybér uiva je dosta-
teCné pruzny, dd se vhodn& prizpisobit
i zdjmim posluchacli, coZ zvySuje nejen
atraktivnost, ale i efektivnost predndsek.
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V nékterych rocnicich dali posluchadi
prednost pfedndskdm z kvantové teorie.
O téchto pouénych zkuSenostech se zmi-
nime pozdgji.

Pomérné §tédrd hodinovd dotace téchto
pfedndsek je pon€kud zkreslena citelné
krat§im desdtym semestrem, kdy jsou
navic posluchaci siln€ tlaceni terminem
odevzddni diplomovych praci a pfipravou
na stdtni zdvereSnou zkousku (SZZ).
Nelze také piehlédnout, Ze obsah téchto
fyzikdlnich pfedndsek neni v poZadavcich
ke SZZ, coz md nepochybné dopad na
motivaci alespoii ¢dsti posluchacii.

Vyhodou pifesunu vybranych fyzikadl-
nich pfedndiek do poslednich semestri
studia matematiky je skutecnost, Ze poslu-
chacdi v té dobg jiz absolvovali potiebné
matematické predndsky (napf. teorii oby-
Cejnych i parcidlnich diferencidlnich rov-
nic, teorii distribuci, teorii operaitorﬁ), tak-
Ze vyklad lze provddét na mnohem vyssi
matematické urovni, neZ je tomu u obdob-
nych predndsek pro fyziky v prvnich se-
mestrech studia. Na predndSejiciho to
klade mimoradné ndroky, a to hned z né-
kolika stran. PfedevSim je to skuteCnost,
Ze posluchaci se vraceji k fyzice po takika
étyfleté prestdvee, po niz zlstalo poslu-
chadiim pouze torzo jejich nékdejsich
znalosti stfedoSkolského uliva fyziky —
zcela ve shodé se zndmou definici, Ze
pamét je pfirozend schopnost zapominat.
K tomu pfistupuje ,,psychologickd barié-
ra“ (nebo profesiondlni deformace), spoci-
vajici v tom, Ze posluchadi jsou v té dobg
jiz zcela v zajeti standardniho matema-
tického postupu: definice, v&ta, duikaz.
(To viak neminime, anis pov&stnym ma-
tematickym ¢, jako vytku proti tomuto
postupu!) V tomto schématu neni nutné
zdliivodiiovat vybeér piedpokladii, definic
a axiomu; zcela postaci provéfit jejich lo-
gickou bezespornost, nezdvislost a uplnost
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pro dikaz pfislusného teorému. Ve fyzice
(a v dalsich v&ddch) viak predpoklady pro
vznik jevu musime vytvofit, pfirodni
zdkony (axiémy) si nemiZeme vybirat,
nybrZ je musime od pfirody odpozorovat
pravé takové, jaké objektivné jsou. Né&jaky
Cas to trvd nez posluchaci matematiky
pfijmou tato pro né nezvykld ,,pravidla
hry“. Teprve po této ,,ideologické* pfti-
pravé lze pfistoupit k servirovdni pfekva-
pujicich lahtidek: postupné ukazovat, Ze
matematicky apardt vytvoreny Cisté lo-
gickou cestou bez jakychkoli referenci
k pfirodnimu déni je idedInim prostfedkem
k popisu Sirokého spektra pfirodnich zi-
konil.

K dosaZeni tohoto cile je nutno podstat-
né modifikovat i zpisob vykladu a argu-
mentace. V predndskdch pro fyziky se
(zcela sprdvng) vénuje hodn& mista uspo-
fdddani a analyze kliCovych experiment,
z nichZ se pak vyvozuji prislusné teoretic-
ké zdveéry. Takovy postup je pro poslucha-
¢e matematiky z vySe uvedenych divodu
nepouZitelny. Experimentdlnimu zdkladu
se nelze vyhnout, avSak nutno velmi pec-
livé vybrat ideové (myslenkové) schéma
pokusu, aniZ bychom zabihali do experi-
mentdlnich detailti, které jsou zpravidla
pro faktické provedeni experimentu roz-
hodujici. Jesté lepsi je, kdyz se podafi
najit izomorfismus (popf. homomorfis-
mus) dvou vhodnych zobrazeni (forma-
lism@). Ze zkuSenosti vim, Ze takovy zpd-
sob vytvdfeni fyzikdlnich teorii se jevi

Mvr

posluchadlim matematiky nejbliZ§i a nej-
presvédCivéjsi. Nejlépe bude, kdyZ uvede-
me nékolik konkrétnich prikladt. Omezi-
me se pritom na ideové schéma, abychom
neopakovali zndmé véci. Ctend¥, jemuz
nejsou nékteré z téchto veéci ,,chlebem
vezdejSim*, nalezne potfebné informace
v citované literatufe.

Jako rozcvicku zvolime zavedeni pojmu
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konzervativniho systému, ktery md vy-
znamné postaveni v klasické mechanice.
Elementdrni (infinitezimdlni) prdce dA4
vykonand silou F na useku dr se definuje
skaldrnim soucinem

d4A = F.dr.

Préce [, d4 vykonand silou F po libovolné
kfivce C nezdvisi na tvaru této kiivky
pravé tehdy, kdyz dA je uplnym dife-
rencidlem. V takovém piipad€ se sila F
dd vyjadrit jako gradient skaldrni funkce
—U(r), kde U(r) je potencidlni energie.
Ve spojeni s Newtonovym pohybovym
zdkonem F = m d*r[ds®* pak dostaneme

mr = —grad U .

Zde m je hmotnost, teCky nad symbolem °
ozna&uji derivace podle ¢asu t. Pro zjed-
noduseni zdpisu budeme uvaZovat jedno-

rozmérny pohyb
du

1 mi=——.

1) =

Snadno se pfesvéd¢ime, Ze tuto pohybovou
rovnici Ize prepsat v ekvivalentnim tvaru

[2]
() — - =0,
kde
L= L(x, %) = mx* — U(x)

je Lagrangeova funkce (rozdil kinetické
a potencidlni energie). Rovnice (2) jsou
vSak feSenim variadni tlohy
6 [ L(x,x)dt =0.
A to uZ je Hamiltonliv variaéni princip.
Zobecnéni na libovolny pocet hmotnych
bodi se zobecnénymi soufadnicemi g,
42, ..., 45 je piimocaré [3].

3) ——~ - Z=0.
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VariaCni princip je univerzdlnim fyzikdl-
nim principem. Lze jej snadno spojit
s Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi;
z invariantnosti pohybovych rovnic lze
ziskat obecny pohled na zdkony zachovdni
(teorém Emmy Noetherové). Vie lze za-
rdmovat do matematické teorie diferen-
covatelnych variet [4].

S uspéchem jsme se setkali pii pfeneseni
Hamiltonova kanonického formalismu
z mechaniky do teorie pole. Uvedeme
ilustrativni pfiklad. VInovou rovnici

2 az
\Y '—'a? (P(r,t)ZO

Ize ziskat z variaéniho principu

5[9 [(V<p)2 —~ (Z—f’)zj] dQ =0.

Regeni ¢(r, t) lze vyjddfit pomoci Uplné
ortonormdlni bdze {,(r) ve tvaru

o(r, ) = ;qk(t) G(r) -

Po standardnich Gpravdch dostaneme pro
g, (viz napf. [5]) Lagrangeovy rovnice
typu (3). Odtud lze pak standardnim
postupem zavést hamiltonidn a Hamilto-
novy kanonické rovnice. Tim pievedeme
teorii (vlnového) pole do formalismu kor-
puskuldrni fyziky. Na tom pak lze vybudo-
vat most potfebny pro pfechod k forma-
lismu kvantové teorie.

Posledni ilustrativni pfiklad vezmeme
z oblasti termodynamiky. Druhy termo-
dynamicky princip vyjadfuje v rlznych
obméndch jistd omezeni na smér pfenosu
tepla (teplo nemiiZe samovoln& pfechdzet
z t€lesa chladngjsiho na teplejsi), resp.
na mnozstvi prace vykonané pii pienosu
tepla. Obycejné se to formuluje jako prin-
cipidlni nemoZnost sestrojit perpetuum
mobile druhého druhu, tj. takovy stroj,
ktery by trvale vykondval kladnou préci
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pouze tim, Ze by se pifi tom ochlazovalo
jedno t€leso na teplotu niZ3i, neZ je teplota
nejchladnéjsi ¢dsti jeho okoli. C. CARA-
THEODORY (1909) ukézal, 7¢ nemo-
nost sestrojit perpetuum mobile druhého
druhu lIze vyjddfit ekvivalentnim vyrokem
(viz napt. [6]): v libovolném okoli libo-
volného stavu systému existuji stavy ne-
dosazitelné adiabatickou cestou.

Vsechny tyto formulace maji charakter
negativnich vyrokt. Jak z téchto negativ-
nich tvrzeni vyt&€zit néjaky pozitivni zdvér ?
Posluchaci védi, Ze mnoZstvi tepla ziskané
systémem zdvisi na zplsobu piechodu
z potdtetniho do koncového stavu (,in-
tegradni cesté”). To matematicky znadi,
Ze infinitezimdlni pfirdistek tepla dQ neni
uplnym diferencidlem, ale obecnou linedr-
ni diferencidlni formou (Pfaffovou for-
mou) stavovych prom&nnych (nap¥. teplo-
ty, objemu, koncentraci jednotlivych kom-
ponent). Ozna&ime-li tyto stavové pro-
meénné symbolem Xx;, pak je

dQ =X1 dx1 + Xz dx2 + ... +Xndxn’

kde X; = X(x;, x5, ..., X,) jsou diferen-
covatelné funkce proménnych xi, x,, ...,
X,. Nyn&Ssim posluchadlim matematiky
se teorie Pfaffovych forem viibec nepfed-
ndsi, takZe se jim musi v potiebném roz-
sahu vysvétlit. Existuje-li diferencovatelnd
funkee p = u(x;, x,, ..., x,) = Otakovd, Ze
ndQ =do
je uplnym diferencidlem funkce o = o(x;,
Xy, ---» X,), pak Fikdme, Ze p je integrujicim
faktorem formy dQ. Integrujici faktor

musi vyhovovat soustavé diferencidlnich
rovnic

0 0
_— X)) = — LXl' N
) = 2 1)

(i,i=12...,n).

To je n(n — 1)[2 podminek pro funkci
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n proménnych. Integrujici faktor tedy
obecné existuje pouze pro n = 2. Pfi
n = 3 musi mezi koeficienty X; Pfaffovy
formy existovat odpovidajici poCet vztaht,
coz Cini existenci integrujiciho faktoru
pro n > 3 vyjimecnou situaci.

A nyni p¥ijde to fascinujici spojeni fyzi-
ky s matematikou. Nejdfive se dokdze,
Ze integrujici faktor Pfaffovy diferencidlni
formy existuje prdvé tehdy, kdyz v libo-
volném okoli libovolného bodu (x5, x., ...,
x,) existuji body, jichZ nelze dosdhnout
po cest€ dQ = 0. Je-li dQ mnoZstvim
tepla, pak dQ = 0 vyjadiuje adiabati¢nost
procesu. Carathéodoryho formulace dru-
hého termodynamického principu tak
obecné garantuje existenci integruji-
ciho faktoru Pfaffovy formy dQ. Tento
integrujici faktor se dd obecné najit, ¢imz
se obecné zavede absolutni teplota a entro-
pie (podrobnosti uvddime v [6]). To je
zdklad odvozovdni termodynamickych
vztahi. Posluchadi jsou doslova Sokovdni
mnozstvim obecnych zdvért, které lze
ziskat z pouhé existence integrujiciho
faktoru tepla dQ, napf. nepfimou Umér-
nost mezi magnetizaci paramagnetika
a absolutni teplotou ¢&i zdvislost energie
zéfeni v dutin€ na &tvrté mocniné abso-
lutni teploty.

I kdyZ fyzikdlni pfedndsky pro poslu-
chade matematiky musi mit odpovidajici
formu matematické exaktnosti, nelze pfi
tom zapominat na konkrétni aplikace, na
,,dotaZeni“ obecnych teorii do &iselnych
hodnot. (Na to sylabus pfedndsek proziravs
pamatuje!) O n€kterych piikladech jsme se
jiz zminili, nyni uvedeme né&které dalsi,
které se u posluchadli matematiky setkaly
s mimofddnou pozornosti a zdjmem.
V mechanice je to (n¥kolikatddkovy!)
dtikaz toho, Ze v centrdlnim poli je trajek-
torie rovinnou kfivkou. Ve specidlnim
piipadé gravitaéniho pusobeni je to kuZe-
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losecka. S tuspéchem se setkdvaji partie
z teorie fdzového prostoru: jako aplikace
teorie (invariantni) miry, explicitni vy-
jddfeni fdzového objemu interagujici sou-
stavy &dstic (duchaplné ,.finty* z teorie
analytickych funkci) &i pozoruhodné sou-
vislosti s termodynamickymi veli¢inami
[7].

Radu dal¥ich moZnosti skytaji prednds-
ky z teorie elektromagnetického pole
a teorie plazmatu. Z formdlné matema-
tického hlediska jde o nelinedrni soustavu
simultdnnich parcidlnich diferencidlnich
rovnic. Jednou stranou této ,,mince* je
diikaz existence feSeni, druhou je nalezeni
feSeni pro konkrétni fyzikdlni situaci.
Vzpomindm si, jak jsem — p¥fi vhodnych
prileZitostech (experti budou této vsuvce
rozumét) — drdZdil pana profesora Cecha
vyroky, Ze pro mne feseni existuje, az
néjaké najdu. Posluchadi jsou vzdy u vy-
trzeni z toho, Ze z té spleti (ne prévé jedno-
duché) soustavy rovnic lze ,,vydolovat‘
konkrétni analytické feSeni. V matema-
tickych pfedndskdch ziejmé ,,neni ¢as‘‘ na
konkrétni vypocty. O tomto problému bu-
deme jes§t€ mluvit v dalsi ¢dsti tohoto pii-
spévku. S nejvét§im hladem posluchadi
matematiky po konkrétnich vypoctech
jsem se setkdval pfi pfednédsikdch z kvanto-
vé mechaniky. Posluchaéi samoziejmé
znali mnoZstvi uenych pojmi a teorémi
o operdtorech, avSak ziejmé pfi prednds-
kdch a cvienich nikdy ,,nezpracovali
Zddny konkrétni operdtor tak, aby nasli
jeho spektrum, vlastni vektory, a dokdzali
Uplnost bdze. Proto vZdy uvitali typické
pfiklady fyzikdlnich operdtorli, na nichZ
se mohli sezndmit s fadou duvtipnych
triki, pomoci nichZ se takovy program
realizuje. Jako perlicku uvedu piekvapeni
posluchadti nad spektrem nabité &dstice
v Coulombové poli, kdy na diskrétni
spektrum zdpornych vlastnich ¢&isel nava-
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zuje spojité spektrum kladnych vlastnich
&isel. Oziveni v posluchdrng vidy vyvolalo
spektrum &dstice v exponencidlnim poli,
kdy energie je uréena kofeny Besselovych
funkci vzhledem k indexu.

Jaké jsou tedy zkuSenosti s vyukou
(teoretické) fyziky pro posluchade mate-
matiky ? Myslim, Ze je to prosp&sny krok.
Poslucha¢i matematiky nahlédnou do
fyzikdlni ,,kuchyné*“ zptisobem co mozino
nejbliz§im jejich profesiondlni vychove,
sezndmi se s fadou zajimavych aplikaci
matematickych disciplin a ziskaji zdsobu
obrati uziteCnych pfi feSeni konkrétnich
uloh. Stdlo by za tuvahu zaradit nékam
do nizSich semestrii krdtky ,,udrZovaci
kurs fyziky, aby ¢asovy odstup od maturi-
ty nebyl tak propastny.

Dokazovani teorémii na ikor
matematické rutiny, anebo naopak?

V piedesié kapitole jsme se na n€kolika
mistech setkali se skutenosti, Ze ve vyuce
matematiky se vénuje nedostateénd pozor-
nost konkrétnim aplikacim matematickych
teorémull a provddéni vypoltii. A to jsme
mluvili o posluchadich matematickych
specializaci, jejichz studium je jedno-
oborové!

Tento problém vyvstdvd je§t€ naléhavéji
pfi vyuce matematiky pro fyziky. Zminili
jsme se o fadé matematickych obori,
které musi posluchaéi fyziky zvlddnout
béhem 5 semestrt pfi primérné tydenni
dotaci 9 hod. (véetn& cviCeni). Vznikd tak
nelehky problém, jak toto viechno poslu-
chadi fyziky podat, aby nejen porozumél
v potiebném rozsahu zdkladnim pojmiim,
ale aby také prakticky ovlddl techniku
vypocti.

Pod tlakem bezprostfednich praktickych
potfeb matematické rutiny pfi vyuce fyzi-
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ky v prvnich semestrech se neziidka vysky-
tuji snahy zredukovat vyuku matematiky
na uroveil ndvodi k provddéni vypocti.
Takové radikdlni snahy je vSak nutno
rdzné odmitnout, ponévadZ jsou krdtko-
zraké, na pohled sice fesi matematické
potieby fyziky, avSak ve skutecnosti vaZné
§kodi matematice i fyzice. Matematika méd
svou vlastni strukturu (prdv& tak jako
fyzika) a tu nelze ani pfi vyuce matema-
tiky pro fyziky zcela ignorovat. Matema-
tickd metoda budovdni pojmi, odvozo-
vani vysledkl je a musi zGstat idedlem
pro kazdou védu, a to pro fyziku
na prvnim miste.

Nesmime pustit ze zfetele, Ze vyuka
obecné filozofie a logiky se z naSich stfed-
nich $kol fakticky vytratila, coZ se proje-
vuje radikdlnim sniZenim trovné logického
mysleni. Bez nadsdzky lze ¥ici, Ze troveni
logického mysleni dne$nich maturantii je
otfesnd: naprostd vétSina klade s uplnou
samoziejmosti rovnitko mezi aplikacemi
z A plyne B a z B plyne A, nerozliSuje
mezi pri¢inou a ndsledkem, atd., atd.

Kde jinde neZ pfi vyuce matematiky
se md budouci fyzik naucit zdkladim
exaktniho logického mysleni, kritickému,
nepfedpojatému piehodnocovdni pojmit
pfi kazdém jejich zobecnéni?

Pro ilustraci uvedeme vSeobecné zndmy,
avSak velice poucny pfiklad. UZ od prvni
tfidy zdkladni Skoly se Zdkim vtloukd do
hlavy, Ze hodnota souctu nezdvisi na pora-
di s¢itanci. Kdyz se pozdé&ji na gymndziich
zavede pojem nekonecné fady, Zdci s upl-
nou samoziejmosti predpoklddaji, Ze
uvedené pravidlo (komutativni zdkon)
plati i pro soufet nekonec¢ného poctu
¢lenti. Zdktm unikne a ugitel je neupo-
zorni na to, Ze jde o kvalitativné novy
pojem, o podstatné zobecnéni pojmu
soultu, Ze je tfeba provéfit, zdali dfivejsi
pravidla zstanou i naddle v platnosti.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 35 (1990), &. 2



A tak mé jimd hriiza pfi pomysleni, Ze
takto ,,pfipraveny homo sapiens bude
se stejnou samoziejmosti dé&lat ukvapené
soudy v obdanském i v€deckém Zivoté.
(Pokud se n&komu bude zd4t, Ze to vidim
prilis Cerné, af sleduje uroven diskuse
a argumentace napi. ve sdé€lovacich pro-
stiedcich.) Z dlouholeté zkuSenosti mohu
potvrdit, jaké piekvapeni vyvold u poslu-
chacti prvniho ro¢niku matematicko-fyzi-
kdlni fakulty (tedy u pfedpoklddaného
vykvétu naSich matematickych talenti)
uZ pouhd zminka o tom, Ze by se soudet
fady mohl zménit ,,pouze* preskupenim
Glend. Piedstavme si ty nedozirné moi-
nosti feSeni naSich finanénich problémii!

Na tomto zndmém piiklad€ je vidét,
jak je nutné pokazdé provéfit, zda pro roz-
§ifeny nebo zobecnény pojem plati v§echna
drivéjsi ,,pravidla hry*“. Copak to ve fyzice
nepotiebujeme? A kde jinde neZ v mate-
matice maji studenti takovou moZnost
osvojit si pravidla logického mysleni?

Vim, Ze takové hodnoceni vyznamu
matematiky nevyvold ndmitky, avSak
mnozi fyzikové prdvem namitnou (ti opa-
trn&jsi pouze poznamenaji), Ze posluchadi
fyziky neuméji pocitat. Pocétdiskd rutina
(integrovéni, FeSeni diferencidlnich rovnic
apod.) posluchatli matematiky je jest&
horsi, prestoZe téch hodin matematiky
maji podstatné vice neZ fyzikové. Jenom
v poétu hodin to tedy nebude.

StiZnosti na malou matematickou erudi-
ci posluchacu fyziky jsou dvojiho druhu,
coZ je tieba odlisit.

Na prvnim misté je jisté Casové zaostd-
vani matematické vyuky za potFebami
vyuky fyziky v daném udobi. Tykd se to
zejména prvniho ro¢niku, kdy se v mecha-
nice ,sklofuji“ diferencidlni rovnice
a operace vektorové analyzy, k nimZ
vyuka matematiky pro fyziky dospéje
mnohem pozdé&ji. Co se dd v dané situaci
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délat, popf. co jsme v daném sméru udé-
lali?

Situace neni ani zdaleka tak $patnd, jak
se ji snazi li¢it n€ktefi skeptikové. Na
prvnim misté je tieba zdlraznit, ze k po-
chopeni fyzikdlni podstaty daného
problému neni viibec nutné, aby posluchaé
byl expertem v pfisluSné matematické
discipliné. Vysvétlime pon€kud podrota
néji, co tim mdme na mysli. VétSina
poslucha¢t prvniho roéniku méd jiz ze
stfedni $koly znalosti diferencidlniho a in-
tegrdlniho pocétu v rozsahu potifebném
pro vyklad mechaniky v tomto semestru.
A pokud jde o diferencidlni rovnice, vekto-
rovou a tenzorovou analyzu, jichZ se
v mechanice v hojné mife pouzivd? Je
zcela absurdni pozadovat, aby se tyto
riznorodé partie systematicky vylozily
b&hem prvniho mésice v predndSce mate-
matika pro fyziky. Na druhé strané se bez
téchto partii nemizZzeme obejit. Co tedy
délat? Zavedli jsme v prvnim semestru
tzv. prosemindf matematické fyziky,
v némzZ se tyto matematické partie v po-
tiebném Gasovém sledu (ndvaznosti na
vyklad fyziky) a v potfebném rozsahu vy-
svétli. Pamétnici si vzpomenou na obdob-
ny ,,Trkaliiv prosemindi*‘. PonévadZ tato
forma se ndm osvédéila, dovolil bych si
podélit se se Ctendii o nékteré zkusenosti.
Prosemindf je veden teoretickym fyzikem,
a to zpusobem, jakym fyzikové matema-
tiku b&€zZné pouzivaji. Posluchac¢iim je nut-
no vysvétlit posldni a cil tohoto prosemi-
ndfe, aby u nich nevznikl faleSny dojem,
Ze matematika se dd vysvétlovat mnohem
jednoduseji, neZ jak to uslysi v piednds-
kdch z matematiky. To by byl neodpusti-
telny prohfesek proti vychové poslucha-
¢l k logickému mysleni. Nejlépe ndm tuto
ideu osvétli nékolik prikladi. Motivaci
k odvozeni vzorce pro délku oblouku kiiv-
ky je aproximace tohoto oblouku sousta-
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vou lomenych €ar. Pfechodem k ,,infini-
tezimdlnimu dé€leni*“ se na dvou fddcich
,,0dvodi“ pfisluSny matematicky vzorec.
Bez upozornéni na slabiny takového ,,0d-
vozeni* by mohl u posluchac¢ti vzniknout
dojem, Ze jde o dokonaly matematicky
dikaz. Stadi viak pFipomenout (a to
pokldddme za nezbytné), Ze soustavu lo-
menych Car lze volit rlznymi zplsoby
(napf. t&sn& nad kfivkou a t&sn& pod ni),
aby bylo jasné, co viechno do uplného dii-
kazu chybi. Takovd prezentace vzorce
pro délku oblouku kfivky vSak zcela po-
staCi k pochopeni pfislusného fyzikdlniho
udiva, pfi¢emz nikterak nenarusuje logic-
kou stavbu matematickych predndsek.
Exaktni matematicky dikaz tak mulZe
pockat do doby, nez bude v matematickych
pfedndskdch vytvofen potiebny pojmovy
a dokazovaci apardt. Podobnym zpiisobem
postupujeme i pfi,,odvozovdni Gaussovy
a Stokesovy véty, bez nichZ se uz v prvnim
semestru nemiZeme obejit. Zdkladni ideu
dikazu Gaussovy véty lze posluchadim
priblizit tak, Ze uvaZujeme rozdil toki
mezi svéma infinitezimdlné blizkymi rovi-
nami (sténami kvddru). Nedostatek mista
ndm nedovoluje pokradovat v uvddeni
dal§ich obdobnych ptikladi.

Druhym problémem je nedostateénd
matematickd erudice pfi feSeni konkrét-
nich tloh. Znacnd &dst kolegi-fyzikdl na
tom zaklddd svd taZeni proti zpUsobu
vyuky matematiky pro fyziky. Nechci
tvrdit, Ze je zde vSechno v pofddku, nesmi-
me vSak zpanikafit, abychom ukvapenymi
reformami nenapdchali vice $kod neZ
uzitku. Je tfeba ujasnit si, jakou rutinu
poZadujeme. Zpravidla pfi tom mlcky
srovnavdme své nynéjsi znalosti a pod-
tdfskou rutinu se znalostmi a rutinou svych
posluchacl, a zjisfujeme, Ze¢ pod timto
zornym Uhlem jsou na tom posluchadi
katastrofdlné. Kdyby tomu bylo obrdcené,
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pak by se pfislusny vyucujici mél nejdrive
sam posadit do lavic pro posluchace.
To se tykd vSech pfedmétd, nejen mate-
matiky. VSem témto radikédlnim reform&-
torim adresuji otdzku: ,,Umél kazdy
z nds vzdy s takovou lehkosti integrovat
a feSit diferencidlni rovnice tak, jak to
umime dnes po mnohaleté praxi ?“ Copak
se takovd praxe dd ziskat b&hem 30 az
40 semestrdlnich hodin cvifeni z mate-
matiky ? Je to obdobné jako s vyukou
budoucich fidi¢t. Copak po absolvovani
autogkoly (s n&kolika hodinami praktické
jizdy) bude ,,novopeeny* ¥idi¢ s rutinou
a prehledem zvlddat spletité dopravni
situace ?

Problému ziskdni potfebné matematické
rutiny jiz béhem studia je tfeba vé€novat
trvalou pozornost. Pan profesor Trkal
ndm Casto zdlraziioval, Ze poditat se
musime ucit sami, Ze k tomu, abychom se:
to naucili, pfedndsky a cviCeni nestaci.
Vidyt i kdybychom pocet hodin cviCeni
zdvojndsobili (na ukor tzv. teorie), pfipadlo-
by na kazdého posluchade fesit u tabule
tak nejvySe 10 prikladii za semestr. A zbylo
by pak v pfednd§kdch dosti ¢asu, abychom:
posluchac¢iim vysvétlili teorémy a metody,,
podle nichZ maji pocitat? Jak tedy poslu~
chace presvédcit, popf. pfinutit, aby véno-
vali vice Casu ziskdni potiebné matema-
tické rutiny? Vhodnym (i kdyZ ne pkilis
populdrnim) donucovacim prostiedkem
by mohlo byt ukldddni domédcich pisem~
nych tkoll, které by cvidici asistent kon-
troloval. (Kontrola téchto tkolt by se
méla zapotitat do pedagogického tvazku. )
Skeptici urcité namitnou, Ze to posluchaci
stejné opisi. To je v8ak vyjddfeni apriorni
nedtivéry a podeziravosti viiéi viem poslu-
cha¢im. Dovolil bych si poznamenat,
Ze takovym podeziravym ,,uditelim* by
sluSelo jiné povoldni, nez je vychova mladé
generace. Za vice neZ tficetileté pedago-
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gické Cinnosti jsem se presvédCil, Ze na-
prostd vétSina posluchacli matematicko-
fyzikdlnich obort (jiné posluchale jsem
neutil) jsou lidé &estni se siln& vyvinutym
smyslem pro pravdu a poctivost. VZdyt si
zvolili nelehky studijni obor, po jehoz
absolvovdni je neCekaji ani vysoké vydélky
a jiné vyhody, ani popularita a vefejnd
sldva. AvSak vratme se k tomu opisovdni
domdcich ukolé (pfikladit). Samoziejmg,
Ze nepfichdzi v uvahu odevzddvdni riz-
nych druht kopii toho, co vypracoval
jeden snaZivy student. Ani to doslovné
opisovéni, co se snadno poznd, neni nako-
nec bez uZitku, ponévadzZ i takovému po-
sluchaci z toho opisovdni pfece jen néco
zistane v paméti. Mnozi z nds si jeSté
pamatuji, jak prospivalo vyuce ndsobilky
nebo vyjmenovanych slov to, kdyZ ,,po-
tiebny*“ Zdk dostdval zvldstni domdci
ukol napsat stokrdt prislu§nou ndsobilku
nebo vyjmenovand slova.

Mvwr 2

Mnohé se dd zlepSit uZ8im sepétim
matematiky a fyziky. Pracovnici nasi ka-
tedry vypracovali pfes 200 feSenych pii-
kladt s fyzikdlni tematikou do sbirky
uloh z matematiky pro fyziky.

NejradikdIngj$i reformdtofi vyuky ma-
tematiky pro fyziky vidi jedinou cestu
ke zvySeni matematické rutiny posluchaci
v tom, e by se podstatné (nejspise na
¢ — 0) zredukovalo dokazovéni teorémi,
¢imz by se vyuka matematiky zménila
na uroveil kucha¥skych receptt. (Co kdy-
by n€kdo na opldtku vyZzadoval, abychom
stejnym zpisobem ,,vyufovali® fyziku
pro jiné obory ?) Dikazy do matematiky
pochopitelné patfi, a to uz z toho divodu,
Ze se v nich zpravidla koncentruji obraty
a postupy, které se pak v riiznych obmé-
ndch pouzivaji pii aplikacich téchto teoré-
mi. Hodné Casu se vSak dd uSetfit napf.
tim, Ze se nebudou ,,pro porddek* provd-
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d&t metodicky shodné dikazy riznych
teorémi. Hlavnim zdrojem Wspory dasu
pii dikazech miZe byt vhodnd volba
vychozich pfedpokladi. Matematik md
pfirozenou snahu dokdzat platnost teoré-
mu za nejobecnéjSich pfedpokladti, které
pak Casto vedou k tomu, Ze dikaz je
technicky i ¢asov€ ndro¢ny. Fyzik anebo
technik se v8ak v praxi nesetkd s kfivkou,
kterd je na celém (neprdzdném) intervalu
spojitd, avSak nikde nemd derivaci, popf.
s integraci po takové kfivce. Myslim, Ze
i takovy jednodussi diikaz za vhodné& upra-
venych predpoklad je lepSi neZ Zddny
diikaz. A pfitom je zpravidla vidét, ze né-
ktery pfedpoklad byl zvolen pouze pro
snaz§i provedeni diikazu, takZe teorém
plati obecnéji. Znéni teorému je nutno
uvést ,,v celé pardde®.

Nedocenéné moralné vychovné poslani
matematiky

Casto si ani neuvédomujeme mnoho-
stranné moZnosti vyuziti matematiky ve
vychové k poctivosti, Cestnosti a tucté
k pravd€. Neni tieba pfitom pouzit ani
jediného ,,kazatelského** slova, ponévadz
nejlépe pisobi priklad, ktery je trvale
a nendpadné na ocich. Timto vychovnym
prikladem je trvald hodnota matematic-
kych vyroki a zejména sama matema-
tickd metoda, kterd spolivd v tom, Ze
kazdy pojem se pifesné definuje, stanovi se
prislusnd kritéria pro ovéfeni sprdvnosti
tvrzeni, ¢imZ se vylucuje subjektivismus,
demagogie, predpojatost a faleS. Neni to
idedlni model pro kaZdodenni lidské jed-
ndni i vzdjemné jedndni lidskych komunit ?
Kolik by odpadlo sporti, které vznikaji
(nebo jsou zdmérng vytvdteny) prave tim,
Ze se nejasné vytyéi pojmy, metody a cile.
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DOCENT JIRI BRABEC
SEDESATNIKEM

RNDr. Jifi Brabec, CSc., docent katedry
matematiky fakulty elektrotechnické CVUT
v Praze, oslavi v t&chto dnech své 60. narozeniny.

Jiti Brabec se narodil dne 4. brezna 1930
v Zirovnici, okres Pelhfimov, v rodiné urednika.
Do obecné a méStanské Skoly chodil v letech
1936--1944 v rodné Zirovnici, potom studoval
na realném gymnaziu v Jindfichové Hradci.
Vzhledem k velmi dobrému prospéchu vstoupil
v roce 1949 na matematicko-fyzikalni fakultu
Univerzity Karlovy, kde studoval matematiku,
specializaci ,,matematickou analyzu‘‘. Po Uspé&s-
nych statnich zavére&nych zkouskach v roce 1953
nastoupil na misto asistenta na Vysoké Skole
strojni a elektrotechnické v Plzni. V roce 1956
byl jmenovan odbornym asistentem. V letech
1956— 59 absolvoval postgradudlni kurs jaderné
techniky na VSSE v Plzni. V roce 1961 ptesel
na elektrotechnickou fakultu CVUT v Praze.
Zde byl zanedlouho zatazen do v&decké pripra-
vy, jejimZz vysledkem byla kandidatska diser-
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lin Teubner B. G. 1935.

[5]1 KvasNnica J.: Teorie elektromagnetického
pole. Praha Academia 1985.

[6] KvAsNICA J.: Termodynamika. Praha, SNTL
1965.

[7] Kvasnica J.:
Academia 1983.

Statistickd fyzika. Praha,

talni prace na téma ,,Aproximace signala
Kotélnikovovymi fadami‘‘. Kandidatskou diser-
taci uspésné obhajil v roce 1969 v Matematickém
Gstavu CSAV a stal se kandidatem fyzikalng ma-
tematickych v&d. TéhoZ roku byl promovan
na Univerzité Karlové doktorem ptirodnich véd
(RNDr.). V roce 1973 se habilitoval na fakulté
elektrotechnické CVUT na zéklad¥ predlozené
habilitacni prace ,,Vektorové funkce na zobec-
nénych jevovych polich®* a byl jmenovan do-
centem matematiky.

Doc. Brabec v prub&hu svého pusobeni na
elektrotechnické fakult& pfednasSel vSechny po-
vinné i v&tSinu specializovanych matematickych
kurst konanych na fakulté, a to ve vSech for-
mach vyuky. Od roku 1976 pusobi jako Skolitel
aspiranti v oboru ,,Matematicka analyza‘.

Kromé& vedeni jednotlivych aspiranta pfednasi
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