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Cesk4a matematika v letech 1945-1985:
topologie, teorie kategorii a kombinatorika

Miroslav Katétov, Praha

Tento &ldnek vznikl z autorovy pfedndsky v Fijnu 1985 na konferenci, kterou uspot4-
dala matemticko-fyzikdIni fakulta Univerzity Karlovy ve spoluprdci s Matematickym
tistavem CSAV a jejimZ pfedmétem byl vyvoj matematiky v CSR v obdobi 1945 —1985.
Predndska se opirala o dosti rozsdhly text, ktery byl pfednesen zkrdcené; tento ¢ldnek
je dopln&nou a mirn& upravenou verzi pivodniho textu.

Predndika se méla pivodné tykat jen topologie, pak vSak byla tematika roziifena.
§lo jen o topologii. Chtél bych proto nejdfive pod€kovat v§em kolegynim a kolegiim,
od nichZ se mi dostalo pomoci, at jiZ vypracovdanim podkladii nebo diskusi a pfipomin-
kami. D&kuji zejména Z. Frolikovi za celkovou diskusi a riizné podklady, J. NeSetfilovi
za rozsdhlé podklady ke kapitole o kombinatorice, P. Simonovi za podklady k proble-
matice souvisejici s Booleovymi algebrami, V. Trnkové za rozsdhlé podklady k teorii
kategorii. Je pfitom samoziejmé, Ze viechny pfipadné omyly, nesrovnalosti a opomenuti
jdou pIné& na autortiv vrub, a to tim spiSe, Ze snaha o strunost a zdroveti srozumitelnost
me vedly k podstatnému pfepracovdni podkladi, pfi némz jsem se mohl dopustit riznych
nedopatfeni.

Rozsah ldtky zplsobil, Ze jsem se musel zabyvat jen n&kterymi vybranymi sméry
prédce a u nich uvést jen celkovou charakteristiku a n€kdy také n€kolik mdlo konkrétnich
vysledkt.. Vybér se provddél nejen podle zdvazZnosti, ale také — a né€kdy spise — podle
toho, které vysledky se daji formulovat vyrazné a srozumitelné bez zavddéni specidlnich
pojmil; ve vybéru se také obrdZely subjektivni zdjmy i znalosti. Za t&chto okolnosti jsem
musel uvaZovat o tom, zda a kdy uvddét autory vysledki. Uvddim obdas pracovistg,
na kterém vysledky vznikly, a také uvddim nékterd jména; éasto viak nejde pfimo o jmé-
na autord vysledki (jak bude patrné z ndsledujiciho odstavce). To je ve shod€ se zamg-
fenim &ldnku na celkovy vyvoj a pfinos nasi topologie a dalsich obord, a nikoli na
hodnoceni pfinosu jednotlivci.

ProtoZe je tieba poditat téZ s &tendfi, ktefi by chtéli ziskat pfesn&jsi nebo podrobné&jsi
informace, uvddim dosti &asto struéné odkazy na literaturu, a to zpravidla na konci
pfislusné pasdZe. Odkazuji pfitom podle moZnosti na né€kterou knihu nebo souborny
&ldnek (a to spiSe zahrani¢nich autord; tak se totiZ zdrovei doklddd mezindrodni ohlas
nasich praci) obsahujici p¥isluiné vysledky a odkazy na piivodni préce. Neni-li to moZné,
napf. u neddvnych vysledki, odkazuje se n€kdy na pivodni éldnky. Pokud jde o obecnou
topologii, najdou se podrobné a pfesné udaje o &eskoslovenskych publikacich v biblio-
grafii, kterd byla zpracovdna (zatim jen provizorn¥) a rozmnoZena v Matematickém
ustavu Univerzity Karlovy. V souvislosti s odkazy chci je§té poznamenat, Ze leckteré
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star$i vysledky byly pozdéji zlepSeny (prohloubeny, zobecnény nebo dokizdny jedno-
dus§im zplsobem) a v kniZni literatufe se pak objevuji v této pozd&jsi verzi; to oviem
neméni nic na vyznamu, ktery mély ve své dobg.

Je tfeba jestE zdlraznit, Ze vSude bude fed pouze o matematice v Ceské socialistické
republice, tj. v Cechdch a na Moravé. Pokud by se vyjime&n& mluvilo té% o matematice
na Slovensku, vyslovn& na to upozornim.

K obecnému tivodu pfipojim jesté struénou zminku o ocenéni praci vzniklych v obdobi
1945—1985 v oborech, o které zde jde. Byly udéleny tfi stdtni ceny: v r. 1953 a 1972
za topologii, v r. 1985 dvojici pracovnikii za kombinatoriku (bliZ3i idaje se najdou napf.
v ptislusnych ro&nicich Casopisu pro p&stovéni matematiky); dva matematici, jejichZ vé-
decké préce patfi z prevdzné &sti do topologie, jsou &leny CSAV. Doddm jeité, Ze
naproti tomu byly za celé obdobi v Eeskych krajich obhdjeny jen dvé doktorské disertace
z obortd, o nichZ je fe€ (doktory v&d jsou oviem také oba zmin¥ni &lenové CSAV).

Proberu ted postupné védecké vysledky ve tfech oblastech, o néZ nyni jde.

1. Topologie

Topologie se nyni d€li, jak zndmo, pfedeviim na obecnou topologii a ostatni topolo-
gické oblasti (algebraickd topologie, topologie variet apod., diferencidlni topologie).
Pro hrubou orientaci o rozsahu sv&tové prdce v topologii uvedu ndsledujici dil¢i udaj:
v roce 1982 bylo v Mathematical Reviews skoro 900 poloZek zafazenych do obecné
topologie a pres 600 poloZek (tim opravuji mylny vys§i udaj v predndice) v ostatnich
topologickych oborech. Pro srovndni konstatuji, 7¢ za dobu od r. 1945 do r. 1985
(véetné) publikovali Eeskoslovensti matematici asi 700 ¢ldnkd z topologie. V tomto poctu
jsou zahrnuty také €ldnky z poslednich let a etné Eldnky patfici do topologie jen podle
Siroce pojaté sekunddrni klasifikace; udaj je proto znané& vyssi neZ ten, ktery byl uveden
v predndsce.

V nékolika pfedvéle¢nych letech bylo u nds v algebraické i obecné topologii vykondno
nesmirné mnoho diky E. Cechovi a z&4sti také dik jeho Zdktim. V obecné topologii na to
navazoval povdle¢ny vyvoj. V algebraické topologii se v§ak u nds zacalo znovu pracovat
aZ se znaénym Gasovym odstupem a podet pracovniki byl pak dlouho vskutku minimdlni;
aZ neddvno se objevili dalsi, zcela mladi pracovnici. Vyvoj algebraické topologie proto
nebudu rozebirat; chci jenom konstatovat potéSujici fakt, Ze se v poslednich letech
u nds rozvinula dosti intenzivni spoluprdce mezi geometrii a algebraickou topologii (coz
oviem celkem nutn& ddvd také podnét k rozvoji diferencidlni topologie).

Ve vyvoji obecné topologie v Cechdch a na Moravé po r. 1945 lze rozlisit dvé hlavni
periody, a to zhruba do r. 1959 a od r. 1960. Meznikem je zde skuteCnost, Ze v letech
1959 a 1960 se u nds v topologii poprvé objevuji ve vétsim (a pak postupn& nardstajicim)
podtu préce matematiki, ktefi studovali na vysoké $kole aZ po vdlce. Jistym dal$im mez-
nikem, dasové& skoro shodnym, je I. praZské topologické sympozium, které se konalo
v 1. 1961. Tato sympozia, konand pak vZdy jednou za pét let, jsou povaZovédna za jedno
z nejdileZit&jsich pravidelnych mezindrodnich setkdni v oblasti obecné topologie. Jsou
jakousi prehlidkou sv&tového vyvoje v obecné topologii (vEetn& n&kterych jejich apli-
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kaci) a zdroveii Ceskoslovenskym pfispévkem k tomuto vyvoji i podstatnym pfinosem
pro topologickou praci v Ceskoslovensku. Je tieba jesté dodat, Ze podstatny vyznam
pro préci v obecné topologii (a také v n&kolika dalsich oblastech) md téZ zimni ¥kola
abstrakini analyzy, kterd se jiZ po delsi dobu kond kaZzdoro¢n€. M4 jinou formu a také
mnohem méné€ oficidlni rdz neZ topologickd sympozia, a moZnd také proto vynikd svou
podnétnosti.

V obdobi 1945—1959 se obecnd topologie rozvijela v Praze, a to zcela pfevazné na
matematicko-fyzikdlni (do r. 1952 na prirodovédecké) fakulté, a rovn&z v Brng&. Praco-
valo se na problematice uzdavérovych a topologickych prostoril, navazujici na nékteré
vysledky z predvéle¢ného Cechova topologického semindfe v Brng, fesily se riizné otdzky
souvisejici s Cechovym-Stoneovym kompaktnim obalem a analogickymi ttvary. Zkou-
mala se linedrné uspofddand kontinua a rozmanitd dalsi problematika. Soustavn? byla
v né€kolika pracich studovdna problematika teorie dimenze.

Z vysledkili tohoto obdobi uvedu jen dva: konstrukce reguldrniho prostoru, na némz
neexistuji spojité funkce (krom& konstant); v&ta o rovnosti velké induktivni (Brouwero-
vy-Cechovy) dimenze a dimenze Cechovy-Lebesgueovy (kombinatorické, pokryvaci)
pro vsechny metrizovatelné prostory. — Prvni z uvedenych vysledkl se nyni uvddi ve
skoro kazdé knize o obecné topologii; viz napf. R. Engelking, General Topology,
Warszawa, 1977, oddily 2.4 a 2.7. Druhy je obsaZen napi. v knize P. S. Alexandrov,
B. A. Pasynkov, Vvedénije v teoriju razmernosti, Moskva 1973 (kap. VI, § 3).

Podat charakteristiku vyvoje obecné topologie v CSR v obdobi 1960 — 1985 je mnohem
obtizné&jsi jiZ proto, Ze pocet Eldnkil publikovanych v letech 1960 — 1985 je zhruba deset-
kradt vétsi nez pocet ¢lankid v obdobi 1945 —1959.

Tematickad Sife je v tomto obdobi — ve shodé& se svétovym vyvojem — mnohem vé&tsi
a Casto se také jde do vétsi hloubky. Souvislosti s jinymi obory matematiky (jde napt.
o Booleovy algebry, o teorii miry, o teorii kategorii — ta se ostatné pfed r. 1960 ve svété
jesté nerozvinula) jsou v tomto obdobi rozmanit&jsi a hlubsi; dd se ici, Ze aplikaci obecné
topologie je nyni mnohem vice nez dfive. Jde oviem o aplikace uvnitf¥ matematiky,
sotva vSak také n€kdo ocekdva, Ze by obecnd topologie méla — aZ snad na malé vyjim-
ky — pfimé pouZziti tfeba v technickych véddch.

Pfi této prileZitosti bych chtél Fici, Ze podle mého ndzoru vysledky takovych obort
jako napf. obecnd topologie nebo teorie kategorii nelze hodnotit jen z hlediska aplikaci,
at jiZz pfimych nebo nepfimych; mohou mit — a také ve svém souhrnu maji — zdkladni
vyznam samy o sobg jako souddst pozndni, jako souddst kultury. Dovolim si k tomu oci-
tovat né€kolik mist z ¢ldnku uvefejnéného neddvno v pfednim filozofickém Casopise
a pochdzejiciho od tak vyznamného védce, jakym je Jakov Zeldovi¢. Ve svém &ldnku
(Socialnoje obséeceloveceskoje znadenije fundamentalnoj nauki, Voprosy filosofii 1985,
6, 57—62) kritizuje J. Zeldovi€ nejd¥ive ndzor, ktery lze pon&kud pfehnané formulovat
takto: ,,véda (je minén zdkladni vyzkum) je zpusob, jak ukojovat osobni zvédavost
na stitni utraty. Pak kritizuje ten ndzor (ktery by se uZ dal do jisté miry hdjit), Ze
,,dobrd fundamentdlni véda (rovn&Z se tim mini to, éemu se u nds obvykle ¥ikd zdkladni
vyzkum) p¥ind3i praktické vysledky* a ¥ikd, Ze to je jen diléi pravda. Tvrdi pak — zde
budu citovat v origindle — toto: ,,Fundamentalnaja nauka nuZna i potomu, &to ona
udovletvorjajet duchovnyje potrebnosti celoveka. ... Znanije i ponimanije ustrojstva
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prirody takZe javljajetsja vaZnéjSej potrebnostju eloveka ... N& budém zabyvat rol
fundamentalnoj nauki v roZdéniji nauki prikladnoj, no sochranim uvaZenije i voschis-
¢enije samoj fundamentalnoj naukoj. Ona javljajetsja zamecatelnym tvorenijem &elo-
veceskogo razuma i, v svoju oCered, soverSenstvujet razum i dusu eloveka.*

Vratme se viak k obecné topologii v CSR v obdobi 1960 —1985. Hlavni celkovd
motivace préce je stejnd jako jinde ve svété; chceme védét a chdpat, jak vypadajitopolo-
gické utvary, co se v nich mlZe a nemuZe stdt, jak souviseji s jinymi matematickymi
objekty. Poznamendvdm pro zietelnost, Ze nejde zdaleka jen o topologické prostory
ve vlastnim smyslu; ty jsou jen jednim z obecnych prostfedki, v nich se realizuji a preci-
zuji intuitivni ideje spojitosti, limity atd.; jsou i jiné takové prostfedky — uniformni
prostory, proximitni prostory a etné dalsi.

Podrobny piehled toho, co se u nds v uvedeném obdobi udélalo v obecné topologii,
a souvislosti se svétovym vyvojem i s aplikacemi by vyZadoval pfili§ mnoho mista.
Vyberu proto jen n€kolik témat, jeZ maji uzlovy vyznam nebo ilustruji celkovy charakter
zkoumadni. PovSechnou informaci o dalsich smérech i o vyvoji smérl, o nichZ bude fec,
lze ziskat ze sbornikll zminénych sympozii.

Piejdu nyni k jednotlivym tematickym okruhum.

Pojem uplnosti

Rada vyznamnych vysledki se tykala pojmu tiplnosti a riiznych jeho obmén. Jak znd-
mo, topologicky prostor (piijde ted stédle o upIng& reguldrni prostory) se nazyvd &echovsky
Uplny, jestlize je typu G; v kazdém prostoru, do kterého je vnoren jako hustd podmnozi-
na; kazdy dplny metricky prostor je Cechovsky uplny. U nds pak bylo dokdzdno, Ze
¢echovsky tplné prostory lze charakterizovat existenci tzv. Uiplné posloupnosti otevie-
nych pokryti (zhruba Feteno, posloupnost %, se nazyvé \iplnd, jestlize kazdy filtr, ktery
»,projde* viemi %,, md hromadny bod) a byla poddna charakterizace Sechovsky tplnych
parakompaktnich prostorii (maji perfektni zobrazeni na \iplny metrizovatelny prostor).
Tyto a dalsi v Praze ziskané vysledky podstatné prisp€ly ke vzniku dvou duleZitych
topologickych pojmi: p-prostory, jeZ zavedl A. Archangelskij, a M-prostory, které
zavedl K. Morita.

Dalsi dileZitd pouZiti (u zahraniCnich i nasich autord) pojmu uplnosti se tykaji riz-
nych verzi pojmu analytického prostoru. Uvedu z nich jen jedno: prostor je K-analytic-
ky, pravé kdyZ md tplnou posloupnost spocetnych pokryti. O dulezitosti zobecnéného
pojmu uplnosti sv&dei také pouZiti (I. Namioka, Separate continuity and joint conti-
nuity, Pacific J. Math. 51 (1974), 515—531) jedné z jeho verzi v ndsledujici vyznamné
vété o separdtni spojitosti: mdme-li funkci separdtné spojitou na soucinu X x K,
kde K je kompaktni a X je v pFislusném smyslu uplny, pak funkce je spojitd (v obou
proménnych zdroveil) ve viech bodech jisté mnoZiny G x K, kde G je hustd mnoZina
typu G,;. Tato véta souvisi téZ s teorii her, tim se v§ak zde nemiZeme zabyvat.
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Totdlné nesouvislé kompaktni prostory a Booleovy algebry

To, Ze mezi totdIn& nesouvislymi (to znamend, Ze kaZzdy bod méd libovoln& mald okoli,
jeZ jsou zdroveti oteviend i uzaviend) kompaktnimi prostory a Booleovymi algebrami
je ptirozend dualita, je nyni obecn& zndmo; svého &asu to viak byl velky objev (M. H.
Stone, 1936). Booleovy algebry byly odeddvna tzce spjaty s matematickou logikou;
pozdgji (v Sedesdtych letech) se ukdzalo, Ze tyto vztahy jsou znacné hluboké a dileZité.
Tyto okolnosti ¢ini nepochybnym vyznam zkoumani kompaktnich totdIné€ nesouvislych
prostori; tomuto studiu je také skutecné ve svét€ v€novdna velkd pozornost.

U nds se po vélce Booleovy algebry nejdfive zkoumaly (aspoii pokud jde o souvislosti
s topologii) jen epizodicky; §lo o existenci tzv. strnulych Booleovych algeber (tj. t&ch,
které nemaji netrividlni automorfismy; v silné&j§i verzi: t&ch, které nemaji netrividlni
surjektivni endomorﬁsmy). Soustavnd prdce zacala mnohem pozdé&ji, kolem r. 1971,
a to v Praze. Ziskala se pak fada hlubokych a dilezitych vysledkt, které znamenaji
podstatny podil na svétovém vyvoji. Uvedu jen dva a formuluji je pro Booleovy algebry.
Byl uddn prvni pfiklad strnulé plné Booleovy algebry a bylo dokdzdno, Ze kazdd
Booleova algebra se dd upln€ vnofit do tplné strnulé. Na druhé stran€ bylo zjiiténo,
Ze Zadna uplnd Booleova algebra neni strnuld ve zminéném siln€j§im smyslu. — Podstat-
nd Cast Ceskoslovenskych vysledki tykajici se Booleovych algeber je shrnuta ve stati
Disjoint refinement, kterou napsal B. Balcar a P. Simon pro chystanou publikaci
Handbook of Boolean Algebras, kterda ma vyjit v nakladatelstvi North Holland.

Protipélem strnulosti je homogenita: utvar (mnoZina opatiend strukturou) je homo-
genni, jestliZe je moZné — az na trividlni vyjimky — pfevést automorfismem libovolny
prvek x v libovolny prvek y. Ukazuje se, Ze za urcitych pfedpokladii Zddny netrividlni
uzavieny podprostor extremdIn& nesouvislého kompaktniho prostoru (tyto prostory
odpovidaji uplnym Booleovym algebrdm) neni homogenni. Prvni podany diikaz vyuZivd
teorie typt ultrafiltrdl, jeZ byla v podstatné ¢dsti vytvofena rovnéz u nds. — Informace,
byf jen dil¢i, o téchto vysledcich je obsaZena napf. v § 16 knihy W. W. Comfort,
S. Negrepontis, The Theory of Ultrafilters, Springer, 1974 a v ¢lanku W. W. Comfort,
Some recent applications of ultrafilters to topology, sbornik IV. praZzského topologic-
kého sympozia, €dst A, str. 34 —42.

Uvedu jest& jeden zcela neddvny vyznamny vysledek (P. Simon, 1984; nebylo je3t&
publikovdno) souvisejici s Booleovymi algebrami, jenZ se dé formulovat bez zavedeni
specidlnich pojmii: Cechiiv-Stonetiv obal spo&etného diskrétniho prostoru md kompaktni
separabilni podprostor, jenzZ neni jeho retraktem.

Analytické prostory

Jednim z téch topologickych pojmil, které maji ,,uzlovy* charakter, je pojem analy-
tického (Suslinova) prostoru. ,,Uzlovy* je vtom smyslu, Ze se d4 charakterizovat néko-
lika zcela rozdilnymi zpisoby, a také v tom smyslu, Ze zasahuje do rozmanitych disciplin.
V klasickém ptipad€ separabilnich metrickych prostori lze analyticky prostor definovat
jako spojity obraz uplného prostoru anebo jako vysledek Suslinovy mnoZinové operace
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pouzité na kompaktni mnoZiny. Poznamenejme, Ze v klasickém pfipadé borelovské
mnoZziny jsou analytické, ale analytické mnoZiny nemusi byt borelovské a komplement
analytické mnoZiny nemusi byt analyticky; jestliZe je analytickym, pak jiZ ptvodni
mnoZina i dopln€k jsou borelovské. Mdme zde podivuhodnou analogii, kterd jesté neni
plné osvétlena, se situaci u rekurzivnich a rekurzivné spo¢etnych mnoZin.

Vyznam klasickych analytickych prostorti i konkrétni potfeby n&kterych disciplin
vedly k zobectiovdni. Prvni vyznamné soustavné vysledky vznikly ve Francii kolem r.
1953. V r. 1961 se tato problematika zacala zkoumat u nds a stdle se v tom pokracuje.
Intenzivné se pracuje také jinde, Ceskoslovensky (konkrétnéji, prazsky) p¥inos je vSak
velmi podstatny; to je patrné napf. z toho, Ze né€které vysledky (spiSe z po&dte€niho ob-
dobi tohoto vyzkumu) jsou jiz v encyklopedii — viz Matematiceskaja enciklopedija,
sv. 1—5, Moskva 1977—198S; sv. 1, stat Analiticeskoje mnoZestvo.

Pro nedostatek mista neni mozné zde uvddét jednotlivé vysledky. Proto jen popisi
vyznam jedné véty z r. 1970. Necht zobrazeni ¢ : P — S je méFitelné v tom smyslu, 7e
je-lifunkce f na S taireovskd, pak také f - ¢ je baireovskd. Obecn& pak z toho, Ze f - ¢ je
baireovskd, neplyne, Ze by f byla baireovskd na ¢(P), a prostor ¢(P) miZe mit ,,08klivé*
vlastnosti. To je jistd neptijemnost; jeji dosah je patrny, jestlize si uvédomime, Ze potize
tohoto typu jsou v teorii pravdépodobnosti tak podstatné, Ze se vdZné uvaZuje (to je
také ve zminéné encyklopedii — viz napf. sv. 4, stat Raspredélenije verojatnostéj)
o revizi jejich zdkladt v tom smyslu, Ze by se za pravdépodobnostni miry povazovaly
jen ty normované miry, které spliiuji jisté dalsi pozadavky. Zminénd véta prdvé fikd,
Ze je-li P analyticky a S metrizovatelny, pak se zmin&né potiZe nevyskytuji a ¢(P) je
analyticky.

Uniformni prostory

V teorii uniformnich prostorii se u nds intenzivné pracovalo v Praze (v MU CSAV
i na MFF UK) zhruba od r. 1972 (jednotlivé prdce se vyskytly i dfive). Slo o rozmanité
a pomérné slozité otdzky, proto popisi jen nékteré vysledky, zejména pokud se daji
pomérné snadno osvétlit, a jinak jen naznaCim nékteré hlavni sméry prdce. — Celkovd
informace, byt nutné netplnd, o téchto smérech se dd najit napf. v pfehlednych ¢ldncich
Z. Frolik, Recent development of theory of uniform spaces (¢dst A sborniku IV. praz-
ského topologického sympozia, str. 98—108) a Z. Frolik, M. HusSek, J. Pelant, V. R6dl,
J. Vilimovsky, Uniform spaces (selected topics), sbornik V. prazského topologického
sympozia, str. 206 —214.

V prvni poloving€ sedmdesdtych let byly u nds ziskdny dutleZité vysledky tykajici se
obecnych otdzek struktury uniformnich prostorii. Jak zndmo, uniformni prostor lze
popsat tak, Ze se udd jeho bdze (pfesngji uniformni bdze pokryti), tj. soustava pokryti,
spliiujici jisté podminky; uniformni pokryti jsou pak ta, kterd jsou zjemiovdna nékterym
pokrytim z této soustavy. Uniformni prostor md oviem mnoho bdzi; naskytd se obecnd
otdzka, zda, popf. kdy lze bdzi utvofit z pokryti, kterd maji v jistém smyslu ,,dobré
vlastnosti‘ (to se oviem musi speciﬁkovat). V uvahu pfipadaji zejména vlastnosti
kombinatorické povahy, mezi nimi napf. bodové kone&nost (soustava mnoZin je bodové
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konetnd, jestlize kaZdd nekonetnd podsoustava md prazdny prinik). V souvislosti s tim,
Ze metrizovatelny prostor md libovolné jemnd lokdlné koneénd pokryti, je na prvni po-
hled plauzibilni ta domnénka, Ze uniformni prostor md vzdy bdzi z bodové konecnych
pokryti. Tato domnénka byla v Praze vyvrdcena a zdroveii byla nalezena podminka,
kterd je nutnd a stadi k tomu, aby prostor takovou bdzi mé&l (pfesnd formulace podminky
je uvedena ve druhém z citovanych ptehlednych &ldnki).

Zastavil jsem se u tohoto vysledku pomérné dlouho proto, Ze se jeho obsah d4 pomér-
né snadno vyloZit a Ze povaha kladené otazky je dosti typickd pro ur€ity styl vyzkumu
v topologii, jakoZ i proto, Ze se jeho dikaz opird o obtizné tivahy kombinatorické
povahy.

Uvedu ted dalsi ponékud podobny problém, ktery pfitom pfimo souvisi s funkciondlni
analyzou a s teorii miry. Mdme-li uniformni prostor X, pak rozkladem jednotky na X
nazyvdme soubor (f, : a € A) stejnom&rn& spojitych nezdpornych funkci na X takovy,
Ze XZf, = 1; navic budeme pozadovat, aby zobrazeni x — (f,(x) : a € A) do prostoru
lw(A) bylo stejnomérné spojité. Pomérn€ brzy se zjistilo, Ze pokryti vytvofend pomoci
rozkladt jednotky tvofi vZdy bdzi uniformniho prostoru (minim ted pokryti, kterd se
dostanou tak, Ze se vezme rozklad jednotky ( fa) a pro kazdé a se vezme mnoZina bodii,
v nichZ je f, kladné). Vznikla pak otdzka po zostfeni: dd se poZadovat, aby zobrazeni
x > (fi(x) : a € A) bylo stejnom&rng spojité vzhledem k I,-normé, kde 1 < p < 0?
Pro p > 1 vyjde pom&rn& snadno kladnd odpovéd (pro libovolny uniformni prostor X).
Proto ponékud prekvapil ndsledujici vysledek, nalezeny rovnéZ v Praze: je velmi mnoho
prostorfi, u nichZ rozklady (f,) takové, Ze x> (f,(x) : a € A) je stejnom&rn& spojité
v Il;-normé, nestaci k vytvofeni bdze uniformity; mezi takové prostory patii napf.
v§echny normované linedrni prostory nekonetné dimenze. Vysledek souvisi s teorii
uniformnich mér, o nichZ je§té bude fe¢. Dikaz je obtiZzny a vyuZzivd dosti jemnych vét,
zejména z teorie Banachovych prostorii. — Viz druhy z citovanych pfehlednych ¢ldnki.

Jest€ jeden vysledek uvedu pon&kud podrobngji. Jiz ddvno (bylo to v podstaté jiz
uR. Bairea) je zndmo toto: jestliZe f a g jsou redlné funkce na metrickém prostoru, f > g,
f je zdola polospojitd, g je shora polospojitd, pak mezi né lze vloZit spojitou funkci ¢
(,»mezi n&* zde znamend f = ¢ = g); tvrzeni plati téZ s ostrou nerovnosti misto neostré.
Toto tvrzeni bylo riizné zobeciiovédno. Pom&rné& nedévno (1978) bylo pak v Praze poddno
feSeni obdobného problému pro uniformni prostory, pfi¢emz dosavadni vysledky pro
topologické prostory se dostanou jako koroldry. Dikazy maji v jistém smyslu kombi-
natoricky rdz. — Viz D. Preiss, J. Vilimovsky, In-between theorems in uniform spaces,
Trans. Amer. Math. Soc. 261 (1980), 483 —501.

Radu dal3ich tematickych okruhi ptejdu ted jen zminkou; musim to uéinit proto, Ze
u nich by byl vyklad vysledki pfili§ dlouhy. Velmi mnoho se vykonalo v problematice
kategoridlniho stylu (reflexe, koreflexe, riizné druhy tzv. jemnych uniformit), v otdzkdch
prendSeni, vé€t§inou naprosto mnetrividlniho, pojmii a vysledkli teorie topologickych
prostort do teorie prostori uniformnich apod.

Na zdvér vykladu o uniformnich prostorech uvedu jes§t€ stru¢né teorii uniformnich
mér, vybudovanou v Praze. Mirou se v tom, co ted budu popisovat, rozumi linedrni
funkciondl na jistém prostoru funkci definovanych na daném prostoru; na funkciondl
se ov§em kladou urcité pozadavky. Piechod od takto pojaté miry k mife jako aditivni,
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popi. spocetné aditivni mnoZinové funkci neni automaticky, ale v fadé p¥ipadid se dd
hladce provést. Konkrétnéji, jde nyni o pfipad, kdy se zabyvdme uniformnimi prosto-
ry X; vezmeme Banachtiv prostor omezenych stejnomérné spojitych funkci na X a jeho
dudl; tento dudl opatfime vhodnou topologii, kterou zde nebudu popisovat. Nazveme
nyni uniformni mirou na X kaZdy prvek zminéného dudlu, ktery lze libovoln& dobfe
aproximovat pomoci kone&nych linedrnich kombinaci evaluaci (evaluaci minim funkcio-
ndl, ktery funkci pfifazuje jeji hodnotu v pevné zvoleném bodé). Ukazuje se, Ze prostor
uniformnich mér na X je — ve smyslu, ktery je v zdsadé nasnadé€, musi se v8ak preci-
zovat — Uplnym volnym obalem daného uniformniho prostoru X. Setkdvaji se zde tedy,
jak je patrné, dvé myslenky: idea volného obalu, popf. volného utvaru, kterd md pivod
hlavné v algebre, jejiz uplatnéni je v§ak mnohem §ir§i, a idea aproximace pomoci prvki
finitni povahy (konkrétn&ji: aproximace integrdlu spojité funkce vhodnou konenou
linedrni kombinaci funkénich hodnot). Zikladni myslenky jsou tedy vlastné jednoduché.
To, Ze vzniklé pojmy opravdu funguji, je pozoruhodny fakt; potfebny aparadt neni viibec
jednoduchy a vstupuji do n& mimo jiné pojmy (metricky jemnd uniformita), které
v jistém smyslu patfi do kategoridlni topologie. Na uvedeném zdkladé€ se pak rozviji
hlubokd teorie; jeden z problémil je, velmi zhruba Feceno, tento: kdy se dd od uniformni
miry ptejit ke spocetné aditivni mife (v b&Zném smyslu). Ukazuje se, Ze pro metrizovatel-
né X to jde pravé tehdy, kdyz prostor X je uplny. — Viz Z. Frolik, Mesures uniformes,
C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A—B 277 (1973), A 105— A 108; Représentation de Riesz
des mesures uniformes, ibid. A 163—166. Doddvdm, Ze recenze v Math. Reviews
(MR 48: 2336, 2337) ddvd velmi struény, ale pom&rné vystiZzny prehled pfistupt a vy-
sledkii.

Nekteré dalii struktury

V poslednich desitiletich byly u nds zkoumdny rozmanité topologické struktury
(poutzivé se téZ ndzvu,,struktury spojitosti*) jiné, neZ jsou uzdvérové struktury, topologie,
uniformity, proximity. Nékteré z nich se vyskytly jen epizodicky, a proto nebudu o nich
mluvit. Jen zminkou uvedu ,,bezbodovou topologii*, protoZe se u nds na této problema-
tice zaCalo pracovat docela neddvno; poznamendm jen to, Ze ziskané vysledky jiZ vzbu-
dily jistou pozornost v zahrani¢i. Trochu podrobnéji se zminim o prostorech uréenych
zaddnim konvergentnich posloupnosti neboli L-prostorech; pfipojim pak n€kolik slov
o jedné dalsi struktufe.

Pojem L-prostoru je asi jet& star$i neZ pojem topologického prostoru (resp. jeho
piesnd formulace); datuje se od r. 1906, dlouho vSak nebyl detailn& zkoumdn. U nds
vznikly prvni prdce o L-prostorech je§té pfed vdlkou. Soustavné pracujici skupina, byt
mald, zacala v8ak vznikat aZ zhruba v poloviné sedmdesdtych let v Praze (v MU CSAV);
podstatny pfinos pfichdzi nyni téZ ze Slovenska a pfitom leckdy ve spoleénych pracich;
v pfipadé L-prostori se proto nutn€ musi mluvit o vysledcich z obou ndrodnich republik.

Vysledky ziskané v teorii L-prostorii 1ze celkové charakterizovat takto: mezi t€mito
prostory a prostory topologickymi (popt. uzdvérovymi) je fada analogii; n&které z nich
jsou podstatné, jiné jsou jen zddnlivé, nebof po pfisluiné strdnce je situace v obou
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kategoriich podstatné odli$nd. Vyjasnéni téchto otdzek bylo jiZ do zna¢né miry uskutec-
néno a Ceskoslovensky podil na tom je znaény.

Ackoli jinak zde neprobirdm algebraické struktury opatfené topologii apod., je tfeba
dodat, Ze diileZitou oblasti s mnoha otevienymi problémy je napf. teorie grup opatienych
strukturou L-prostoru. Také v této problematice se u nds Uspés$né pracuje.

Piehled nékterych hlavnich vysledki v teorii L-prostorti je obsaZen v téchto ¢ldncich:
J. Novdk, On some problems concerning convergence spaces and groups (ve sborniku
konference v Kanpuru, 1968, vydaném v Praze, Academia 1971; str. 219—229) a R. Fric,
V. Koutnik, Sequential convergence since Kanpur conference (sbornik V. praZského
topologického sympozia, str. 193—205).

Pro tuplnost feknu jesté nékolik slov o zcela jiné kategorii, totiZ o merotopickych
prostorech. Daji se ziskat napf. precizaci intuitivniho pojmu soustavy obsahujici libo-
voln& malé mnoZiny; zahrnuji jako specidlni p¥ipad (podkategorii) topologické a uni-
formni prostory, jakoZ i L-prostory. Praci o téchto prostorech u nds bylo pomérné madlo,
mély viak jistou odezvu v zahraniti. — N&které vysledky (i s pFislusnymi odkazy) jsou
uvedeny v tomto pfehledném Cldnku: H. Herrlich, Categorical topology 1971 —1981
(sbornik V. praZského topologického sympozia, str. 279 —383).

Na zdvér této &dsti uvedu dva struéné dopliiky. Topologie nyni uzce souvisi s teorii
mnoZin: n&kterd tvrzeni plati jen za urgitych mnoZinovych pfedpokladi (nejzndmé&jsim
z takovych pfedpokladii je hypotéza kontinua); n&kterd topologickd tvrzeni jsou pfimo
ekvivalentni s jistymi mnoZinovymi pfedpoklady. N&ékdy se pouze dokazuje, Ze jisté
tvrzeni je slucitelné s obvyklou axiomatickou teorii mnoZin, popf. Ze je na ni nezdvislé.
Stdvd se také, Ze se pii zkoumdni topologickych objektli zavedou zcela urcité kardindly,
o nichZ v8ak neni moZné rozhodnout, zda jsou stejné &i nikoliv; n€kdy se zase podafi
dokdzat v béZné teorii mnoZin, Ze jsou si rovny. Vysledky bezprostfedné souvisici s teorii
mnoZin né€kterym z uvedenych a podobnych zpisobl se oviem nezfidka vyskytovaly
také v nasSich topologickych pracich.

Druhy dopln€k se tykd teorie tzv. fuzzy mnoZin, jejichZ zafazeni v matematice se
jest& neustdlilo. V této teorii je zakladnim pojmem stupeii ndleZeni (prvku do mnoZiny).
Jestlize tento stupeii md jen hodnoty O a 1, dostdivime obvyklé mnoZiny. Jinak, napf.
ptipousti-li se jako stupeii ndleZeni téZ kaZzdé Cislo mezi 0 a 1, dostdvdme podstatné od-
lisny pojem. V teorii fuzzy mnoZin se u nds (v Praze) po jistou dobu pracovalo dosti
intenzivné a dosdhlo se cennych vysledkd. — U fuzzy mnoZin neni snadné udat plné
vyhovujici odkaz. Uvedu nejnovéj§i soubornou publikaci: Aspects of Vagueness, jeZ
vysla v r. 1984 v nakladatelstvi D. Reidel jako sv. 39 série Theory and Decision Library;
obsahuje téz nékteré praZské vysledky.

II. Teorie kategorii

Teorie kategorii je mladd disciplina, o hodné mlad$i neZ obecnd topologie. D4 se Fici,
Ze plnoletosti dospéla vr. 1968 — v tom smyslu, Ze tehdy dostala v Mathematical Reviews
svou vlastni velkou rubriku (18. Category theory, homological algebra). U nds se prvni
prdce z teorie kategorii objevila v r. 1963. Uréitou ulohu v tom méla série pfedndiek
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o kategoriich, kterou mél v Praze zndmy algebraik prof. A. G. Kuro3 (jiZ zesnuly).
Jinak v3ak je Ceskoslovenskou specialitou, Ze teorie kategorii se u nds od samého zacdtku
rozvijela v dosti uzkém vztahu k obecnym matematickym strukturdm, zejména k tzv.
strukturdm spojitosti. Nyni se rozviji v Praze i v Brn&; v Praze zejména na MFF UK,
velmi podstatny je viak také pfinos jednotlivych pracovniktt z CVUT. To, na &em se pra-
cuje u nds, pokryvd oviem jen n€které ¢dsti celé teorie kategorii, v té&chto &dstech jde viak
namnoze o podstatny pfispévek ke svétovému vyvoji.

U teorie kategorii vyteru jen nékolik médlo témat. Ponékud podrobnéji budu mluvit
o vnofovani, dosti struéné o kategoridlni teorii automatl; pak budu mluvit o otdzkdch,
které by se daly probirat také v ramci topologie, totiZ o kategoridlni topologii a o specidl-
nim, ale velmi zajimavém tematickém okruhu, totiZ o izv. souéinovych reprezentacich.

Pouze zminku mohu vé€novat vyznamné prédci konané v Brné. Svym zaméfenim se
dosti li§i od prazskych sméri; jen pro orientaci uvedu, Z¢ souvisi mj. napf. s teorii modeld
a s infinitdrnimi jazyky.

Radu dalsich témat musim piejit bez zminky; chci jen zdtraznit, e prdce v teorii
kategorii md u nds vyznamné souvislosti nejen s topologii a kombinatorikou, ale i s riz-
nymi jinymi blizkymi i zddnlivé vzddlenéj§imi obory — s univerzdlni algebrou, se §ir§imi
zdklady informatiky aj.

Vnofovani

Vnoftovaci véty se vyskytuji, jak zndmo, ve vSech abstraktnéjSich oborech matematiky.
V algebfe jsou leckdy trividlni (pfiklad: kazdou grupu lze vnofit do grupy permutaci
dostate¢n& velké mnoZiny); obtizné a hlubsi jsou tam spiSe véty o izomorfismu (ve smyslu
patrném z nasledujiciho pfikladu: kazda grupa je izomorfni s grupou viech automorfismit
vhodného topologického prostoru). V piipadé kategorii je jiZ problematika vnofovdni
dosti obtiznd. Dosdhlo se v ni u nds vysledki, které vyznamné& pfispély ke svétovému
vyvoji; jejich znadnd &dst byla shrnuta (samoziejmé spolu s poznatky ziskanymi v jinych
zemich) v této monografii: A. Pultr, V. Trnkovd, Combinatorial, algebraic and topo-
logical representation of groups, semigroups and categories, North-Holland, 1980.

Uvedu ted jako ukdzku n€které jednotlivé vysledky.

KaZdou malou kategorii (,,malé“ znamend, Ze tfida objektl je mnoiina) lze uplné
vnofit do kategorie univerzdlnich algeber s jednou bindrni operaci (anebo: s dvéma
undrnimi operacemi). Kazdou kategorii, kterd se dd vnofit do kategorie mnoZin, lze
tiplné vnofit do kategorie parakompaktnich prostort (pfipomindm, Ze iplnost vnofeni f
zde znamend toto: pro libovolné objekty x, y se mnoZina viech morfismii z objektu x
do objektu y zobrazuje na celou mnoZzinu morfismt z f(x) do f(y)). Za jistého mnozi-
nového ptedpokladu (dostaten& velké kardindly uZz nemohou byt méfitelné) lze misio
parakompaktnich vzit metrizovatelné anebo kompaktni Hausdorffovy prostory. — Pro
zajimavost uvedu jesté obdobny vysledek, ktery se tykd reguldrnich prostorti bez spoji-
tych funkci (kromé& konstant). To, Ze existuji netrividlni prostory tohoto druhu, byl jeden
z vyznaénych vysledki ziskanych u nds v obdobi 1945 —1959, jak jiZ o tom byla zminka.
Ukazuje se, Ze tfida zmin&nych prostort se po vhodné tpravé (musime se zbavit kon-
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stantnich zobrazeni) stdvd ,,univerzdlni* kategorii. Z toho pak ihned plyne napf.
existence vlastni t¥idy navzdjem ,,neporovnatelnych* (v jistém silném smyslu) reguldr-
nich prostorit bez nekonstantnich spojitych funkci. Za zminéného mnoZinového pfed-
pokladu mdme také obdobné tvrzeni o existenci vlastni tfidy navzdjem neporovnatelnych
kompaktnich Hausdorffovych prostori.

Mluvil jsem ted pouze o vnofovani do kategorif objektid topologické povahy. Je také
fada neméné pozoruhodnych vysledkii tykajicich se vnofovdni do jinych konkrétn&
specifikovanych kategorii algebraické a kombinatorické povahy; nebudu je probirat
a odkazuji na zminénou monografii.

MiizZe se naskytnout otdzka, v ¢em je vlastn€ — z §ir§iho hlediska — vyznam uvede-
nych vnofovacich vét. Pfesto, Ze mohou mit aplikace v riiznych oblastech matematiky,
domnivdm se, 7e maji pfedevi§im obecny pozndvaci vyznam. Resi totiz v dileZitych
specidlnich pfipadech obecny problém zdsadni dtleZitosti, totiZ otdzku, do jaké miry
a jak se daji velmi abstraktni systémy (leckdo by ¥ekl ,,volné vytvory lidského ducha“)
realizovat pomoci konkrétngj§ich objekti, jeZ jsou mnohem vice, tfebaZe ne bezprostied-
né, spjaty se zkoumdnim konkrétni reality.

Automaty

Pojem sekvenéniho stroje (&ili automatu) v kategorii zavedli v r. 1975 M. A. Arbib
a E. G. Manes. Na prdci téchto autord navdzala velmi brzy praZzskd skupina a podstat-
nym zpusobem rozvinula a prohloubila jejich koncepci. Kdyby se m&lo popsat aspoii
trochu pfesné, o co vlastné€ jde, bylo by nutné zavést fadu pomocnych pojmi. Omezim
se proto jen na struény ndznak. Automat v b&€Zném nejjednodussim smyslu lze popsat,
odhlédneme-li ted pro jednoduchost od vystupi, ndsledujicim zpiisobem. Je ddna mnoZi-
na ¥ moZnych vstupli, mnoZina Q vnitfnich stavil a zobrazenid : Q x X — Q (pravidlo
pfechodu). Je-li automat na zaldtku ve stavu g, a ptijde vstup oo, pak dal3i stav je
d(qo, 0); je-li dalsi vstup o,, pak ptejde do stavu d(qy, 61) = d(d(go, 00), 01) atd.
Vsimnéme si nyni, Ze zobrazeni Q — Q x X ddvd mnoZinovy funktor (mnoZinovy funk-
tor je definovédn tim, Ze pfevadi mnoZiny v mnoZiny a zobrazeni v zobrazeni, pfiCemz
jsou splnény jisté pfirozené pozadavky; pfiklad mnoZinového funktoru: X — X x X,
frf x f). Zavedme tedy (zase odhlizime pro jednoduchost od vystupi) ,,sekvenéni
stroje typu F* (kde F je mnoZinovy funktor) takto: stroj typu F je ddn dvojici (Q, d),
kde Q je mnoZina, d je zobrazeni mnoziny FQ do Q. Jak je patrné, je-li F funktor
Q— Q x X, X pevné, dostdvime obylejné automaty. V obecném pfipadé vSak neni
na prvni pohled jasné ani to, co vlastné mdame chdpat jako chovdni automatu apod.
Pongkud prekvapivé se viak ukazuje, Ze pojem ,,stroje typu F* funguje velmi dobfe
a ddvd p€knou, zajimavou a podnétnou teorii, v niZ, jak jsem jiZ fekl, byly prdvé u nds
ziskdny podstatné vysledky. Zda tato teorie md aplikace, neni ov§em jasné; jednou je
asi bude mit, tfebaZze mozZnd jen zprostfedkovan€. — Dosti podrobnou informaci
o problematice automatli v kategoriich Ize ziskat v této prdci: J. Addmek, V. Trnkov4,
Varietors and machines in a category, Algebra Universalis 13 (1981), 89 ~132.
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Kategoridlni topologie a vytvafeni struktur

U této tematiky se nebudu snaZit o uvedeni konkrétnich vysledk?, ale spise o osvétleni
celkové povahy tohoto tiseku.

Kategoridlni topologii zde budeme chdpat (jsou moZnd i odlind vymezeni) jako zkou-
mani topologickych kategorii, jejich vlastnosti a vzdjemnych vztahi. Mélo by se oviem
Fici, co je topologickd kategorie; to viak Ize uginit nejdfive vy&tem (topologické prostory,
uniformni prostory atd.) a pak tfeba n€jakym prozatimnim zptisobem. Jde zde o abstrak-
ci vyssiho stupng: kdysi se zkoumaly jednotlivé prostory, pak napf.souhrn (kategorie)
viech topologickych prostori, a v kategoridlni topologii takovy souhrn vystupuje jako
jeden z neomezené mnoha pfedmétl zkoumdni.

Kategoridlni topologie je na pomezi obecné topologie a tcorie kategorii. Co se v ni
zkoumad, osvétlim pfikladem jedné duleZité vlastnosti: kategorie je kartézsky uzaviend,
jestliZe p¥i prirozeném zavedeni mocnin (coZ zhruba fedeno odpovidd prostoriim spoji-
zych zobrazeni) jsou splnény n&které zdkladni poZadavky jako napt. A®*¢ = (4°)C.
Ptdme se: které topologické kategorie jsou kartézsky uzaviené? Jiny priklad: jiz E. Cech
zkoumal n&které konkrétni modifikace prostord (nejb&Zn&jsi je modifikace, kterd uzd-
vérovému prostoru pfifazuje pkislusny topologicky prostor); pozd&ji se zkoumaly
éetné jiné modifikace, napf. ta, kterd pfifazuje uniformnimu prostoru totdlné omezeny
uniformni prostor (jenZ vznikne tak, Ze bereme v Gvahu jen konend uniformni pokryti).
Pojem modifikace se vSak dd precizovat a zahrnout do rdmce kategoridlnich pojmu;
stavd se pak pfedmétem zkoumadni v kategoridlni topologii.

Ceskoslovenské vysledky tykajici se kategoridlni topologie vznikaly v Praze (pfevdzné
na MFF UK) a pozdé&ji téZ v Brng. Bez dlouhého tiivodu neni moZné uvést ukdzky, a proto
se zminim konkrétnéji jen o jednom tseku, ktery se u nds zkoumal jiZ od pocatku Sedesd-
tych let.

Jde o problematiku zplsobu a ,,mechanismi‘‘ vytvdfeni struktur topologické i jiné
povahy, zejména o zavddéni typt struktur pomoci mnoZinovych funktori. Toto zavddéni
osvétlim na relativné elementdrnim pifikladé. Vezmeme za vychodisko tuto strukturu:
struktura (Fikejme ji na chvili E-struktura) na mnoZin&€ X je prost& jisty filtr na X.
Nechf nyni S je mnoZinovy funktor (tj. S pfevddi mnoZinu v mnoZinu, zobrazeni v zobra-
zeni, pfidemZ jsou splnény jisté pfirozené poZadavky). Potom (pfi zmin&né volb& vycho-
tiho typu struktur) je struktura typu S na X prosté E-struktura na S(X), tj. filtr na S(X).
Je-li napf. S funktor, ktery pievadi Q v Q x Q, pak QO-struktura na X je prosté filtr
na X x X; priddme-li zndmé potfebné pozadavky, mdme uniformni prostory. Zpuso-
bem, ktery jsem ted naznadil, lze dostat napf. tyto typy prostorii: uzdvérové prostory,
uniformni prostory, Csaszdrovy syntopogenni prostory atd.

Pro fadu dalsich ¢eskych praci tykajicich se kategoridlni topologie je charakteristické
to, Ze vysledky relevantni pro tento obor vznikaly v nich Casto pfi prédci na obvyklé hladi-
né, tj. v ramci konkrétné specifikovanych kategorii.
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Rada nagich vysledkt v kategoridlni topologii je uvedena ve zminéném piehledném
¢lanku H. Herrlicha (sbornik V. prazského topologického sympozia). Poznamendvam,
Ze ¢ldnek obsahuje velmi rozsdhlou bibliografii, zhruba za obdobi 1971 —1981; Ceské prd-
ce v ni tvofi vice neZ 10 procent.

Soucinové reprezentace

Jde vlastné o pomérné specidlni topologickou tematiku. Je vSak velmi zajimavd
a zplisobem kladeni otdzek (,,co vSechno se miize stdt?*) je dosti typickd pro nékteré
useky abstraktnéjich obtort matematiky. Ke kategoriim pficlefiuji tuto tematiku proto,
Ze kladené otdzky se snadno prendseji do kazdé kategorie (pokud v ni Ize zavést kartézské
soutiny) a také proto, Ze pfi ditkazech pfisluinych v&t se pouZivalo obecnych kategoridl-
nich ideji.

Jednu z nejjednodussich otdzek patficich do tohoto okruhu lze uvést takto: Je-li X
Cantorovo diskontinuum, pak X je homeomorfni s kazdym X"; je-li X jednotkovy in-
terval, pak X™ a X", kde m % n, nejsou nikdy homeomorfni. Ptdme se, zda miZe nastat
n&jakd jind situace. — Poznamendvdm, Ze jsou ruzné jiné pon€kud podobné otdzky,
napf. zda se miiZe stdt, Ze X neni homeomorfni s Y, ale X? a Y? jsou navzdjem homeo-
morfni (tento problém poloZil S. Ulam pfibliZn& pfed 50lety, kladnd odpov&d se objevila
brzy po vdlce, kladnd odpovéd ve tfidé uzavienych podprostortt Cantorova diskontinua
aZ o &tvrt stoleti pozdgji).

U nds se na této problematice pracovalo intenzivné a uspé$né zhruba od zaldtku
sedmdesatych let; podotykdm, Ze také v zahrani¢i ji byla (v pfipadé& topologickych pro-
stord i jinych struktur) vénovdna pomé&rné znatnd pozornost. Prvnim ddleZitym praz-
skym vysledkem byla konstrukce lokdlné kompaktniho metrického prostoru X, jenZ
neni homeomorfni s X?, ale je homeomorfni s X>. Problém se pak zobecnil takto:
Vezmeme tfidu viech typt (vzhledem k homeomorﬁsmu) topologickych prostord urci-
tého druhu a opatfime ji operaci odpovidajici kartézskému soudinu. Ptdme se, které
komutativni pologrupy lze do ni vnofit. Odpovéd, ziskand u nds, je ta, Ze lze vnofit
kazdou komutativni pologrupu (jde oviem stdle o pologrupy na mnoZing, nikoli na
vlastni tfidé), a to i v pfipadé¢, Ze se omezime na uplné metrické prostory. V piipadé
absolutné torelovskych separabilnich prostort se dd takto vnofit kazdd spocetnd komu-
tativni pologrupa, ale také aditivni grupa redlnych &isel. V pfipadé kompaktnich metri-
zovatelnych prostorti nulové dimenze se viak nedd vnofit Zddnd netrividlni pologrupa;
v pfipadé kompaktnich metrizovatelnych prostorti se daji vnofit pologrupy o jednom
generdtoru, pro sloZitéj§i pologrupy viak je problém otevieny. S uvedenymi vysledky
souvisi fada jinych poznatkl a problému; neni v3ak jiZ mozné se jimi zde zabyvat. —
Pro podrobnéjsi informaci o né€kterych podstatnych vysledcich odkazujeme na ¢ldnek:
V. Trnkovd, Representations of commutative semigroups by products of topological
spaces (sbornik V. praZského topologického sympozia, str. 631 —641).
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111. Kombinatorika

Jak zndmo, kombinatorika se po riznych strankdch znaéné li§i od oblasti, o kterych
byla dosud fe€. Nedd se — aspori v nynéj§i dob&é — pojmout jako zkoumdni struktur
piesn€ vymezenych typt, tfebaZe n€které jeji vyznamné souddsti jiZ tento charakter maji
a jiné ho moZnd brzy budou mit; je sjednocovdna hlavn& urlitym stylem uvaZovdni
aintuice. S tim souvisi také ta okolnost, Ze neni iplnd shoda v tom, co do kombinatoriky
patii a co jiZ ne. Kombinatorika ndleZi mezi ty oblasti matematiky, jejichZ vyvoj byl
zna¢né ovlivnén konkrétnimi tlohami, asto aplika¢niho rdzu. Kombinatorika p¥itom
zasahuje fakticky skoro do vSech oblasti matematiky (Ze je tomu tak u topologie a kate-
gorii, bylo jiZ pongkud naznadeno).

Kombinatorika jako oblast matematiky vznikla jiZ velmi ddvno. Jeji opravdu inten-
zivni vyvoj ve svétovém méefitku vSak nastdvd aZ asi 10—15 let po druhé svétové vilce;
kolem r. 1960 nabyvd pevné podoby jedna z prvnich ucelenych a zdroveii aplikaén& vy-
znamnych teorii v rdmci kombinatoriky, totiZ teorie toki v sitich; pFiblizné v téZe dobé
se také objevuji prvni moderni knihy (z&sti ivodni povahy) z oblasti kombinatoriky
véetné grafi.

Vyvoj kombinatoriky u nds je celkem ve shod€ s pribéhem svétového vyvoje. AZ do
zaddtku Sedesdtych let se pracuje hlavné v MU CSAV. Price tam pak stdle pokratuje;
podstatnou jeji &dst tvofi zkoumdni grafi a matic ve vzdjemné souvislosti a ve vztahu
k jinym matematickym oborim.

Pfechod do dal§iho obdobi, které I1ze vymezit roky 1964 aZz 1972, je vyznaden mezind-
rodni konferenci ve Smolenicich v r. 1963, kterd podstatné ovlivnila dalsi vyvoj v kom-
binatorice u nds. V uvedeném obdobi se rozsah prace rozsifuje; zatind se pracovat téz
v Brn& a v Liberci. Z brnénské tematiky pfipomenu v této souvislosti otdzku hamilto-
novskych kruZnic v mocnindch grafu. V Praze se na MFF UK prédce v tomto obdobi
silné orientuje na tematiku, kterd se ve svété predtim skoro nevyskytovala, totiz na
kombinatorické aspekty teorie struktur a kategorii. Slo zejména o otdzky reprezentace
struktur pomoci grafii. Ziskané vysledky byly neméné& cenné neZ vysledky obdobné po-
vahy souvisejici s topologii, o nichZ byla fe¢ v &asti vénované kategoriim; potfebnou
informaci lze najit v citované monografii A. Pultra a V. Trnkové.

V ndsledujicim obdobi, které zafind zhruba v r. 1973 a stdle trvd, dochdzi u nds
v kombinatorice k dal§imu ristu — jak v podtu pracovniki (pisobicich na riznych
pracovistich — v Praze nap¥. krom& MFF UK téz na CVUT), tak v podtu &ldnkd, v §ifi
tematiky, v rozmanitosti pouZivanych metod a souvislosti s jinymi obory, a zdrovei
také v hloubce feSenych problémil.

Proberu ted stru¢né tfi oblasti prdce v kombinatorice: rozklady, matroidy, grafy.
Z dalsich sméra prdce uvedu jen ndzvy tii tematickych okruhti: problematika vypocetni
slozitosti, otdzky optimalizace (napf. asymptoticky optimdlni k(’)dy), otdzky existence
rychlych algoritmii; od odkazii u nich upoustim (obdobné& a z obdobnych divodi jako
na né€kolika jinych mistech): pfehledné &lénky patrn& neexistuji, a bylo by velmi obtiZné
vybrat ze souhrnu pivodnich praci n€ékolik ¢ldnk tak, aby poskytly nezkresleny obraz.

204 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 32 (1987), &. 4



Rozklady

DileZitou tematiku, v niZ se dosdhlo vynikajicich vysledkid, tvofi teorie rozkladu
(kterd se patrn® zalind utvdfet v pom&rn& ucelenou disciplinu uvnitf kombinatoriky).
Ptipomenu nejdfive, o co jde. Klasickymi pfiklady tvrzeni o rozkladech jsou van der
Waerdenova a Ramseyova véta. Van der Waerdenova véta fikd toto: rozloZime-li
mnoZinu pfirozenych &isel na kone¢né mnoho mnoZin, pak aspoii jedna z nich obsahuje
libovoln& dlouhé kone¢né aritmetické posloupnsoti. Ramseyova véta fikd (v jedné z mno-
ha formulaci Ramseyova zdkladniho vysledku) toto: pro libovolnd kladnd celd &isla k,
p, r existuje celé kladné n takové, Ze plati: jestliZe mdme mnoZinu o n prvcich, vezmeme
soustavu viech t&ch jejich podmnozin, které maji k prvki, a libovolny rozklad této sou-
stavy na p podsoustav, pak vZdy existuje mnoZina o r prvcich, jejiz viechny k-prvkové
podmnoZiny ndleZi do stejné podsoustavy ze zmin&ného rozkladu (pro ndzornost jesté
uvedu specidlni pfipad: pro kaZzdé r existuje n tak, Ze md-li mnoZina X aspoii n prvki
a je-li tlibovolnd symetrickd bindrni relace na X, pak existuje mnoZina Y < X o r prvcich
takovd, Ze bud kazdd dvojice (y,, y,), kde y;, y, € Y, y; * y,, patii do 7, anebo zddnd
takovd dvojice do T nepatfi.

U nds byly dokdzdny vyznamné dalsi véty Ramseyova typu. Jednu z nich uvedu expli-
cite: ke kazdému kone¢nému grafu G, jenZ nemd kliky (pIné podgrafy) o velikosti v&tsi
neZ m, a kazdému r > 1 existuje kone¢ny graf H, jenZ rovnéZ nemd kliky o velikosti >m
a jenZ podstatné obsahuje G, ¢imZ minim toto: kdyZ obarvime hrany H, tj. rozdélime
je do r skupin, pak v H je ,,monochromaticky‘ podgraf izomorfni s G. — Viz J. Ne-
Setfil, V. Rodl, Ramsey property of graphs with forbidden complete subgraphs,
J. Combin. Theory, ser. B 20 (1976), 243 —249.

Dalsi velmi vyznamny vysledek uvedu jen heslovitou zkratkou: ,,obecné relaéni struk-
tury daného typu maji Ramseyovu vlastnost*. Formulace tvrzeni i diikaz zde pouZivaji
podstatné myslenky teorie kategorii, a diikaz je dosti nesnadny. — Viz J. Nesetfil,
V. R&dl, Partition of finite relational and set systems, J. Combin. Theory, ser. A 22
(1977), 289-312.

Uvedené vysledky byly jiZ pouZity v matematické logice, a to v problematice modeli
Peanovy aritmetiky (F. G. Abramson, L. A. Harrington, J. Symbolic Logic 43 (1978),
572—600), a v teorii ultrafiltrd (J. E. Baumgartner, A. D. Taylor, Trans. Amer. Math.
Soc. 241 (1978), 283 —309). »

Poznamenejme je§té, Ze také plivodni Ramseyova véta velmi tizce souvisi s logikou.
Jisté jeji zostteni, zddnliv€ nepatrné, se totiz dd dokdzat béZnym zplisobem s pouZitim
nekone¢nych mnoZin; v obvyklé formalizované Peanové aritmetice viak diitkaz neexistuje.
S timto faktem souvisi fada dalSich otdzek; n€které z nich jsou u nds nyni pfedmétem
zkoumdni.

Matroidy

Pojem matroidu lze ziskat vhodnou abstrakci z riiznych verzi pojmu ,,nezdvislé mnozi-
ny* (napf. nezdvislé mnoZiny bodi v linedrnim prostoru). Lze jej ziskat i riiznymi jinymi
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zplsoby; naznalim ten, ktery md souvislost s topologii. UvaZujme uzdvérové prostory
sjednocenim uzévérﬁ). Budeme poZadovat, aby jednoprvkové mnoZiny a uzdvéry byly
uzaviené; poloZime poZadavek ,,konedného generovéni* (uzdvér mnoZiny je sjednocenim
uzdvérh jejich konednych &dsti) a jeden dalii poZadavek. Dostdvdme pak pfesné matroidy
(,»nezdvislé mnoZiny* jsou prdvé ty, které jsou topologicky diskrétni).

Pojem matroidu souvisi, jak je pon€kud patrné jiZ z toho, co jsem uvedl, s fadou ma-
tematickych disciplin a md v nich dileZité aplikace. Jeden z podstatnych vysledki, ktery
byl u nds ziskdn v teorii matroidi, je — zhruba feCeno — ten, Ze pro matroidy plati
dosti silnd véta Ramseyova typu. — Viz J. Nesetfil, S. Poljak, D. Turzik, Amalgamation
of matroids and its applications, J. Combin. Theory Ser. B 31 (198]), 9-22.

Piiddm je$té jednu — podle mého ndzoru duleZitou — historickou poznamku. Pojem
matroidu se u nds fakticky vyskytl (v jiné formulaci) jiZ vr. 1926 v jedné prdci O. Bortivky
(viz sborniky praci Moravské prirodovédecké spole¢nosti, sv. I1I, spis 3), pro niZ byla
podnétem jistd (iloha praktického rdzu. Na tento ¢ldnek pak navdzal v r. 1930 V. Jarnik
(tamtéz, sv. VI, spis 4). Tyto &ldnky, jeZ ve své dob& celkem zapadly, byly fakticky také,
jak se zdd, prvnimi Ceskoslovenskymi pracemi z kombinatoriky. Doddvdm jesté, Ze
soustavnéjsi studium matroidt zacind ve svété aZ ve tficdtych letech u H. Whitneyho.

Grafy

V teorii grafii se u nds vykonala rozsdhld a vyznamnd prdce. Tematickd §ife byla
zna¢nd; proto jen naznaCim nékteré sméry prdce; upustim od zminek o aplikacich a pfe-
vdZnou vétSinou také od odkazii.

Na MFF UK byl zaveden a prozkoumdn novy, vyznamny pojem dimenze grafu
definované pomoci vnofeni do jistého druhu soudinu nejjednodussich grafi. Toto pojeti
souvisi bezprostiedné s pojmem subdirektni reducibility, zndimym zejména z algebry,
a zapadd do Siroké problematiky sloZitosti vytvdfeni objekti ze zadanych jednoduchych
utvart. — Viz L. Lovdsz, J. NeSetfil, A. Pultr, On a product dimension of graphs,
J. Combin. Theory Ser. B 29 (1980), 47—67, A. Pultr, J. Vindrek, Productive classes
and subdirect irreducibility, in particular for graphs, Discrete Math. 20 (1977/78),
159 —-176.

Rovné? v Praze (na MFF UK, FJFI CVUT a MU CSAV) byly zkoumdny otdzky
barevnosti a pfitom byly vyfeSeny nékteré zndmé dlouho oteviené problémy. Na popis
téchto vysledkid neni zde dost mista; proto jen upozornim, Ze pfi tomto zkoumdni se
uplatnily konstrukéni postupy i nekonstruktivni existencni diikazy pouzivajici metod
teorie pravdépodobnosti a také postupy, jimiZ se dokazuje neexistence algoritmi urdi-
tého druhu.

Z dalsich tsekti uvedu jen zminkou turnaje (turnaj je orientovany graf, ktery dosta-
neme, kdyZ kazdy se utkd s kaZdym a remisy nejsou moZné) a ndhodné grafy.
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