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Veřejné zasedání zakončil rektor Univerzity Karlovy prof. JUDr. Zdeněk Češka, člen 
korespondent ČSAV. 

Potom setrval akademik Marčuk v delší přátelské besedě s představiteli MFF UK 
a ústavů ČSAV. 

Axiomatizácia fyzikálnych systémov 
a „kvantové logiky" 

Sylvia Pulmannová, Bratislava 

1. Úvod 

Začiatok éry modernej kvant ověj mechaniky je vyznačený takmer súčasným objavením 
sa dvoch článkov: článku Heisenberga (1925, [25]) a Schródingera (1926, [44]). Prvý 
z nich navrhol formalizmus maticovej mechaniky, zatial čo druhý navrhol formalizmus 
vlnovej mechaniky. Obe tieto formulácie sú fyzikálně ekvivalentně a možno ich za
hrnut' do obecnejšej formulácie kvantovej mechaniky, ktorú navrhol Dirac (1930, [8]) 
a matematicky presne sformuloval von Neumann (1932, [32]). 

Každá fyzikálna teória obsahuje určitý matematický formalizmus, tj. súbor symbolov 
a pravidiel, ktorými sa tieto symboly riadia. Pomocou symbolov sa formulujú tvrdenia 
a vety a pomocou daných pravidiel móžeme odvodzovať nové tvrdenia z tvrdení daných. 
Dóležitou súčasťou formalizmu je dynamický zákon, ktorý umožňuje predpovedať 
chovanie sa fyzikálnych systémov v budúcnosti, t.j. dává fyzikálnej teorii prediktívny 
charakter. Druhou hlavnou zložkou fyzikálnej teorie sú korespondenčně pravidla, 
ktoré priraďujú symbolom formalizmu empirický význam. Súhrn koiešpondenčných 
pravidiel určuje fyzikálnu interpretáciu teorie. Koiešpondenčné pravidla klasickej 
mechaniky sú velmi názorné a priamočiare a dávajú jednoznačnú fyzikálnu interpretá
ciu. Inak je tomu v kvantovej mechanike. Všeobecné přijatá formulácia kvantovej 
mechaniky je založená na Hilbertových priestoroch. Jej axiómy sú často kritizované 
ako umělé, vzdialené priamej experimentálnej ověřitelnosti a vyvolali dosial trvajúcu 
diskusiu o interpretácii a o alternatívnych teóriách merania v kvantovej mechanike. 
Bolo navrhnutých niekolko alternatívnych formulácií [20], ktoré sa snažia vychádzať 
z axióm podlá možnosti prirodzených a fyzikálně zdóvodnených. Hladá sa odpověď 
na otázku, prečo sa na popis kvantovomechanického systému hodí právě Hilbertov 
priestor, resp. či neexistuje adekvátnejší popis. Najznámejšie sú tieto alternativně 
formulácie kvantovej mechaniky: tzv. algebraický přístup ([15], [23], [27], [45]), 
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konvexný přístup ([7], [30]) a kvantovo-logikový přístup. V tomto článku sa budeme 
zaoberať kvantovo-logikovým prístupom. Za jeho povodců možno považovat' von 
Neumanna (spolu s Birkhofifom [3], 1936) a ďalej ho rozvíjali v niekolkých róznych 
formuláciách najma Varadarajan [47], Piron [33], Mackey [28], Gudder [17] — [21] 
a iní autoři [6], [22], [29]. Podotýkáme, že názov „logika", resp. „kvantová logika" 
je v literatuře zaužívaný, hoci sa niekedy kritizuje ako nesprávný; názov „logika" 
sa tu vztahuje na určitú algebraická strukturu — ako uvidíme v ďalšom — a nemá nič 
spoločného s formálnou, či matematickou logikou (pozři napr. [2]). Ako alternativa 
sa navrhuje názov „množina experimentálně ověřitelných výr okov" o fyzikálnom 
systéme. Mnohí autoři dávajú prednosť názvu „logika", zrejme preto, lebo je kratší. 

2. Klasický fyzikálny systém 

Základné pojmy formalizmu každej fyzikálnej teorie sú „fyzikálny systém" a „stav 
fyzikálneho systému". Pod fyzikálnym systémom sa obvykle rozumie časť fyzikálneho 
světa, interakcia ktorej so zvyškom světa je zanedbatelná, takže nespósobuje ťažkosti 
pri identifikácii oddelenej časti. Stavom rozumieme výsledok určitého počtu procedur, 
ktoré boli použité k přípravě fyzikálneho systému, resp. k jeho oddeleniu od ostatného 
světa. 

Uvažujme najprv klasický fyzikálny systém, napr. sústavu N-telies, ktoré sa volné 
pohybujú v priestore. Stav takéhoto fyzikálneho systému je určený, ak poznáme polohy 
a rychlosti všetkých N-telies. (Budeme uvažovat' systém vo fixovanom časovom okamihu 
t, zanedbáme teda na chvíTu problém časovej evolúcie.) Stav uvažovaného fyzikálneho 
systému si teda móžeme představit' ako bod v Euklidovom priestore R6N, kde súradnice 
každého bodu predstavujú tri súradnice polohy a tri súradnice impulzu každého z N-
telies. Priestor stavov sa nazývá fázový priestor uvažovaného systému. Každá fyzikálna 
veličina je funkcia definovaná na fázovom priestore Q s hodnotami v množině reálných 
čísel R1 — každému stavu co odpovedá nějaká hodnota f(co) fyzikálnej veličiny / 
Fyzikálnu veličinu si móžeme představit' ako určitú meraciu proceduru, ktorá každému 
stavu coe Q přiřadí určitú hodnotu f(co). Z matematického hladiska je výhodné (a z fy
zikálneho hladiska postačujúce) uvažovat' meratelné funkcie (vzhladom na cr-algebru 
boielovských množin B(RX) a nejakú cr-algebru S podmnožin Q, napr. B(R6N) v případe, 
že Q = R6N). Nech / je nějaká fyzikálna veličina. Keďže / je meratelná funkcia, je 
f~1(É)eS pre každé E e B(RX). Z hladiska teorie pravděpodobnosti móžeme fázový 
priestor Q považovat' za množinu elementárnych událostí (pozostávajúcich z toho, že 
fyzikálna veličina/ nadobudne právě hodnotu/(co), co e Q), a S ako množinu všetkých 
náhodných událostí (t.j. událostí takých, že nějaká meraná fyzikálna veličina /nado-
búda hodnotu v podmnožině Freálnej priamky; táto náhodná udalosťje reprezentovaná 
množinou/ - 1 (F) = {coe £2 :f(co)eE}). Množina f~x(E) sa interpretuje fyzikálně ako 
výrok „fyzikálna veličina/nadobúda hodnotu v množině F". Každú fyzikálnu veličinu 
možno nahradit' zobrazením / - 1 : E -+f~1(E) z borelovských množin B(RX) do S. 
Zobrazenie/" 1 sa nazývá pozorovatelná. Ak B je z S a xB je charakteristická funkcia 
množiny B, t.j. 
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XвH = jj 
ak co фB 

ak coєB 

tak XB1 J e pozorovatelná a xš *({l}) = #. Množinu S móžeme teda interpretovat' ako 
množinu všetkých experimentálně ověřitelných výrokov o fyzikálnom systéme. Táto 
množina se nazývá tiež logikou daného fyzikálneho systému. V našom případe je to 
Booleova a-algebra množin. Každému výroku Be S móžeme jedno-jednoznačne pri-
radiť pozorovatelnu XB X\ móžeme teda výrok definovat' ako pozorovatelnu, ktorá pri 
meraní móže nadobúdať iba dve hodnoty: 0 a 1. 

Každému coeQ odpovedá nějaký stav fyzikálneho systému. Móže sa stať, že stav 
systému nepoznáme presne, ale poznáme iba určitú hustotu rozloženia cez fázový 
priestor Q. Takáto situácia spravidla nastává v štatistickej fyzike, kde uvažujeme fyzi
kálně systémy obsahujúce velký počet častíc, a nemóžeme poznat' polohy a impulzy 
jednotlivých častíc, ale iba určité rozdelenie pravděpodobnosti. Takýmto spósobom 
móže byť tiež určený stav fyzikálneho systému. Vo všeobecnosti stav fyzikálneho systé
mu je popísaný nějakou pravdepodobnostnou mierou m na S. Bodu co zodpovedá miera 
mw, koncentrovaná v bode co, t.j. mt()({co}) = 1. Takéto stavy sa nazývajú čisté a ostatné 
stavy sú zmiešané, alebo zmesi. Ak m je stav af~ * je pozorovatelná, tak číslo m(f~í(E)) 
udává pravděpodobnost' toho, že meranie pozorovatelnejf - 1 dává hodnotu z množiny 
E. 

Z hladiska teorie pravděpodobnosti, dvojica (Q, S) je pravdepodobnostný priestor, 
stav m je pravdepodobnostná miera a fyzikálně veličiny sú náhodné premenné. Ak je 
systém v čistom stave m^, co0 e Q, tak středná hodnota náhodnej premennej f je 

o(f)= íf(co)ám(ů0(co)=f(co0), 

a disperzia 

°Jf) = ™JV-™Jf)Y) = o-
(Poznamenáváme ,že používáme rovnaký symbol pre mieru i integrál; ak f je charakte
ristická funkcia množiny B, f = XB* t a ^ máme m ^ ^ ) = m^JfB).) Podobné móžeme 
určiť středné hodnoty a disperzie pre lubovolný stav m. Čisté stavy fyzikálneho systému 
sú právě tie, v ktorých fyzikálně veličiny nadobúdajú přesné hodnoty, t.j. s nulovou 
disperziou. V případe klasického fyzikálneho systému móžeme uplatnit' všetky pojmy 
a tvrdenia z teorie pravděpodobnosti. Například, akf1?f2,...,f„ je n fyzikálnych veli
čin, tak vždy existuje združené rozdelenie pravděpodobnosti, t.j. pre každý stav m 
na (Q, S) existuje pravdepodobnostná miera Pm na B(Rn) taká, že pre Iubovolnú mera-
telnú funkciu F : Rn -» R1 je 

m[(F(fl9...9fn)-i)(E)'] = Pm(F-\E)), EeB(R>). 

3. Kvantovomechanický fyzikálny systém 

Všeobecné přijatá fcimulácia kvantovej mechaniky je zaležená na nasledujúcich axió-
mach[32],[34]. 
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1. Ku každému fyzikálnemu systému možno priradiť komplexný separabilný Hilber-
tov priestor H. Každý stav systému je úplné popísaný nějakým projektorom na jedno
rozměrný podpriestor v H, alebo konvexnou kombináciou takýchto projektorov. 

2. Pozorovatelné (t.j. fyzikálně veličiny) sú reprezentované samoadjungovanými (nie 
nevyhnutné ohraničenými) operátormi v H. 

3. Ak je stav systému reprezentovaný projektorom na podpriestor generovaný 
vektorom i// e H, potom pravděpodobnost', že meranie pozor ovát elnej, ktorá je repre
zentovaná operátorom A, dá hodnotu ležiacu v množině £ e B(RX), je (\J/9 P

A(É) i/>), 
kde P^(E) je projekčný operátor priradený množině E spektrálným rozkladom operá
tora A a ( , ) je skalárny súčin v H. 

4. Existuje spojitá, unitárna, jednoparametrická grupa Ut, nazývaná dynamická 
grupa systému, ktorá móžebyťnapísánávo tvare Ut = e~lHt, kde H je samoadjungo-
vaný operátor. Operátor H, nazývaný dynamický operátor systému, určuje dynamiku 
systému za předpokladu, že na systéme nerobíme žiadne meranie. Ak stav systému 
v čase t = 0 je popísaný vektorom \j/ (t.j.projektorom na podpriestor generovaný týmto 
vektorom), tak v čase t je popísaný vektorom \J/t = Ut\j/. Vektor \j/t ako funkcia času 
vyhovuje Schródingerovej rovnici (d/dř) \j/t = —iHij/t. 

5. Ak výsledok merania pozorovatelnej A patří do množiny E, potom po meraní 
je systém v stave i// takom, že (i//, PA(E) \j/) = 1. 

Ak fyzikálna veličina je reprezentovaná samoadjungovaným operátorom A,množina 
hodnot, ktoré móže nadobúdať pri meraní, je právě spektrum o(A) operátora A. Každé
mu samoadjungovanému operátoru móžeme vzájomne jednoznačné priradiťjeho spek
trálný rozklad, t.j. zobrazenie E -> PA(E) Z B(R1) do množiny všetkých ortogonálnych 
projektorov v H, alebo, ekvivalentně, všetkých uzavretých podpriestorov H, ktorú 
označíme L(H). Toto zobrazenie je c-homomorfizmus, t.j. má nasledujúce vlastnosti: 

00 00 

(i) P^R1) = I, kde I je identický operátor, (ii) PA(u Et) = £ PA(E), pre každú postup-
1=1 i-»l 

nosť {FJrLi navzájom disjunktných množin z B(RX). Z (i) a (ii) vyplývá, že P^K1 — 
- E) = I - PA(E) = PA(E)L. 

Základy teorie Hilbertových priestorov možno nájsť v [24], fyzikálně aplikácie 
v [34]. 

Množinu L(H) móžeme považovat' za množinu všetkých experimentálně ověřitelných 
výrokov o fyzikálnom systéme, t.j. za logiku tohto systému. Nie je to už Booleova 
algebra, ale zložitejšia algebraická struktura [47]. Ak dimenzia Hilbertovho priestoru 
H je váčšia alebo rovná trom, zo známej Gleasonovej vety [16], [47] vyplývá, že existu
je jedno-jednoznačné priradenie medzi stavmi fyzikálneho systému a piavdepodobnost-
nými mierami na L(H). Nie všetky pojmy a zákony z teorie pravděpodobnosti mož
no preniesť do tejto schémy. Existujú například dvojice pozorovatelných, ktoré 
nemožno merať súčasne s lubovolnou presnosťou — ako to vyplývá z Heisenbergo-
vých vzťahov neurčitosti, a nemusia vždy existovat'združené rozdelenia pozorovatelných. 

Uvažujme fyzikálny systém pozostávajúci z N kvantovomechanických častíc a uvažuj
me pozorovatelné polohy a impulzu týchto častíc. Odpovedajúce operátory nech sú 
Qi(x), Qi(y), Qi(z), Pi(x), Pt(y), Pi(z), i = 1, 2, ...,N. Podra Heisenbergových relácií 
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neurčitosti pre disperzie fc-tej zložky súradníc a fc-tej zložky impulzu í-tej částice platí 
v každom stave popísanom projektorom P[iA] na jednorozměrný podpriestor genero
vaný vektorom xj/ e H (stručné: v stave \j/) 

(-) <T*«2K(P)i^, 

kde h je Planckova konstanta. Tuto reláciu možno odvodiť z komutačných pravidiel 
operátorov P a Q (pre jednoduchost'vynecháváme indexy): 

(2) (QP-PQ)^ = ih^ 

pre všetky vektory \j/ e D9 kde D je nějaká hustá podmnožina H. Platí totiž nasledujúca 
lemma [34]. 

L e m m a . Ak ^ je vektor v obore definície operátorov A2
l9 A1A2 — A2A1 = \Al9 A2~\9 

A\9 kde Al9A2 sú samoadjungované operátory v H9 tak 

(3) (A2^ $) (A2ij,9 $) = i\([Al9 A2] ý9 iA)|2 . 

Ak položíme A1 = Q - (\j/9 Qij/)9 A2 = P - (\//9 P\ji)9 a uvážíme, že (A\\l/9 ý) a (A\ij/9 

\jj) sú disperzie CF^Q) a o^(P) pozorovatelných Q a P v stave i//, a ak vezmeme do úvahy 
komutačně pravidlo (2), dostaneme zo vztahu (3) nerovnosť (l). 

Heisenbergove vztahy neurčitosti vyplývajú teda z vlastností Hilbertovho priestoru. 
Možno tiež dokázať, že pre pozorovatelné P a Q nemóže existovat' združené rozdelenie 
pravděpodobnosti v žiadnom stave. 

4. Alternatívny formalizmus 

Popíšeme axiomatický přístup navrnutý Mackeym [28] a ďalej rozvinutý Maczyňskim 
[29]. Budeme vychádzať z dvoch abstraktných množin: množiny S stavov a množiny 
O pozorovatelných. Interpretácia je taká, že element se S odpovedá nějakému předpisu 
o přípravě fyzikálneho systému a element Ae O odpovedá nejakej meracej proceduře. 
Pre Ae09 seS9 E e B(RX) pravděpodobnost', že meranie^ má ako výsledok číslo 
v množině E9 ak bol systém připravený podlá s, je označená symbolom p(A, s9 Ě). 
Základné symboly teda sú 5, O a pravdepodobnostná funkcia 

p : O x S x B(RX) -> R1 . 

Táto funkcia má priamu experimentálnu verifikáciu. Mackey uvádza naledujúce axiómy 
pre trojicu (O, 5, p). Prvá axióma je intuitivné zřejmá. 

Axióma 1. Pre každé Ae O a každé s e S zobrazenie E -> p(A9 s, E) je pravdepo
dobnostná miera na B(RX). 
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Ďalšia axióma hovoří, že ak majú byť dve pozorovatelné rózne, musí ich aspoň jeden 
stav rozlíšiť, a ak majú byť dva stavy rózne, musí aspoň jedna meracia procedura dať 
v nich rózne pravděpodobnostně rozdelenia. 

Axióma 2. Ak p(A, s, E) = p(A', s, E) pre každé s e S a E e B(RÍ), potom A = A'. 
Ak p(A, s, E) = p(A, s', É) pre každé Ae O a Ee B(R1), potom s = s'. 

Ďalšia axióma umožňuje tvoriť funkcie od pozorovatelných. Například ak Ae O 
v stave s dá pri meraní hodnotu X, zrejme pri meraní pozorovatelnej A2 dostaneme 
hodnotu X2. Ak tento proces mnohokrát opakujeme, výsledné distribúcie pre tieto dve 
pozorovatelné budu vo vztahu 

p(A2, s, E) = p(A, s, F1'2) . 

Ak to zovšeobecníme pre všetky meratelné funkcie, dostaneme nasledujúcu axiómu: 

Axióma 3. Ak A e O a f: R1 -> R1 je meratelná funkcia, tak existuje B e O taká, 
že 

p(B,s,E) = p(A,s,f-\E)) 

pre každé s e S a E e B(RX). Píšeme B = f(A). 

Z axiómy 2 vyplývá, žef(A) je jednoznačné určená pri danom A a danomf. 

Ďalšia axióma hovoří, že množina stavov S je uzavretá na tvorenie spočítatelných 
konvexných kombinácií. To možno interpretovat' například ako zmiešavanie systémov. 

00 

Axióma 4. Ak s1? s2,... eS a £ íť = 1, 0 _ t, ^ 1, potom existuje s e S tak, že 
i=í 

00 

p(A, s9 E) = X tiP(A, si9 E) 
ř = i 

pre každé AeO a Fe B(R1). 

Výrok možno definovat' ako takú pozorovatelnu, ktorá móže pri meraní nadobúdať 
iba hodnoty 0 a 1; t.j. p(A, s, {0, 1}) = 1. Nech XE J e charakteristická funkcia množiny 
E e B(R1). Pre lubovolnú pozorovatelnu AEO potom je 

p(xE(A), S, {0, 1}) = p(A, s, xĚ^O, 1}) = p(A, s, Rl) = 1 . 

Z toho vidíme, že XE(Á) je výrok. Naopak, ak A je výrok, t.j. p(A, s, {0, 1}) = 1 pre 
každé SE S, tak Iahko vidieť, že A = X{\)(^)- Teda Pe O je výrok právě vtedy, keď 
existuje AE O a EE B(Rl) tak, že P = XE(Á)> Označme množinu všetkých výr okov L. 
Ak Pe L, definujeme P1 = X{o}(P)- Potom pre každé SE S máme 

p(P\ s, {1}) = P(P, s, {0}) = 1 - p(P, s, {1}) . 

Vidíme, že P má hodnotu 1, ak P má hodnotu 0 a naopak. Pre Pl9 P2E L definujme 
P! = P2 ak p(Pl9 s, {1}) = P(P2> s, {1}) pre každé s e S. Zrejme (L, = ) ječiastočne. 
usporiadaná množina (poset). Pre Pl9 P2 e L položíme P1 1 P29 t.j. P1 je ortogonálně 
k P2, ak 
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PÍP,, S, {1}) + p(P2, s, {1}) = 1 

pre každé se S, alebo, ekvivalentně, ak Px ^ P1. Fyzikálně Px _L P2 značí, že Px a P2 

nemóžu pri meraní súčasne nadobudnúť hodnotu 1. Nech napr. Px = XE(A) a P2 = 
= XF(Á), AeO, E,Fe B(R1). Potom E c F implikuje P1=P2aFnF=0 impli
kuje Px 1 P2. 
Posledná axióma je táto1. 

Axióma 5. Ak P 1 , P 2 , . . . e L a Př 1 P, pre i ^ j , í,I = 1,2,..., potom existuje 
P e L tak, že 

i=í 

pre každé s e 5 . 

Fyzikálna interpretácia poslednej axiómy je nasledujúca:meracia procedura odpove-
dajúca P spočívá v meraní všetkých Př; ak jedno z nich dá hodnotu 1 (a teda všetky 
ostatně musia mať hodnotu 0), tak P má hodnotu 1, v opačnom případe mu připíšeme 
hodnotu 0. 

Na základe axióm 1 až 5 je možné ukázať, že (L, _^, J_) je c-ortomodulárny poset. 
Tým sa myslí, že (L,^ , i.) je čiastočne usporiadaná množina, zobrazíme .1 : L-> L 
je ortokomplementácia, t.j. 

(i) (aXY = o 
(ii) a ^ b implikuje b1 ^ a1 

(iii) a v a1 existuje v L a rovná sa najváčšiemu prvku 1 v L. (Symboly v a A 
značia spojenie a priesek, ak existujú v L). Ďalej platí 

00 

(iv) ak {at}r=i J e postupnost'navzájom ortogonálnych prvkov, tak V a,existu-
i - i 

je v L, a je splněný tzv. ortomodulárny zákon 

(v) a ^ b implikuje, že b = a v (a v b1)1. 

Ilahko vidno, že XR^(A), AeO, je najváčší prvok v L. Vlastnosti (i), (ii), (iii) sú zřejmé. 
oo 

Dá sa ukázať, že prvok P v axióme 5 je suprémum, t.j. P = y P.. 
í = i 

Ku každému AeO móžeme priradiť zobrazenie E -> XE(A), E e B(R1). Toto prira-
denie je jedno-jednoznačné. Dá sa dokázať, že zobrazenie E -> XE(A) má vlastnosti: 

(i) R1 -> XRM) = - . 
00 00 

(ii) u Et -» V XEÍA), EtnEj = 0, i # j , i, j = 1, 2,..., 
Í = I Í = I 

(ni) (R1-E)-+XE(A)1. 

Zobrazenie s týmito vlastnosťami sa nazývá a-homomorfizmus z B(R^ do L. Obvykle 
sa předpokládá, že každému cr-homomorfizmu odpovedá nějaká pozorovatelná. 

Pre 5 e S položme ms: L -• K1, ms(P) = p(P, s, {1}). Potom m j e pravdepodobnostná 
miera na L, t.j. platí 
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(i) ms(l) = p(l, 5, {1}) = 1 , 

(ii) ms( V P Í ) = P( V Pí, s, {1}) = E P íA s> {1}) = £ mX^). ak P ( 1 P,- pře 
i = l i = l i = l i = l 

I ^ I, podlá axiómy 5. 

5. Zovšeobecnený přístup k popisu fyzikálnych systémov 

Nech L je cr-ortomodulárny poset a M je množina pravdepodobnostných mier na L 
taká, že m(a) ^ m(b) pre V me M implikuje a ._ b, a, b,e L. Ak položíme S = M 
a za O vezmeme množinu všetkých cr-homomorfizmov x z B(RX) do L a definujeme 

p(x, m, E) = m(x(E)), E e B^1) , 

potom trojka (O, S, p) vyhovuje axiómam 1, 2, 3 a 5. 

Každému fyzikálnemu systému móžeme priradiť dvojicu (L,M), kde L je cr-ortomodu
lárny poset a M je cr-konvexná množina pravdepodobnostných mier na L. L sa nazývá 
logikou a prvky v M sú stavy. Dvojica (L,M) sa nazývá kvantová logika. Logika, ktorá 
je svaz (t.j. pre V a, b e Lspojenie a v b a priesek a A b existujú v L), sa nazývá sva
zová logika. Napr. logika L(H) Hilbertovho priestoru H je svazová logika. Požiadavka, 
že logika L má cr-konvexnú množinu stavov, ktorá určuje usporiadanie (axióma 4), 
je netriviálna, lebo existujú logiky (dokonca svazové), ktoré nemajú vóbec žiadne stavy 
[13]. Táto požiadavka v skutočnosti obmedzuje výběr cr-ortomodulárnych posetov, 
vhodných na popis fyzikálnych systémov. Usporiadanie v L móže róznym spósobom 
súvisieť s množinou stavov M. Hovoříme například, že M určuje usporiadanie v silnom 
zmysle (M je u.u.s.z.), ak z tvrdenia ,,m(a) = 1 implikuje m(b) = 1" vyplývá tvrdenie 
„a =• b", t.j. ak 

{me M : m(a) = 1} £ {me M : m(b) = 1) => a ^ b . 

Ak M je u.u.s.z., tak okrem iného dostáváme, že pre každý prvok ae L,a Ť-= 0 existuje 
aspoň jeden stav me M taký, že m(a) = 1. 

Předpoklad, že M je u.u.s.z. je výhodný, lebo výsledná matematická struktura je 
bohatšia. Fyzikálna interpretácia tohto předpokladu je táto: ak m(a) = 1, hovoříme, 
že výrok a je pravdivý v stave m. Silné usporiadanie si móžeme predstaviť ako logickú 
implikáciu: ak výrok „a je pravdivé" implikuje výrok „b je pravdivé" tak a ^ b. Ani 
toto usporiadanie však nerobí z množiny L „logiku" v štandardnom zmysle slova. 
V štandardnej logike totiž implikácia každým dvom prvkom priraďuje výpověď v tom 
istom jazyku, t.j. napr. móžeme hovoriť o výroku (a -> b) -> c. Ale v kvantovej logike 
relácia usporiadania představuje iba binárnu reláciu, a teda formule tvaru (a ž. b) ^ c 
nemajú zmysel. Z tohto hladiska „kvantová logika" v skutočnosti nepředstavuje novů 
formu logiky, alternatívnu k štandardnej, ale iba názov pre formalizáciu určitej triedy 
faktov — kvantových javov — ktoré sa skúmajú v rámci štandardnej logiky. 

V ďalšom uvedieme niektoré problémy, ktoré sa riešia v rámci kvantových logik 
a vyriešenie ktorých móže prispieť k lepšiemu pochopeniu kvantových javov a k objas-
neniu problému kvantových meraní. 
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Z hladiska teorie pravděpodobnosti hlavný rozdiel medzi logikou a Booleovou 
(7-algebrou spočívá v tom, že zatial čo v Booleovej c-algebre platí distributívny zákon, 
t.j. pre každé tri prvky a, b, c platí a A (b v c) = (a A b) v (a A C) SL duálně, a v 
v (b A c) = (a v b) A (a v c); v logike platí iba ortomodulárny zákon, t.j. pre 
a, b e L také, že a ^ b platí b = a v (a1 A b). Podmnožinu £ logiky L nazýváme 
Booleovou pod- cr-algebrou L, ak platí (i) ae B implikuje a1 e B, (ii) pre každú postup
nost' {at} c £ V^i existuje a patří do B, (iii)pre každé tri prvky a,b,ceB platia distri
butivně zákony. Prvky podmnožiny A logiky L sa nazývajú kompatibilné, ak existuje 
Booleova pod-cr-algebra B c L,ktorá obsahuje A. Pozorovatelné {xt : iel} sú kompa
tibilné, ak sú kompatibilné prvky množiny u{(xIE) : Ee B(R1)}. V tomto případe 

existuje Booleova pod-c-algebra B c Ltaká, že xt : B(KX) -*• B pre všetky iel. S kom-
patibilnými pozorovatelnými možeme, zhruba povedané, zaobchádzať ako s klasickými 
pozorovatelnými. Například, združené rozdelenia pravděpodobnosti v obvyklom 
zmysle slova existujú právě len pre kompatibilné pozorovatelné [47]. Rózne pojmy 
a tvrdenia z teorie pravděpodobnosti možno aplikovať aj na kompatibilné pozorova
telné na logike. Slabšie definície združených rozdělení pravděpodobnosti v svazových 
logikách zaviedli Gudder [18], Urbanik [46], Varadarajan [47] a iní. Tieto slabšie 
formy združených rozdělení pravděpodobnosti móžu existovat' aj pre nekompatibilné 
pozorovatelné aspoň v niektorých stavoch. Gudderov typ združeného rozdelenia je 
najjednoduchší a najbližší klasickému pojmu. Je definovaný týmto spósobom: hovoří
me, že pozorovatelné xl9 x2,..., xn majú združené rozdelenie pravděpodobnosti v Gud-
derovom zmysle v stave m, ak existuje pravdepodobnostná miera \i na B(Rn) taká, že 

fi(E1 x E2 x ... x En) = m(x1(E1) A X2(E2) A ... A xn(En)) 

pre každý pravouholník E1 x E2 x ... x Ene B(Rn). Združené rozdelenia v Guddero-
vom zmysle existujú vo všetkých stavoch kvantovej logiky právě vtedy, keď uvažované 
pozorovatelné sú kompatibilné. 

Nech a je Iubovolný prvok v logike L. Potom množina L [ 0 a ] = {be L: b ^ a} 
s čiastočným usporiadaním převzatým z L, s najváčším prvkom a a s ortokomplemen-
táciou b -» a A b1, je logika. Logika Lsa nazývá separabilná, ak každá podmnožina 
navzájom ortogonálnych prvkov v nej je nanajvýš spočítatelná. Platí nasledujúce 
tvrdenie: ak pozoro\ateIné xl9 x2,..., xn na separabilnej logike Lmajú združené roz
delenie pravděpodobnosti v nejakom stave m, tak existuje prvok a0 e Ltaký, že zobra-
zenia xt : E -» xt(E) A a0 z B(K*) do L, i = 1, 2, ..., n, sú kompatibilné pozorovatelné 
na logike L[0>aJo]. Vidíme, že z existencie združeného rozdelenia Gudderovho typu 
vyplývá akási „čiastočná kompatibilita" uvažovaných pozorovatelných. Možeme roz
lišit' nasledujúce druhy pozorovatelných: pozorovatelné xl9 x2. ..., xn sú (a) kompati
bilné, ak združené rozdelenie existuje vo všetkých stavoch, (b) čiastočne kompatibilné, 
ak združené rozdelenie existuje len v niektorých stavoch, (c) totálně nekompatibilné, 
ak združené rozdelenie neexistuje v žiadnom stave [11], [42]. 

Urbanikov, resp. Varadarajanov typ združených rozdělení vyžaduje existenciu súčtu 
pozorovatelných (aj nekompatibilných). Takýto súčet existuje například v logike Hil-
bertovho priestoru. Tento typ združených rozdělení možno použiť například pri skú-

255 



maní niektorých typov náhodných procesov na logike [40]. Pozorovatelné Pag, t.j. 
impulz a súradnica částice, sú príkladom pozorovatelných, ktorénemajú združené rozde-
lenie Gudderovho typu v žiadnom stave (sú totálně nekompatibilné), majú však zdru
žené rozdelenie Urbanikovho typu v niektorých stavoch [46]. Urbanikov typ združe-
ných rozdělení je definovaný naledujúcim spósobom [18], [46], [47]: pozorovatelné 
x, y majú združené rozdelenia pravděpodobnosti v Urbanikovom zmysle v stave m, 
ak px + qy existuje (v zmysle definície napr. v [11]) pre každé p, q e R1 a ak existuje 
miera \i na B(R2) tak, že 

M('i> h) - Ph + 4h e E] = m((px + qy) (£)) 

pre všetky p, q e R1 a všetky E e B(RX). Pre klasické fyzikálně systémy sú obe definície 
združených rozdělení ekvivalentně. 

Problémami zovšeobecnenia pojmov a tvrdení z teorie pravděpodobnosti pre kvanto-
vomechanické systémy sa zaoberá tzv. nekompatibilná teória pravděpodobnosti. 
Okrem spomenutých problémov sa skúma napr. platnost' zákonov velkých čísel a cen-
trálnej limitnej vety [9], vyšetrujú sa problémy ergodickej teorie [12] a pod. 

Další okruh problémov súvisí s otázkou, za akých podmienok je možné ztotožnit' 
kvantovú logiku s logikou Hilbertovho priestoru a či je toto ztotožnenie možné na zá
klade fyzikálně prirodzených axióm [6], [22], [33], [49]. Dóležitá vlastnost tzv. rýdzo 
kvantových systémov je superpozičný princip [8], [19], [37]. V rámci tradičného kvan-
tovomechanického formalizmu, založeného na Hilbertovýchpriestotoch, je superpozičný 
princip vyjádřený tak, že ak ^ a \j/2sú čisté stavy (resp. vektory v Hilbertovom priesto-
re H, normované na 1), tak lineárnej kombinácii \j/ = c^^ + c2\\i2, kde cl9 c2 sú kom-
plexné čísla, normovanej na jednotku, tiež zodpovedá čistý stav. Tento stav se nazývá 
superpozícia stavov \j/1 a \\i2. Superpozičný princip teda úzko súvisí s linearitou Hilber
tovho priestoru. 

V rámci všeobecnej kvantovej logiky (L, M), stav m e M sa nazývá čistý, ak ho 
nemožno vyjadriť v tvare konvexnej kombinácie iných dvoch stavov, t.j. ak z rovnosti 
m = tmx + (1 — t) m2, 0 < t < 1, vyplývá m = m1 = m2. Pojem superpozície tu 
zaviedol Varadarajan [47]: ak K je podmnožina stavov (nie nevyhnutné čistých) z M, 
tak stav m0e M nazýváme superpozíciou stavov z K, ak z tvrdenia ,,m(a) = 1 pre 
každé m e K" vyplývá tvrdenie ,,m0(a) = 1", kde a je prvok z L. Superpozičný princip 
móžeme sformulovať následovně: hovoříme, že v kvantovej logike (L5M) platí super
pozičný princip, ak pre každé dva čisté stavy p, qe M existuje čistý stav reM, rózny 
od p a q, ktorý je ich superpozíciou [37]. V klasických systémoch takéto tvrdenie ne
platí pre žiadne dva čisté stavy. Přechod medzi klasickými a rýdzo kvantovými fyzikál-
nymi systémami tvoria tzv. systémy so superselekčnými pravidlami (pozři napr. [26], 
[28]). V nich superpozíciou niektorých dvoch čistých stavov móžeme získať nový 
čistý stav, iných nie. Pre rýdzo kvantový systém, v ktorom platí superpozičný princip 
bez obmedzenia, možno pri fyzikálně přijatelných dodatočných predpokladoch ukázať, 
že množina jeho čistých stavov sa dá reprezentovať vektormi nějakého Hilbertovho 
priestoru [41]. 

Nemenej dóležité sú problémy týkajúce sa časového vývoja a symetrií fyzikálnych 
systémov [5], ktoré vedu k skúmaniu automorfizmov kvantových logik [38]; ako aj 
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problémy vzájomnej interakcie fyzikálnych systémov, vedúce k skúmaniu súčinov 
logik [43], [48]. 

Mnoho pozornosti sa věnuje tiež výskumu základných vlastností logik, pozorovatel
ných a stavov [4], [31], [36]. Skúmajú sa tiež otázky, súvisiace s tzv. problémom 
skrytých parametrov, t.j. možnosti vnorenia logiky kvantovomechanického systému 
do Booleovej c-algebry [1], [14], [35], atď. 

6. Závěr 

Axiomatická kvantová teória je typickým príkladom interdisciplinárnej teorie. Má 
velký vplyv na rozvoj mnohých odvětví matematiky i fyziky. Například vo fyzike 
možno aplikovat' jej výsledky a metody v štatistickej fyzike, termodynamike, fyzike 
pevných látok, laserovej fyzike atď. V matematike axiomatická kvantová teória čerpá 
z viacerých odvětví a podněcuje ich rozvoj. Sú to napr. Hilbertove priestory, von Neu
mannové algebry, spektrálná teória, C*-algebry, Jordánové algebry, reprezentácie 
grup, modulárně svazy, ortomodulárne svazy, spojité geometrie a i. Aj keď súčasné 
metody, pojmy a výsledky axiomatickej kvantovej teorie móžu byť překonané a nahra-
dené inými, ich aplikácie a rozvoj matematiky, ktorý podnietili, zostanú trvalým prí-
nosom. 
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