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Pohybové integraly
v mechanice vys§iho fadu
a v teorii poli

Demeter Krupka, Jana Musilovd, Brno

Tento ¢ldnek je vénovdn doc. RN Dr. M.Cernohorskému, CSc., ktery velkou &dst své
védecké a pedagogické cinnosti zasvétil klasické mechanice a jako vysokoSkolsky
pedagog se zaslouZil o rozvoj védeckého mysleni mladsich generaci fyziki.

1, UVOD

DileZitou soucasti teoretickych zakladu klasické mechaniky je vztah mezi pohybo-
vymi integraly mechanického systému, jakymi jsou v pfipad€ izolovanych systémil
napiiklad celkova energie a celkova hybnost, a geometrickymi transformacemi konfi-
guraéniho prostoru systému, které neméni danou konfiguraci. Tento vztah je efektivné
formulovan varia&ni teorii a je vyjadfen znamym (prvnim) teorémem Emmy Noetherové
o invatiantnich variaénich problémech [1].

Analogicka je situace v teorii poli zahrnujici interakce poli prvniho tadu, tj. takové
interakce, které mohou byt charakterizovany pouze velikosti poli a jejich prostorocaso-
vych zmén s pfesnosti prvnich derivaci. Soucdasna teorie, rozvijejici myslenky Noethe-
rové, je jiZ dostatedn& obecna a relativn€ uzaviena [2, 3]. Proti klasické mechanice se
viak pohybové integraly stavaji diferencidlnimi formami a jejich ,,zdkony zachovani*
maji sloZit&jsi matematickou strukturu; ¢astym jevem je existence pohybovych integrald,
jeZz nemaji ptimou fyzikalni interpretaci.

Vyvoj teoretické fyziky v poslednich desetiletich si v§ak vyZzadal studium sloZitéjsich
interakci, neZ jsou interakce prvniho fadu. V obecné teorii relativity, ale také naptiklad
v teorii pruZnosti [4], se miZeme setkat s interakcemi vyjadfenymi pomoci varia¢nich
principl, ve kterych vystupuji nejen prvni, ale také vyssi derivace interagujicich fyzikal-
nich objektt (poli), Je rozvijena také mechanika vyssiho Fddu, ve které je &asovy vyvoj
mechanického systému urCovan lagrangidnem, zavislym na polohach, rychlostech
a také vyssich zrychlenich &asti systémi (viz napfiklad [5, 6]).

Zékladnim cilem tohoto ¢lanku je pfispét k teorii pohybovych integrali rovnic pro
extremaly vaiia¢nich funkcionalti libovolného fadu. Tato teorie je matematickym
zakladem vySe uvedenych novych smérii vyzkumu v teoretické fyzice. Pivodnim vy-
sledkem, ktery zde formulujeme, je analogie znamé rovnice Noetherové-Bessel-Hage-
novy, svazujici generatory jednoparametrickych grup symetrie lagrangidnu (&i pfesn&ji
jeho Eulerovy-Lagrangeovy rovnice) s lagrangianem samotnym [3]. Dale rozebirime
postup, umoziujici najit rovnice s pfedem zadanymi vlastnostmi symetrie, které maji
odpovidajici prvni integraly. Metodu urleni rovnic s témito vlastnostmi ilustrujeme
na jednoduchém piiklad& [7].
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V préci se omezujeme na formulaci teorie na jednoduchych soufadnicovych prosto-
rech, svazanych s konfiguracnim prostorem. Vysledky, které uvadime, v§ak maji Sirsi
platnost. Mohou byt pfeformulovany pro libovolné variety (viz napf.[8]) a systémy
poli na varietach v takovém stupni obecnosti, jaky je vyZadovan soudobou obecnou
teorii relativistickych poli a moderni mechanikou [9].

2. ZAKLADNI STRUKTURY

Predstavu o pomérné obecnych pojmech a matematickych strukturach, na nichZ se
zakladaji moderni geometrické metody ve fyzice, lze ziskat i bez uvedeni pfesnych
definic pomoci duleZitych a v aplikacich Casto uZivanych specidlnich pfipada téchto
struktur. Nejdilezitéjsi z nich zavedeme pro pfipad jednoduchych ¢iselnych prostort.

Fibrovan4 varieta a jeji prodlouZeni

Necht X = R", V < R™jsou oteviené mnoZiny, Y = X x V< R**™ Body té&chto
mnoZin jsou dany standardnimi soufadnicemi (x) = xe X, (x%, )°) = ye Y, kde 1<
<i<n, 1=0 =< m Zobrazeni n: Y3 (x',)°) - n(x’, y°) = (x') e X je tzv. (pfiro-
zend) projekce. Trojice (Y, n, X) je pfikladem fibrované variety s bazi X. Libovolné
diferencovatelné zobrazeni y: X — Y s vlastnosti n o7y = idy, kde idy je identické
zobrazeni X na sebe, se nazyva fez projekce m. V soufadnicich ma fez y tvar y(x) =
= (x, 70(x)) = (%, y7yo(x’)), kde y°y, jsou slozky funkce yo: X > V. (Pron =m = 1
si Ize y(X) pfedstavit jako graf funkce definované na intervalu X ) MnoZinu vSech fezil
projekce m oznaCujeme I'(m). Dale oznaime j'Y=X x Vx R™, j2Y =X x V x

x R™ x R¥™m+D 'Y =X x Vx R™ x ... x R™, kde s = (n+:—1> . Je-

li 7,:j"Y— X opét (pfirozena) projekce, je trojice (j'Y, m,, X) fibrovanou varietou
s bazi X. Fibrovana varieta (j'Y, n,, X) se nazyva r-jetovym prodlouZenim variety
(Y, =, X). Pfirozenou projekci j'Y — j°Y pro libovolné r > s ozna€ime =, .. Pro bod
we Y piseme w = (x', y°, y7,, ..., ¥, ... j,)- Podobné& jako pro (Y, n, X) lze definovat
fezy fibrovanych variet (j'Y, n,, X). DiileZité (specialni) fezy fibrované variety (j'Y, n,, X)
jsou definovéany touto konstrukei. Nechty e I'(n). Zobrazenijy : X — j'Y definované
vztahem j"(x) =(x, yo(x), Dyo(X), ..., Dyo(x)), kde D*y((x), 1 < k < r, je matice tvo-
fena parcialnimi derivacemi k-tého fadu zobrazeni y, v bodé x, tj. prvky
*y%yo(x))oxIt ... 8%, se nazyva r-jetovym prodlouZenim Fezu y.

Transformace fibrované variety a jeji prodlouzeni
Nechfoa:Y— Y, a, : X > X jsouvzdjemnéjednoznalna zobrazenitiidy C” s vlastnosti
Toa = 0gonm. Dvojici («, a,) nazyvdme transformaci fibrované variety (Y, =, X).

Pfirozenym zpiisobem vznika prodlouZeni (j «, a,)této transformace na varietu (jY, n,, X),
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poloZime-li pro kazdyfezy e I'(n) jo(i"y(x)) = (F(eyxs')) (2o(x)). Plati =, o ja =
= 0gom,, je tedy (j@, &) transformaci fibrované variety (j'Y, x,,X). Transformace
fibrované variety maji tizkou souvislost s vektorovymi poli na varieté. Vektorovym
polem na Y rozumime diferencovatelné zobrazeni pfifazujici bodtim variety Y teéné
vektory k Y v t&chto bodech. Teny vektor k parametricky zadané kfivce {(t) v bod&
y = {(0) znagime Z = [(y, {)] = (v, (d¢(t)/dt),). Tetné vektory v bod& y tvoii vekto-

rovy prostor T,Y, tzv. tecny prostor k varieté Y v bod€ y. Znac¢ime TY = | T,Y a po-
yeY

dobné TX = | T.X. Projekci = je indukovano tecné zobrazeni Trn : TY —» TX vztahem

xeX
TrZ(y) = &(n(y)) = [n(y), n o {)] € TX pro libovolny vektor Z(y) = [(y, {)] € TY. Vek-
torové pole = na Y se nazyva n-projektabilni, jestliZe existuje vektorové pole & na X
tak, Ze Tn(Z) = ¢ Vyznanym specidlnim pfipadem z-projektabilnich vektorovych
poli jsou tzv. vertikdlni vektorova pole Ey s vlastnosti Tn(Zy) = 0, tj. vektorova pole
s nulovymi sloZkami ,,podél* baze X.

UvaZujme nyni jednoparametrickou grupu transformaci (o, o) variety (v, =, X),
kde t je redlny parametr. Pro pevné y € Y je obrazem otevieného intervalu parametri
kfivka t — «(y), jiz odpovida te¢ny vektor v bodé y. Provedeme-li tuto konstrukci
v kaZzdém bodg y € Y, vznikne na (Y, n, X) projektabilni vektorové pole, jednozna&ng&
uréené danou grupou transformaci. Naopak, kaZzdym projektabilnim vektorovym po-
lem Z je jednoznaéné urdena soustava jeho integralnich kfivek a lokalni jednopara-
metrickd grupa transformaci (o, o) variety (Y, m, X). ProdlouZeni j'E vektorového
pole & se pak zavadi vztahem

JE((x) = {g—t j'afya‘(ait(x))} ,

0
kde 7 (resp. x) probiha mnoZinu I'() (resp. X).

Diferencialni formy, horizontalizace, Eulerova-Lagrangeova forma

K pojmu diferencialni p-formy na varieté, dnes jiZ béZné v matematické fyzice pouZiva-
nému, pouze piipomefime, Ze jde o pole antisymetrickych p-linearnich zobrazeni p
vektorovych argumentil z teéného prostoru k varieté v daném bod€ w do télesa realnych
Cisel, kde w probihd danou varietu. Zékladni informace o formach a operacich s nimi
(vnéj§i derivace d, vnéjsi soucin A, Lieova derivace J, podle vektorového pole &, kon-
trakce i; a pullback f* asociovany se zobrazenim f) najde &tenaf napfiklad v knihach
[9, 10].

DiileZitou roli na fibrovanych varietach hraje pojem horizontalni formy. Horizontdlni
p-forma na fibrované varietd (Y, z, X) je p-forma na Y, kterd se anuluje vidy, kdyz
alespoti jeden z jejich vektorovych argumentii je vertikalni vektor. V soufadnicovém
vyjadieni takové formy se pak objevi jen diferencialy dx’, 1 < i < n (slozky formy
obecné& zavisi na vSech soufadnicich x’, y”). Zcela analogicky jsou definovany horizon-
talni formy na prodlouZeni (j'Y, n,, X) variety (Y, =, X). Libovolné p-form& w na
(j"Y,m,, X)1ze p¥ifadit jednozna&n& horizontalni formu h(w) na (j**'Y, n,,,, X) tak, aby
platilo jy*@ = j”*!y*h(w) pro kaZzdé y e I'(n). Toto ptifazeni h se nazyva horizontali-
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zace. V soufadnicich je lze definovat vztahy h(f) = f pro funkci (0-formu), a dale
h(dx®) = dx*, h(dy5,.. ;) = ¥5,..u dx', kde formy na pravych stranach chdpeme jako
formy na (j**'Y, ., X). Tyto vztahy spolu s poZadavkem linearity a zachovani
vnéjsiho soudinu pak definuji horizontalizaci pro formy vyssich stupiid.

Diferencovatelnou funkci L= L(x', y°, ¥5, ..., ¥5,..;;) na (j°Y, m,, X )nazveme Lag-
rangeovou funkci a horizontalni n-formu A = Lo, na (j'Y, r,, X), kde wy = dx' A ...
...A dx", Lagrangeovou formou nebo prosté lagrangidnem. Funkce E,(L), tvorici
levé strany Eulerovych-Lagrangeovych rovnic Lagrangeovy funkce L, nazveme Eulero-
vymi-Lagrangeovymi vyrazy. Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy maji tvar

_v J oL
E,(L) ,-;) (=174, ... d;, 6)}?1“.”,

kde pouzivame standardni sumacni konvenci a kde d; zna¢i uplnou derivaci vzhledem
k x'. Funkce E,(L) Ize povaZovat za sloZky pole geometrického objektu definovaného
invariantng, tj. na soufadnicich nezavisle, tzv.Eulerovy-Lagrangeovy formy E, = E,(L)
®° A @y lagrangianu A, kde o° = dy° — y? dx'. Tzv. Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni,
pfifazujici lagrangianu A jeho Eulerovu-Lagrangeovu formu, je linearni a pro kazdou
transformaci (o, o) variety (Y, z, X) plati j*a*E, = E,,.;. Posledni vztah vyjadtuje
skutecnost, Ze Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni je pfirozené, tj. Ze Eulerova-Lagran-
geova forma transformovaného lagrangianu je rovna transformované Eulerové-Lagran-
geové formé ptivodniho lagrangidnu. ReSeni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic E, (L) =
= 0 jsou fezy y € I'(n), které nazyvame extremdly lagrangianu A.

3. ZOBECNENE TRANSFORMACE INVARIANCE

Geometrické nebo fyzikalni symetrie konfiguraéniho prostoru se odrazi ve vlastno-
stech invariance rovnic, charakterizujicich vyvoj daného fyzikalniho systému, a obra-
cené vlastnosti invariance pohybovych rovnic vedou k dulezitym symetriim jejich feSeni.
Vzniklou situaci Ize v ramci variacni teorie charakterizovat tzv. zobecnénymi transfor-
macemi invariance lagrangianu danych rovnic [11]. Rikdme, Ze transformace (, o)
fibrované variety (Y, =, X) je zobecnénd transformace invariance lagrangianu prvniho
fadu A, zachovava-li Eulerovu-Lagrangeovu formu E,, tj. plati-li j2a*E; = E,.

Vyznam uvedené definice spog&ivd predevsim v souvislosti grup zobecnénych transfor-
maci invariance s integraly pohybovych rovnic, z nichZ nékteré lze v mechanice
interpretovat jako zachovavajici se veli¢iny (napiiklad energie, hybnost).

Definici zobecnéné transformace invariance lagrangianu lze pfimo prenést do teorie
poli vyssiho fadu. PonévadZ pro lagrangian 4 na jY je Eulerova-Lagrangeova forma
E, definovan4 na j*Y, fkame, Ze transformace (a, «,) fibrované variety (Y, 7, X) je
zobecnénd transformace invariance A, plati-li

j2 a*EA = E}.’

Neékteré tfidy zobecnénych transformaci invariance lze charakterizovat jednopara-
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metrickymi grupami, jednozna&n& uréenymi jejich generatory (viz kap. 2). Uloha nale-
zeni vSech jednoparametrickych grup zobecnénych transformaci invariance je tedy
ekvivalentni nalezeni pfislusnych generatord. V dikazu tvrzeni, které k tomu zformulu-
jeme, stejné jako v teorii tzv. ,,diferencidlnich zakoni zachovani®, hraje podstatnou roli
diferencialni forma

n r—1

(1) 0, = Lo, + _;1 (k;df;‘jlmjkw;w-fk) N@;,
kde
w; = (—1)"tdx' A AdX T AdXITEA L A dX",
r—k—1
fiirde = y (_1)1 dy, ... d;, ,_”L_ ,
1=0 a)’i,...i,ij,...jk

asociovana s lagrangianem r-tého fadu A = Lw,. Tato forma patfi do dulezité tfidy
tzv. Lepageovych ekvivalentii lagrangianu A, umoZiujicich invariantni formulaci teorie
variaénich problémi vyssiho fadu [12]. Ctenaf se miZe presvédiit pfimym rozepsanim
vztahu (1), Ze v klasické mechanice, tj. pro n = 1, r = 1, vede tato forma ke konstrukci
zobecnénych hybnosti a hamiltonidnu. Zobecnéné transformace invariance jsou charak-
terizovany timto tvrzenim:

Transformace (a, o) fibrované variety (Y, 7, X) je zobecnénou transformaci inva-
riance lagrangidnu A prdvé tehdy, kdy? pro jisté pfirozené Cislo S Z r lze najit dife-
rencidlni (n — 1)-formu n definovanou na j Y takovou, ?e plati ), — j'a*}. = h(dn)

Dukaz tohoto tvrzeni, vyuZivajici jednak vlastnosti horizontalizace, jednak linearity
a prirozenosti Eulerova-Lagrangeova zobrazeni, se opirda o podminku charakterizujici
tzv. jadro Eulerova-Lagrangeova zobrazeni, definované jako mnoZina vSech takovych
lagrangiana A, pro néZ jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice identicky splnény, tj. E, = 0
Je znamo, 7e vSechny tyto lagrangiany vzniknou horizontalizaci vné&ji derivace jisté
(n — 1)-formy n definované na j°Y, s = r, tj. A = h(dn). Tato skutecnost je pro r-ty
fad disledkem teorie Lepageovych forem [12], pro prvni ¥ad ji lze dokéazat pfimo
[3]. Podminka E; — j*a*E; = 0, charakterizujici fakt, Ze («, o) je zobecn&na trans-
formace invariance, je vzhledem k pfirozenosti a linearit¢ Eulerova-Lagrangeova
zobrazeni ekvivalentni podmince E;_;-..; = 0, z niZ vyplyva existence formy s vlast-
nosti A — ja*A = h(dn).

UvaZujeme-li jednoparametrickou grupu (o}, «;) zobecnénych transformaci inva-
riance lagrangianu s generatorem Z, jehoZ projekce je &, pak podminka A — jio>*A =
= h(dn,) plati pro kazdé ¢ z jistého otevieného intervalu (—e, ¢) a derivaci podle ¢
v bodé t = 0 dostavame infinitezimdlni verzi kritéria zobecnéné invariance

0jrzh = h(dn)

(s formou n na parametru ¢ jiz nezévislou). Tuto rovnci lze povaZovat za zobecnéni
rovnice Noetherové-Bessel-Hagenovy (NBH), znamé z teorie prvniho fadu [3, 11].
Tato rovnice neni jen kritériem pro zjiSténi, zda dané vektorové pole = generuje grupu
zobecnénych transformaci invariance daného lagrangidnu. Jeji vyznam je podstatn&
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$irsi: jestliZe n probiha prostor (n — 1)-forem definovanych na j°Y, s 2 r, lze feSenim
rovnice vzhledem k neznamé = nalézt vSechny generatory jednoparametrickych grup
zobecnénych transformaci invariance daného lagrangidnu nebo naopak, feSenim vzhle-
dem k A urdit viechny lagrangiany, kterym p¥islusi jednoparametricka grupa zobecné-
nych transformaci invariance generovana danym vektorovym polem =. MnoZina vSech
generatorl grup zobecnénych transformaci invariance ma, stejné jako v pfipadé lagran-
gianu prvniho fadu, strukturu Lieovy algebry (tento fakt miZeme pouZit napf. pfi
feSeni rovnice NBH).

Pfejdeme nyni ke studiu lagrangidnti se zadanymi zobecnénymi transformacemi
invariance. Nechf A je lagrangian r-tého ¥adu, = generator jednoparametrické grupy
zobecn&nych transformaci invariance. UvaZujme Lepageiv ekvivalent (1) lagrangidnu
A. Podle standardnich pravidel pro po¢itani s Lieovymi derivacemi je

aer—l'_:@l = ii2r—15 d@l + dier—iE@;' .

Odtud uzitim rovnice NBH a upravami dostaneme h(0;:r-1:0;) = 0.4 = h(dn) =
= h(ij2r-12d0O,) + h(dijzr—120;) = ijzrzE; + h(dij2r-1:0;). Pro kaZdou extremdlu
y : X - Ytedy plati

(2) jzr—ly*h(dn - dij:r—ls@l) = djzr_l'y*(n - ier—l.._':"@A) = 0 .

Toto tvrzeni je obsahem proniho teorému E. Noetherové pro lagrangian A. Diferencialni
forma n — ij2r-120; se nazyva noetherovsky tok asociovany s generatorem Z. Samotny
vztah (2) se nazyva diferencidlnim zdkonem zachovdni toku 5 — ijs-150;. Vzhledem
ke svému tvaru se da snadno (pomoci Stokesovy véty) integrovat na n-rozmérnych
oblastech Q = X. Pro pfipad klasické mechaniky Castic se noetherovské toky stavaji
funkcemi poloh a rychlosti ¢astic.

Uvedené vysledky, formulované globalné pro fibrovanou varietu zavedenou v kap. 2,
Ize zobecnit na pifipad obecnych fibrovanych variet s tim, Ze jejich charakter bude
pouze lokalni, obecné v§ak nemohou byt bez dodateénych predpokladii o topologické
struktufe fibrované variety (Y, m, X) rozsifeny na celou varietu.

4. INVARIANCE A INVERZNI PROBLEM VARIACNIHO POCTU

V této Casti prace formulujeme a fe§ime problém, jak k danym transformacim sy-
metrie fyzikalniho systému najit diferencidlni rovnice invariantni vici t&émto transfor-
macim a zaroveii variacni, tj. odvoditelné z né€jakého lagrangidnu jako jeho Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice. Podobny problém pro lagrangidny prvniho fadu byl studovéan
v praci [7]. Obdobné problémy se vyskytuji ve fyzice pfi studiu struktury interakci
fyzikalnich systém, jejichZ symetrie jsou znamé.

Prejdeme k presngjsi formulaci. UvaZujme fibrovanou varietu (Y, m, X) a systém
funkci ¢,, na j*Y, kde ¢ = 1, ..., m, m = dim Y — dim X. Tyto funkce definuji systém
parcialnich diferencialnich rovnic fadu 2r

v 2rev
(3) (' S(x), gf_ R A

%! axix 0Xi"



pro neznamé funkce f* = f*(x’). Klademe pfi standardniia znadeni ¢ = £,0° A ®,. ¢ je
diferenciélni (n + 1)-forma na j*'Y. Rikéme, Ze systém rovnic (3) je variacni, existuje-li
lagrangin 1 tak, Ze ¢ je jeho Eulerova-Lagrangeova forma, ¢ = E,, tj. Ze ¢, = E,(L).
Necht dale G je Licova grupa transformaci fibrované variety (Y, m, X). Rekneme, Ze
systém rovnic (3) je G-invariantni, jestlize forma & je invariantni vzhledem ke kazdé
transformaci grupy G. K feseni vySe formulovaného problému nyni pouZijeme rovnici
Noetherové-Bessel-Hagenovu a vétu o feSeni inverzniho variaéniho problému, dokaza-
nou v praci [12]. Soudasnym uplatnénim t&chto vét dostavame toto tvrzeni:

Systém rovnic (3) je variacni a G-invariantni tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény
tyto dvé podminky:

(I) Pro kaZdé vektorové pole =, generujici transformace grupy G
(4) aerEE = O .
(IT) Funkce ¢, splfiuji systém rovnic
(9 (e = =% (0 (4 g, di 22 =0,
ay.;l-ujl ay;hnit k=1+1 I ay;l---jk

1=0,...,r.

K praktickému uréeni G-invariantnich a variaénich rovnic tedy pouZijeme vztahd
(4), (5), ve kterych &, jsou hledané funkce. Pak s kaZdym vektorovym polem Z, generu-
jicim transformace grupy G, lze svazat jisty noetherovsky tok. Skute¢né, podle pfedpo-
kladu existuje lagrangian A tak, Ze ¢ = E,, Z tedy generuje zobecnéné transformace
invariance lagrangidnu /A a hledany noetherovsky tok dostaneme ve tvaru n — i2,-1:0;
(viz kap. 3). Je tedy a priori jasné, Ze ziskané rovnice &, = 0 maji ,,pohybové* integraly,
definované grupou G analogicky jako v klasické mechanice, a Ze tyto integraly lze ex-
plicitn€ urdit.

Na z4vér uvedeme aplikaci obecné teorie v mechanice &astic [7].

Fibrovanou varietou systému dvou &astic v klasické mechanice je (R x R*® x R?,
7, R), kde R* x R? je konfigura¢ni prostor (6 stupiii volnosti) a ¢as ¢ probih4 bazi R.
Na varieté§ R x R? x R? piisobi jako grupa transformaci strukturni grupa klasické
mechaniky — Galileiho grupa G. Necht ¢ — (x'(¢), y'(¢)) je k¥ivkav R®* x R3, i = 1,2,
3, a hledejme systém rovnic druhého fadu

(6) gk(ts xis -"Ci,i'; yi’ -}}i’-'y‘i) = 0’
&(t, x', X', %,y i, ¥) =0

pro tuto kfivku (,,trajektorii* dvou &astic). Lze ukazat, Ze tento systém rovnic je G-inva-
riantni a variaéni pravé tehdy, kdyz

& = fijxX! + hgi’ + gis
& =fkj3‘i + ij.}}j + g

proj, k = 1,2, 3, kde
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op o B du  Oadp 2 0p?

Zde r' = x' — y', ¥ = X' — y%, g,; = 8, jsou komponenty metrického tenzoru, f, h,
@, Y jsou funkce promé&nnych a = g;;r'r/, B = g,;#'r/, y = g,;#+ a c, K jsou libovolné
konstanty.

Z rozboru téchto rovnic mj. vyplyva, Ze tfeti Newtontiv zdkon je pfimym duasledkem
variaénosti pohybovych rovnic. Newtonovy rovnice jsou specidlnim pfipadem rovnic
(6); jsou to pravé ty rovnice, které maji lagrangian tvaru L= T, + T, — U, kde Ty, T,
jsou lagrangiany volnych &astic a interakéni &len U zavisi pouze na proménné r'.
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