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Nadrealna Cisla

Povidka o tdm, jak dva byvali studenti
matematiky skrze matematiku ke $tésti dosli

Donald E. Knuth, Stanford, California, USA*)

Autor knihy Nadreélna Cisla je dobie zndm predevsim svymi pracemi z oboru vypocetni
techniky (hlavné The Art of Computer Programming). Zdméry, které sledoval sepsdnim
predklddané knihy, vysvétlil svym Ctendiim v origindle knihy v proni Cdsti doslovu.
Tato ¢ast doslovu je v prekladu zarazena jako predmiuva.

Pro doplnéni zde pouze poznamenejme, Ze predklddany text Ize brdt vdzné nejenom po
strdnce metodické, ale i po strdnce odborné. Kniha obsahuje zdklady Conwayova zobecnéni -
Dedekindovy a Cantorovy vystavby ¢iselného systému. Conwayiw Ciselny systém vznikl pri
analyze kombinatorickych her, md vsak aplikace i ve vypocetni technice. BliZ5i informace
najde &tend¥ v knihdch: J. H. Conway: On Numbers and Games, Academic Press (1976)
a E. R. Berlekamp, J. H. Conway, R. K. Guy: Winning Ways, Freeman (1977). -

Druhd &dst origindlniho doslovu, kterd obsahuje metodické pozndmky a dopliikovd
cviceni k textu, bude uvedena za zdvérecnou ¢dsti prekladu. (Pozn. piekladatelky.)

Predmluva

Zesnuly madarsky matematik ALFRED RENYI napsal tfi podn&tné Dialogy o matema-
tice, které byly vydany roku 1967 v San Francisku nakladatelstvim Holden - Day.
Prvni dialog, ktery je situovan do starovékého Recka kolem roku 440 pt. n. 1., pted-
stavuje Sokrata a jeho sty velice p€knym zplisobem popisuje podstatu matematiky.
Druhy dialog, ktery se idajné odehral roku 212 pf. n. 1., obsahuje stejné péknou Archi-
medovu rozmluvu o aplikacich matematiky. Treti se tyka matematiky a v&dy a Rényi
v ném dava oZzit postavé Galilea, ktery k ndm promlouva asi z roku 1600 n. 1.

Nadreilna disla jsem napsal jako matematicky dialog sedmdesatych let tohoto stoleti.
SnaZil jsem se v ném zdlraznit podstatu tvofivé matematické price. Tento text jsem
napsal hlavné pro zabavu, a proto doufam, Ze i tenafi si z n€ho odnesou trochu poté-
Seni. Pfizndvam vsak, Ze mé& k jeho napsani vedl i jiny zavaZzny diivod. Chtél jsem jim
poskytnout material, ktery by pomohl pfeklenout jeden z nejzavaznéjSich nedostatki
soutasného vzd&lavaciho systému, totiZ nedostateénou priipravu pro vyzkumnou préci.

*) V tomto &isle zadindme otiskovat preklad knizky D. E. KNUTHA Surreal Numbers, ktera
vysla v roce 1974 v nakladatelstvi Addison-Wesley. Zbyvajici ¢asti prekladu vyjdou v &islech 3,
4, a 5 tohoto ro¢niku. PifeloZila HELENA NESETRILOVA. Copyright © 1974 by Addison-Wesley
Publishing Company, Inc.
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Student ma totiZ pfed ukongenim vysoké Skoly*) jen velice mélo pfileZitosti k tomu,
aby poznal, jak skuteén& vznika novd matematika.

Rekl jsem si, Ze ,,tviiréi praci se nikdo nenau¢i pomoci uebnice a Ze by ucelu 1épe
poslouZil n&jaky ,,anti-text* jako tfeba tato povidka, snaZil jsem se proto napsat pravy
opak Landauovych Grundlagen der Mathematik. Chtél jsem ukazat, jak se matematika
miZe dostat ze tfid a posluchdren ven do skutetného Zivota a snaZil jsem se prim&t
Stenafe k tomu, aby ke zkoumdani abstraktnich matematickych myslenek pouzival
vlastni hlavu.

Pfipada mi, Ze nejlep$i zpisob, jak n€koho zasvétit do metodiky matematického
vyzkumu, je sezndmit ho s detailnim studiem né&akého piipadu. Neddvno vznikla
Conwayova teorie ¢isel mi z tohoto hlediska pfipadala jako vyborny prostfedek, na kte-
rém lIze dobfe ilustrovat dileZité aspekty matematického vyzkumu. Je to totiZ teorie
bohat4, kterd viak nevyZaduje témé¥ ¥4dné predb&’né znalosti, pfitom souvisi jak s al-
gebrou, tak s analyzou a navic je jesté stale z velké ¢4sti neprozkouména.

Chtél jsem tedy ¥ici, Ze mym hlavnim cilem nebylo naudit n€koho Conwayovu teorii,
ale naudit ho, jakym zplisobem postupovat pfi vytvafeni takové teorie. Zachytil jsem
proto v knize nejen to, jak dvé hlavni postavy zkoumaji a postupné buduji Conwaytv
Siselny systém, ale i jejich chybné zagatky a omyly spolu s dobrymi napady. Snazil
jsem se pokud moZno Vv€rné€ zachytit dilezité zasady matematiky, jeji metody, radosti,
vasné i jeji filozofii.

Napsal jsem povidku tak, jak jsem ja sdm pfi zkoumani postupoval, aniZ bych pii tom
pouzival n&akych vnéj§ich pramenti. Mym jedinym voditkem byla mlhava vzpominka
na rozhovor, ktery jsem mél s Johnem Conwayem asi pied rokem pii ob&dg.

Tato kniha je urlena predevsim studentim matematiky zhruba ve druhém a t¥etim
roéniku studia. V rdmci tradi¢ni vyuky se da zfejmé nejlépe pouil’f bud jako A. doplii-
kovy text k pfednaskam ,,Uvod do abstraktni matematiky* nebo ,;Matématické logika®,
nebo B. jako hlavni text v seminafi pro posluchade niZ§ich roé’:nikﬁ, ktery je zamé&fen
na vychovu studentti k samostatné préaci.

1. Kamenna deska

. Tak co, Bille, myslis si, Ze jsme tu nasli sami sebe?

Coze?

. Podivej, Zijeme tu spolu uZ n€kolik mésicti. Tady, na biehu Indického ocednu, je
civilizace a v8echno, co k ni patii a pfed &im jsme utikali, p&€kn& daleko. KdyZ jsme
odchazeli, fikali jsme si, Ze tu ,,najdeme sami sebe‘, tak m& zrovna napadlo, jestli
si mysli§, Ze se ndm to podafilo. .

B. Alice, j4 se ti pfizndm, pravé jsem na to taky myslel. ProZil jsem tu s tebou bajednou

dobu a kone¢né si pfipadam zase jako Elovék. Ale v posledni dobé jako by mi n&co

schazelo ... néco z toho, pfed &éim jsme utikali. Dostal jsem t¥eba stra$nou chuf

> W

*) V originédlu: ... until students reach graduate school. (Pozn. pt.)



> w

W >wp>

w >

w >

precist si n€jakou knizku. Ty si urdité bude§ myslet, Ze jsem cvok, ale ja bych uZ
precetl i matematickou udebnici. Jak tu tak leZim, vzal bych za vdék i oby&ejnou
ki¥izZovkou.

vy

. S tou kfiZovkou to, doufam, nemysli§ vazng, ale celkem ti rozumim. P¥ipomina mi to

konec prazdnin. Jako mald holka jsem se nikdy nemohla do&kat konce $kolniho
roku, vZdycky uZ od kvétna se mi dny aZ do za&atku prazdnin pomalu a nudng viekly,
ale v zafi jsem byla kupodivu n&jak rada, Ze jsem zase zpatky ve $kole.

. Mam tady chléb, vino a Zenu po boku a nemohu zrovna fict, Ze se mi dny nudng

vle€ou, ale pfesvéddil jsem se tu na vlastni kiiZi, Ze prosty a romanticky Zivot mi
ke $t&sti nestaci. Potfebuju n&co komplikovangjsiho, potfebuju o n&éem premyslet.

. KdyZ pro tebe nejsem dost komplikovana, tak nejsem, co se da délat, proto ti na-

vrhuju, abychom se radsi zvedli a vydali se na priizkumnou cestu po plaZi. Tfeba
najdeme néco zajimavého a budeme s tim moct néco podniknout.
(si sed4) To neni Spatny napad, ale napfed si jdu zaplavat.

wvwvr

. (b&zi do vody) Ja taky, o co, Ze m& nechyti§?

Podivej, Alice, co je to tamhle? Vidi§ to? Né&jaky podivny éerny kdmen a je skoro
cely zasypany piskem.

. Co to je, to teda nevim, nic mi to nepfipomina, ale podivej se, tady vzadu jsou

né&jaké zvlastni Skrabance.
Ukaz ... pojd, vyhrabeme ho, vypada skoro jako z muzea a navic je p&€kné& t&Zky.

A to, éemu ty Fik4as$ Skrabance, mi pfipada jako n&jaké staré arabské znaky ... nebo
pockej, mohla by to byt i hebrejtina, musim si to oto€it vzhiiru nohama.

. Hebrejstina ...?

Jo, kdysi jsem se trochu hebrejsky uéil a zda se mi, Ze bych to mohl pfedist.

. Archeologové to tu je$té¢ moc neprozkoumali, takZe mame nad&ji, Ze jsme nasli

novou Rosettskou desku nebo néco takového. Vylustil uz jsi z toho néco?
Pockej, nech m& chvilku ... Tady vpravo nahofe to za¢iné n&jak jako: ,,Na podatku
v$eho byla pridzdnota a ...« ‘

svrv

. Péani, to za¢in4 jako bible, prvni kniha MojZiSova. Nemyslis, Ze . ..

Nemyslim. Tohle mé totiZ upln€ netradiéni pokradovani. Vezmeme si ten kamen
s sebou, mam dojem, Ze se mi to podafi pfeloZit.
Ale Bille, to je pfece piesné to, co jsi potfeboval!
Jest& Ze jsem fikal, Ze umirdm touhou po n&jakém &teni. Nemyslel jsem tim sice
presné tohle, ale uz se viibec nemohu doc¢kat, aZ se na to budu moct pofadn& podivat.
Neni mi zatim Gplné€ jasné, jestli je to povidka nebo co. Je tu néco o Cislech a ...

. Tak se mi zda, Ze se to tady vespod ulomilo, kdmen byl asi piivodng v&tsi.

To je naSe §tésti, jinak bychom s nim asi viibec nehnuli. I kdyZ tu§im, Ze se n4pis
stane zajimavy pravé tam, kde je kAmen ulomeny.

. Tak se miiZe§ pustit do pfekladani. J4 ti s tim asi moc nepomohu, protoZe jazyky

nejsou moje silna stranka. Pdjdu radsi sehnat néco k veCefi, mohu tfeba natrhat
né&jaké ovoce, co bys fikal datlim?
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Tak, Alice, uz to madm. Na n€kolika mistech si sice nejsem ipIné jist, nezndm né€kolik
znakd, ale to budou asi n&jaké archaismy. Celkem myslim, Ze vim, co tu stoji. Poslou-
chej, tohle je téméf doslovny preklad:

Na poéatku vSeho byla prazdnota a J. H. W. H. Conway zadal tvofit ¢isla. I ¥ekl
Conway: ,,Necht jsou dvé pravidla, kterd vSechna &isla vytvareji, mald i velk4.
Toto budiZ pravidlo prvni: Ka%dé &islo necht odpovidd dvéma mnoZindm &isel u
stvofenych tak, Ze Zadny prvek mnoZiny levé neni vét$i nebo roven Zadnému prvku
mnoZiny pravé. A toto budiZ pravidlo druhé: Jedno Cislo je mensi nebo rovno
Cislu druhému tehdy a jen tehdy, kdyZ Zidny prvek z levé mnoZiny prvého Cisla
neni vétSi nebo roven druhému c¢islu a Zadny prvek z pravé mnoZiny druhého Cisla
neni men$i nebo roven Cislu prvému. I prozkoumal Conway tato dvé pravidla,
ktera vytvoril a ejhle, byla dobra.

A prvé Cislo bylo stvofeno z prazdnoty levé mnoZiny a prazdnoty pravé mnoZiny.
I nazval Conway toto &islo ,,nulou® a ¥ekl, e bude znamenim oddélujicim ¢fsla
kladni od Cisel zapornych. Dokdzal Conway, Ze nula je mensi nebo rovna nule
a vidél, Ze je to dobré. I byl vecer, a bylo jitro, den nuly. P¥iStiho dne byla stvofena
daldi dvé cisla, jedno s nulou jako levou mnoZinou a jedno s nulou jako pravou
mnozinou. I nazval Conway prvé {islo. ,,jedni¢kou* a druhé nazval ,,minus jedni¢-
kou“. A dokdzal, Ze minus jednicka je mensi, ale nerovna nule a nula Ze je mensi,
ale nerovna jedné. A byl vecer . ..

A dal je kdmen ulomeny.

Ty ... mysli§, Zes to prelozil spravng?

Trochu jsem to sice upravil, ale snad jo.

Ja jen, Ze Conway neni hebrejské jméno. Nepfidavas si néco?

To jméno miiZe byt sice trochu jiné, protoZe ve staré hebrejstiné se nepsaly samo-
hlasky, tfeba Keenawu, moZn4 i néco jako Khans, ale to spis ne. D€&lal jsem pfeklad
do angliétiny, tak jsem si vybral i anglicky jméno, na kameni je to tuhle, podivej se.
A J. H. W. H. miiZe tfeba znamenat Jehovah.

. Bez samohlasek . .. tak to by mohla byt pravda, ale co si 0 tom v§em vlastné€ mysliz?

Vim toho pravé tolik co ty, dv€ blaznivd pravidla pro &isla ... Snad je to n&jaka
pfedpotopni aritmetickd metoda, kterd byla zastarala uz v dob& kamenné. Mohli
bychom zitra vyzkousSet, co to d&l4, tfeba to bude legrace. Ted bych ale navrhoval,
abychom se najedli a §li spat, za chvili uz bude tma.

Dobte, ale napfed mi to jesté jednou predti, chtéla bych si to rozmyslet. KdyZ jsi
to Cetl poprvé, nebrala jsem t& vilbec vazZné&.

(ukazuje) ,,Na poéatku vSeho. ..

2. Symboly

A.

V noci jsem o tom piemyslela a vi§, co si myslim, Bille? Ten Conwayiiv kimen neni
vlastn& tak Gplné nesmyslny.
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Taky jsem se tomu snaZil pfijit na kloub, ale usnul jsem dfiv, neZ jsem néco vymyslel.
Tak povidej, poslouchdm.

Neni to tak velka zdhada, hlavni potiZ je asi v tom, Ze na desce se viechno popisuje
slovy. Podivej, co se stane, kdyZ se totéz vyjadii pomoci symboli.

Snad tu desku nechce$ deSifrovat pomoci moderni matematiky?

Moc mé to mrzi, ale pfipadd mi, Ze to ptijde. Prvni pravidlo potom fika, Ze kazdé
&islo x je vlastn€ dvojice mnoZin, nazvéme levou mnoZinu x; a pravou xp:

X = (st XP) .

Moment, nemusis kreslit do pisku, tuzku a papir snad pfece jenom nékde v ranci
"najdu. Pockej chvilku ... tak, tady to mas.

x = (X1, Xp) .
Pfitom x; a xp nejsou &isla, ale mnoZiny ¢isel a kazdé &islo v takové mnoZing je
samo dvojici mnozin a tak dal.
Zadrz, tvoje znaceni mé€ plete, co je mnoZina a co &islo.
Tak dobfe, budu pouZivat velk4 pismena pro mnoZiny &isel a mal4 pro &isla. Con-
wayovo prvni pravidlo tedy zni

0)) x=(X., Xp), kde X, & Xp.

B.

To znamend, Ze je-li x; libovolné &islo z X; a xp libovolné &islo z X, pak musi
spliiovat x; % xp. A tohle znamen4, Ze x; neni v&tsi nebo rovno xp.

. (se Skrabe na hlav€) Na mé je to je§t€ pordd moc rychle. Nezapomeii, Ze ty sis to

uZ vSechno rozmyslela, kdezto me€ se to teprve zacind pomalu rysovat. Kdyz &islo
je dvojice mnozin &isel a kazdé z nich je zase dvojice mnoZin Cisel atakdal atakdal,
jak chce$ viibec zacit?

. No vidi§, to je pravé to pékné na Conwayove€ schématu. Kazdy prvek mnoZin X; a

Xp musel uZ byt vytvofen pfedem a pro prvni den tvofeni, kdy jeSt& nebyla Zz4dna
&isla, se kterymi by se dalo pracovat, se za X, i X, vzala prazdnd mnoZina.

. 'V Zivot€ m& nenapadlo, Ze se doZiju dne, kdy prazdnd mnoZina bude mit n&jaky

rozumny smysl. To je teda skuteéné tvofeni néfeho z ni¢eho. Plati ale, Ze X; + Xp,
kdyZ jak X, tak X, jsou prdzdné mnoZiny? Jak by se néco mohlo nerovnat samo
sobé?

Vlastné jo, je to v pofadku, protoZe to znamena, Ze Zadny prvek prizdné mnoZiny
neni v&t§i nebo roven libovolnému prvku prazdné mnoZiny. To je pravdivé tvrzeni,
protoZe prazdnid mnoZina zadné prvky nema.

. TakZe se to celé rozb&hne docela dobfe a dostaneme tak &islo, kterému se fik4 nula.

KdyZ pro prazdnou mnoZinu pouZijeme symbol ), miZeme psat

0=(0,0).

To snad neni moZné.
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Druhy den uZ se pak da 0 pouZit v levé nebo v pravé mnoZing, takZe Conway dostane
dalsi dvé disla

—-1=0,{0) a 1=({0},0).

. Moment, zkontroluju to. Aby —1 byla &islo, tak musi platit, Ze Z&dny prvek prazdné

mnozZiny neni veétSi nebo roven 0 a pro 1 musi platit, Ze O neni v&tsi neZ libovolny
prvek prazdné mnoZiny. Clovée, s tou prazdnou mnoZinou to béje¢né funguje.
Myslim, Ze se jednou:odhodlam a napiSu knihu O vlastnostech prdzdné mnoZiny.

. Nikdy bys ji nedokon¢il.

Jestlize X; nebo X, jsou prazdné, pak je podminka X; % X, splnéna vzdycky, at
uZ je v druhé mnoZin€ cokoliv. CoZ znamend, Ze se da stvofit nekoneéné mnoho
Cisel.

Dobfe, ale co to druhé Conwayovo pravidlo?

To pouZije§, kdyZ chces§ zjistit, jestli X; + Xp v pfipad€, Ze jsou obé mnoZiny ne-
prazdné. Tohle pravidlo definuje mensi nebo rovno.

Symbolicky zapsano:

x<y znameni,? X., %y a x 2% Yp.

Pockej, uZ me zase predbihas. Podivej, X je mnoZina &isel a y je &islo, tedy dvojice
&iselnych mnozin. Co tim mysli§, kdyz piSe$ X, % y?

. Myslim tim, Ze kazdy prvek z X spliiuje x, % y. Jinak feceno, Zadny prvek z X

neni vetsi nebo roven y.

. Aha, takhle to je. A tvoje pravidlo (2) jesté€ navic ¥ika, Ze x neni v&ts$i nebo rovno

Zddnému prvku Yp. Musim si to porovnat s textem . ..

. Na desce je to trochu jinak, ale x < y musi pfece znamenat totéZ jako y = x.

Jo, ma§ pravdu. Ale moment, podivej se, co je tu vyryto na boku:
e =¢
1 =¢o2)
- = ( . .>

To jsou ty znaky, které jsem véera nemohl piecist, ale s tvou symbolikou je to iplng&
jasné: tahle dvojte¢ka oddgluje levou a pravou mnoZinu. Uréité jsi na stopg!

. Hele, rovnitka a viechno ostatni. Kamenik, co tohle tesal, zfejm& pouZival -

pro —1. Skoro se mi vic libi jeho znadeni neZ moje.

Tak se mi zd4, Ze jsme podcenili primitivni narody. Ur&ité neZili tak jednoduse,
jak si dneska myslime, a kdyZ se zrovna nemuseli starat o jidlo nebo o st¥gchu nad
hlavou, taky si obas potfebovali zam&stnavat mozkové zavity. Asi si historii dost
zjednodusujeme.

. To jo, ale da se to dé€lat n&jak jinak?

Taky pravda.
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Tak pojd, budeme pokradovat. Ted nasleduje kus textu, kterému nerozumim.
Prvniho dne tvofeni Conway ,,dokazuje*, Ze 0 < 0. Pro€ se viibec obt&Zuje, aby
dokazoval, Ze n&co je mensi nebo rovno samo sobg, vzdyt rovnost musi pfece platit?
A druhy den “dokazuje*, Ze —1 neni rovna 0, neni tohle samoziejmé bez dikazu,
kdyZ —1 je jiné &islo?

Vis co, pojd si radsi zaplavat.

Pro¢ ne, mofe vypada fajn a ji nejsem moc zvykld na tak dlouhé soustfedéni.
Jdeme!

. Dikazy

Néco me napadlo, kdyz jsme se koupali. Zacal j Jsem pochybovat, Ze jsem to skute¢n&
dobfe prelozil.

. Jak to? Podivej, kolik uZ jsme toho zkontrolovah to pfece musi byt dobfe.

Ja vim, ale kdyZ jsem na to ted znova myslel, nebyl jsem si iplné jist slovem, které
pfekladam jako ,,rovno‘‘. Mohlo by mit slabsi vyznam, tfeba ,,podobno‘‘ nebo
,»,jako*. Druhé Conwayovo pravidlo by potom znélo: ,,Jedno &islo je mensi neZ jiné
éislo nebo jako toto &islo tehdy a jen tehdy ... A pak mé smysl dokazovat, Ze
nula je mensi nebo jako nula, minus jednicka je mensi neZ nula, ale ne jako nula
a tak dal.

. Aha, to bude ono. Conway to slovo pouziva abstraktné, jako technicky termin,

ktery pak musi definovat pravidly. TakZe se samoziejmé snazi dokazat, Ze 0 je mensi
nebo jako 0, aby si ovéfil, Ze podle jeho definice je &islo jako ono samo.

A podafi se mu tohle dokazat? Podle pravidla (2) potfebuje ukazat, Ze Zadny prvek
prazdné mnoZiny neni v&t§i neZ 0 nebo jako 0 a Ze O neni v&ts§i nebo jako né&jaky
prvek prazdné mnoziny ... Hm, je to tak. Dva nula pro Conwaye a pro prazdnou
mnozZinu.

. Ale jak se mu asi podafilo dokazat, Ze —1 neni jako 0? Umim si to pfedstavit

jeding tak, Ze se dokaZe, Ze 0 neni mensi nebo jako —1. Myslim to takhle: podle
pravidla (2) umime Fict, jestli néjaké ¢islo je mensi nebo jako n&jaké jiné &islo, a tedy
jestlize x neni mensi nebo jako y, pak x neni mensi neZ y a x neni jako y.

Aha, potifebujeme teda dokazat: neni pravda, Ze 0 £ — 1. PouZijeme pravidlo (2)
prox =0a Y, = {0}, takZe 0 < —1 tehdy a jen tehdy, kdyZ 0 % 0. Ale 0je = 0.
to uz vime, proto 0 £ —1. TakZe Conway mél zase pravdu.

. Mysli§, Ze zkouSel taky —1 a 1? J& bych fekla, Ze ano, i kdyZ v textu se o tom nic

nefika. Jestli jsou jeho pravidla dobré, musi se podle nich nechat dokazat, ze —1
je mensi nezZ 1.

Tak to zkusime: —1 je (0, {0}) alje ({0}, 0), takze diky prazdné mnoZin& je zase
podlg pravidla (2) —1 £ 1. Na druhé strané 1 < —1 je totéZjako0 % —1al % 0,
tady pouzivime pravidlo (2), ale my vime, Ze ani jedno z poslednich dvou tvrzeni
neni v pofadku. Proto 1 £ —1 atoznamena, Ze —1 < 1. Vypada to, e Conwayovi
ta jeho pravidla funguji.

Zatim, ale to jsme aZ dosud pouzivali skoro pfi kazdém dikaze vlastnosti prdzdné
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mnoZiny, vSechny dasledky pravidel nejsou proto je$t€ Gpln& vid&t. Vsimni si, Ze
viechno, co jsme zatim dokazovali, by $lo shrnout n&jak takhle: ,JestliZe X a Y
jsou n&jaké &iselné mnoZiny, pak x = (9, X)ay = (¥, Q) jsoudislaa x < y.

. To se ti povedlo, moc se mi libi, jak jsi pravé dokazala nekoneén€ mnoho tvrzeni

formalng stejnym zplisobem, jako jsem to udé€lal jA pro n€kolik malo konkrétnich
pfipadi. Tomuhle se prece fik4 abstrakce nebo zobecnéni nebo tak né&jak. Ale
uméla bys taky dokézat, Ze to tvoje x je ostfe mensi neZ y? Pro moje jednoduché
pfipady totiZ tohle vZdycky platilo a skoro bych se vsadil, Ze to bude platit i obecné.

. Jen se neukvapuj, urcit€ to neplati, kdyZ X a Y jsou obé& prazdné, protoZe to by

znamenalo 0 & 0. Ale jinak to vypada dost zajimav&. Pojd zkusit tfeba pfipad,
kdy X je prazdna a Y neprazdn4, je potom pravda, Ze 0 je mensi neZ (Y, 0)?

. Jestli je, tak bych ¢&islu (Y, 0) fikal ,,kladné. Tohle pfece musel mit Conway na mysli,

kdy?z fikal, Ze 0 oddé€luje kladna a zaporna &isla.

. No jo, ale podivej, podle pravidla (2) je (¥, 0) < 0 tehdy a jen tehdy, kdyZ Zadny

prvek Y neni v&t3i nebo jako 0. TakZe kdyZ Y je napfiklad mnoZina {— 1}, pak
(Y, 0) < 0. Chces, aby kladna Cisla byla <0? Zalindm docela litovat, Ze jsme se
nevsadili.

. Jestli ti dobfe rozumim, tak (Y, 0) bude kladné, jen kdyZ Y bude obsahovat nulu

nebo ngjaké Cislo vetsi neZ nula. Asi ma§ pravdu, takZe ted vlastn& uZ rozumime
vSemu, o ¢em se v Conwayové textu mluvi.

. VSemu aZ k mistu, kde se kamen ulomil.

v v

Co tim chces Fict?

. Docela by mé€ zajimalo, co se stalo tfeti den.
. KdyZ uzZ zname obé€ pravidla, tak si to pfece dokdzeme odvodit sami. Jestli t& to bavi,

zkusime po obédé€ vymyslet, co se stalo tfetiho dne.

. KdyZ uz jsi o tom zadal, nemé&l bys jit chytit n&jakou rybu k ob&€du? Pokusim se

zatim najit né&jaké kokosy.

Spatn4 &isla

. Tak jsem pfemyslel, co se stane tfeti den a mam dojem, Ze to bude docela problém.

Jak se tvofi dal§i a dalsi &isla, podet moZnych mnoZin se hrozné rychle zvétSuje.
Myslim, Ze sedmy den uz byl Conway pfimo zraly pro odpocinek.

To je fakt. Taky jsem si to rozmyslela a na tieti den mi vychazi sedmnact Eisel.
Sedmnact? Ja jich naSel devatenact, dvé jsi nékde poztracela, podive;:

LD CDRID R TD R I b X T
C=ou) £:=0 () i) (2=0) 2=
o) Le=0) (= 6) Lo 1) {=0:1)=20)
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. Vidim, Ze uz za¢ina§ pouZivat starou symboliku. Ale proézapisuje$ ( :) ? Nula

byla pfece stvofena uz prvni den.
No, musime pfece porovnat stara a nova Cisla, abychom zjistili, jestli se k sob& hodi.

. Ale ja jsem napoditala sedmnact novych Cisel, takZe na konci tfetiho dne jich musi

byt dohromady dvacet. Podivej, chybi ti (-.‘ .) .

(zamrk4) No jo, ma§ pravdu. Hm, dvacet krit dvacet, to mame &tyfi sta riznych
pfipadl, které budeme muset presetfit podle pravidla (2). Nebude to zZadna velka
zibava, ale co se da délat, ned4 mi to pokoj, dokud si to neovéfim.

Mozna, 7e by Sel vymyslet zphsob, jak si tu praci zjednodusit.

To by nebylo Spatné ...

Mam uz prvni vysledek, 1 je mensi nez ({1}, 0). Dostal jsem to tak, Ze jsem napied
dokazal, Ze 0 % ({1}, 0).

Ja to zkousim trochu jinak. Pravidlo (2) fik4, Ze musime vyzkouset kazdy prvek X,
abychom se presvéd(ili, Ze neni vétsi nebo jako y, ale preci se nemusi zkouset kazdy
prvek. Jestlize néjaky prvek X, je = y, pak nejvétsi prvek X, musi byt taky =y.
Podobné stadi taky vyzkousSet x jenom proti nejmen$imu prvku ¥Yp.

Jo, to by mé&la byt pravda . .. Uplné stejng jako jsem dok4zal, Ze 1 je men3i nez ({1},
0), umim tedy taky dok4zat, Ze 1 je mensi neZ ({0, 1}, 0), ta ,,0° navic v X, nehraje
zadnou roli.

Jestli je pravda to, co fikam, ubyde ndm hodn& price, protoZe kazdé ¢&islo (X, Xp)
se bude ve vsech relacich £ chovat tplng stejné, jako kdyby se X, nahradilo svym
nejvétsim prvkem a X p nejmensim. Nebudeme muset uvazovat Zadn4 Cisla, ve kterych
X nebo Xp maji dva nebo vice prvki a deset z téch nasich dvaceti &isel bychom pak
mohli vyloudit.

. J& uZ tomu zase moc nerozumim. Jak bychom proboha mohli néco takového

dokazat?
No mohli, ale to bychom potfebovali néco na tenhle zpisob:

(T1) jestlize x<y a y=<z, pak x=Zz.

Na prvni pohled neni zfejmé, jestli to plati, ale s ni¢im, co zatim vime, to v rozporu
neni.

Jestli se Conwayova &isla chovaji jenom trochu slusnég, tak by to méla byt pravda.
Mohli bychom sice (T 1) pfedpoklddat a pokradovat dal, ale bylo by hez&i najit
dikaz hned a pro vsechna cisla najednou jenom pomoci Conwayovych pravidel.

. Tim bychom taky vyfeSili problémy kolem tfetiho dne a ani by to nedalo tak moc

prace. Ale jak na to ...
K ¢&zrtu, ty mouchy! Zrovna kdyZ se chci soustfedit. Vi§ co ... plijdu se na
chvili projit.

Jak pokracujes?
Spatng, pfipad4 mi, 7e pfemy3lim potad v kruhu a nemohu z neho ven; tohle %
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versus < mé& hrozn€ mate. VSechno se tvrdi negativn€ a véci se tim pfiSerné za-

motavaji.

. Mozn4, Ze (T 1) neplati.
. Musi pfece platit. Po&kej, vi§ co, zkusime dokazat, Ze (T 1) neplati. A kdyZ se ndm

to nepodafi, tak miZeme diikaz hledat pomoci pfi€iny netspéchu.

. To by mohlo jit. Vzdycky je jednodussi dok4zat, Ze néco neplati, nez dokazat,

Ze to plati.

Ve wr

. Pfedpokladejme, Ze mame tfi &isla x, y a z, pro kterd

X<y, y=z a x£z.

Copak nam o takovych ,,Spatnych* &islech fika pravidlo (2)?
Prvni dva vztahy znamenaji, Ze

XL v,
x 271
ra Yz,
y &Zp,

pak ma jesté platit, Ze x ¥ z, coZ znamena ...

. To znamen4, Ze je poruSena aspoil jedna nerovnost z Conwayova druhého pravidla.

Bud existuje &islo x; z X, pro které x; = z nebo existuje Cislo zp ze Zp tak, Ze
x 2 zp. KdyZ uz toho o x, y a z vime tolik, pfece se nAm musi podafit néco z toho
dokézat.

. No, x; je z X;, takZe nemiiZe byt v&tsi nebo rovno y. Rekn&me tedy, Ze je men3i neZ

y. Ale y £ z, takZe x; musi byt ... ale ne, promifi, nemohu pouZivat véci, které
jsme nedokézali.

KdyZ to vezmeme z druhé strany: vime,Ze y < zaz £ x;ay £ x, takhle dostane-
me dal3i t¥i $patn4 &isla, ale zase to nikam nevede. Vypada to dost beznad&jné.

. Ale Bille, tys na to pfiSel!
. Jak to?
. Podivej, jestliZe (x, y, z) je trojice $patnych &isel, pak mohou nastat tyto dva piipady:

Ptipad 1: n&jaké x, = z, pak (y, z, x) jsou dalif t¥i $patna &isla.

Ptfipad 2: n&jaké zp = x, pak (zp, X, ¥) jsou dalii t¥i $patna &isla.

Ale nezda se ti, Ze uZ zase uvazujes v kruhu? Vzdyt pofad nachazi§ jenom dal¥i a
dalsi Spatna disla.

. Myslim, Ze ne, protoZe v obou pfipadech je nové vznikla trojice $patnych &isel

vy ¥7ec

jednodussi neZ ta plvodni; jedno z &isel je totiZz ,,starSi“, bylo vytvofeno dfive.
A protoZe nemizeme pokradovat pofad dal a dal a nachézet star$i a star$i trojice
$patnych &isel, Zadné takova trojice tedy viibec neexistuje.

(se rozzafi) Pane jo, ty teda Fikas tohle: Kazdé &islo x bylo vytvofeno n&jakého dne
d(x). Mame-li tfi §patna &isla (x, y, z), pro néZ je soudet jejich dnti stvofeni d(x) +
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+ d(y) + d(z) = n, pak nastane jeden z téch dvou pfipadi, o kterych jsi mluvila,
a dostaneme trojici Spatnych Cisel, pro néz je soucet dnii mensi nez n. Z téhle trojice
vznikne zase dalsi, pro kterou je soucet dnii jest€ mensi a tak dal a tak dal, ale tohle
pravé neni moZné, protoze zadné tfi Cisla nemaji soudet dnét mensi neZ 3.

. Pfesné tak. Libi se mi zpiisob, jak jsi vyjadfil diikaz pomoci souétti dnii stvofeni.

Jestlize neexistuje trojice Spatnych Cisel, pro néz je soucet dnli mensi neZ n, pak je
v obou piipadech vidét, Ze neexistuje ani Zadna trojice, pro kterou je soudet dni
roven n. Rekla bych, Ze tohle je diikaz indukci podle souctu dnii.

. Hlavng, Zes to odborn€ pojmenovala. Myslenka, to je to podstatné!
. J4 to uznavam, ale kdyZ mySlenka dostane jméno, je jeji dalsi pouZiti jednodussi.
. Jo, ale jen kdyz ti jest€ n€kdy k néfemu bude. .. Ale co bych se roz&iloval kviili

novodobému matematickému slovniku, stejn€ oba dobfe vime, Ze jsme pravé
dokazali tranzitivni zékon.

. (pfikyvne) Na takové dva amatéry jako jsme my, to neni §patné.

Byla to vlastn& tvoje zasluha. ProhlaSuju teda slavnostng, Ze ode dneSka se bude
tranzitivni zakon (T 1) nazyvat Alicina véta.

. Ale jdi, Conway na ngj uréité pfisel uz davno.
. To pfece vitbec nesniZuje tvoje tvurdi usili. Vsadil bych se, Ze kazdy velky matematik

zadinal znovuobjevovanim ,,dobfe zndmych* vysledki.

. V8echna slava polni trava, nech toho Bille, délame to pfeci pro zébavu.

Pokracovdni piekladu v dalsim Cisle.

Tisténé odporové vrstvy pro hybridni
integrované obvody

(K 25. v§roti MFF UK)

Radomir Kuzel, Praha

V poslednich 30 letech doslo ve slaboproudé elektrotechnice k nebyvalému rozvoji.

vvvvvv

oblasti skuteCnou technickou revoluci. V soufasné dobé jsou to zejména integrované
obvody, které nabyvaji stale vét§iho vyznamu.

Rozvoj uvedenych aktivnich elektronickych prvkid si vSak vynucuje miniaturizaci

a zvySeni vyrobni produktivity rovnéZ elektronickych prvki pasivnich, jako jsou napf.
kondenzitory a odpory, jedny z duleZitych a nejéastéji se vyskytujicich soucastek
v elektronickych zafizenich a pfistrojich.
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