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Teorie deterministického chaosu
a nckteré jeji aplikace

1. &ast
Ivan Dvoidk, Jaromir Siska, Praha

Publikovany &lanek vznikl zkricenim a p¥epracovanim sborniku zimni $koly ,,Teorie determi-
. nistického chaosu a jeji aplikace v biologickych a lékatskych v&dach”, potadané ZP CSVTS pti
VUPs, FgU CSAV a UMG CSAV v dubnu 1987 v Alfovicich [1].

Teorie deterministického chaosu vzbudila v posledni dob& znaény zdjem jak mezi
matematiky a fyziky, tak i mezi ,,uenymi laiky”. Z&dsti to md jist€ na svédomi jeji
atraktivni ndzev; pod timto ,,prodejnim obalem” se viak skryvd mnoho podnétnych
a zajimavych myslenek. Ne v§echny tyto myslenky jsou nové, né€které z nich lze vysto-
povat jiZ k Poincarému. Co je viak nové, je jejich ucelend syntéza v teorii, kterd umozZiiu-
je principidln€ novy pfistup ke studiu dé&ji oznalovanych do neddvna jako ndhodné.

Cilem tohoto pfispévku je podat ¢tendfi pfehled zdkladnich myslenek teorie deter-
ministického chaosu. Literatura v této oblasti nartistd exponencidln€. Chaosem se
zabyvaji nejen odborné stati a monografie [2] — [5] a &ldnky v prestiznich p¥ehledo-
vych &asopisech [6] — [10], ale i prisp&vky v Gasopisech populdrnich, ba dokonce
i v dennim tisku [11]. Ctend¥i ném proto snad odpusti, Ze se do vymezeného rozsahu
nepodafilo zahrnout vSechny zajimavé aspekty této stdle se rozvijejici teorie. Se zfete-
lem na vyklddané aplikace jsme napf. zcela vypustili otdzky chaosu v konzervativnich
systémech.

Matematicky vychdzi teorie deterministického chaosu z ergodické teorie dynamickych
systémd. Této teorii jsme jiz v PMFA v&novali n€kolik pfisp&vka [12], [13]. V nich
1ze nalézt podrobn&j§i vysvétleni fady pojml uZivanych v naSem pfispévku pouze
okrajove.

PouZitelnost vyloZené teorie budeme ilustrovat na né€kolika prikladech. V dusledku
nasi specializace jde o pfiklady z biologicko-léka¥ské oblasti. Zde se totiZ jevi pouZiti
deterministického chaosu jako velmi zajimavé a perspektivni. Z dostupné literatury
je nicméné patrné, Ze solidnimu propojeni mezi teorii a experimentdlnimi doklady
ziistdvdme i v této oblasti jest& hodn& dluzni. Rada praci se zde dokonce pohybuje
po nejisté piid€ spekulaci. Ponechdme proto na &tendfi, jak dalece po pfeéteni tohoto
¢lanku bude chtit sdilet naSe presvédCeni, Ze teorie deterministického chaosu nalezne
pfi matematickém popisu biologickych jevil své pevné misto.

RNDr. IvaN DvoR&k, CSc. (1950) je vedoucim Laboratofe aplikované matematlky a bioinZe~
nyrstvi Psychiatrického centra Praha, Ustavni 91, 181 03 Praha 8.

RNDr. JaroMmir Sika, CSc., (1953) je védeckym pracovnikem MFF UK, Sokolovska 83, 186 00
Praha 8. '
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1. Uvod

Podivejme se na k¥ivky zobrazené na obrdzku 1. Jsou to ptiklady jednorozmérnych
signdli. Na prvni pohled je patrné, Ze se tyto signdly od sebe zna¢né 1ifi. Prvni z nich
bychom nejspiSe popsali jako ,,sinusovku a patrné bychom ocekdvali, Ze tato kiivka
vznikla mé&fenim néjakého ,,deterministického” jevu. Stejné tak bychom asi nevdhali,
kdybychom méli pfedpovédét chovdni této kiivky, definovat fyzikdlni mechanismus
nebo napsat ptedpis, ktery by takovou kfivku generoval.

Zcela jind je situace v pfipad€ druhé kfivky. Rozhodné bychom neuméli uréit ,,de-
terministicky” pfedpis, ktery tuto kfivku generuje a asi bychom i véhali, zda takovy
pfedpis viibec existuje. Jinymi slovy byli bychom naklonéni zdvéru, Ze dand kfivka
vznikla pfi méfeni néjakého jevu, ktery bychom nazvali ,,ndhodnym”.

Obé kiivky pfitom piedstavuji feSeni Duffingovy rovnice

2
(1) i_t§+b%§—ax+x3=ccos(dt)

pro riizné hodnoty parametru c. (V prvnim pfipadé ¢ = 0,1, v druhém ¢ = 0,3. Hodno-
ty ostatnich parametrii jsou v obou p¥ipadech stejné a = 1,0, b = 0,25, d = 1,0.).

x (1)

@) a=10 b=2025 c=01,d=10

x (1)

b) a=10,b=1025 c=203 d=170
Obr. 1. ReSeni Duffingovy rovnice pro rizné hodnoty parametri (viz text)
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Terminy ,,ndhodny” a ,,deterministicky” jsme zde pouZili v obecném smyslu. Tyto
pojmy vSak maji své pfesné definice v teorii ndhodnych procesii. MoZnost generovéni
zddnlivé ,,ndhodné” &asové Fady prostiednictvim diferencidlni (popf. diferen&ni)
rovnice vedla samoziejmé k pfehodnoceni a zna¢né zméné obsahu pojmi ,,determi-
nisticky” a ,,ndhodny” (viz napf. Takens [14]). Pro procesy Fizené ,,deterministickym”
mechanismem nebo piedpisem a vykazujici jakoby ,,ndhodné” chovdni se zacal razit
termin ,,chaotické”. V soucasné dobé je situace bohuzel takovd, Ze uvedené terminy
byvaji v riiznych disciplindch a publikacich interpretovdny rtizné, nékdy p¥imo proti-
chiidng. Cilem tohoto pfisp&€vku neni Fesit terminologické problémy. P¥idrZzme se proto
obecn& intuitivniho chdpdni pojmi ,,deterministicky” a ,,ndhodny” i velmi vdgn&
vymezeného pojmu ,,chaoticky” a teprve v priibéhu vykladu vymezime, jak tyto pojmy
presné chdpeme. ‘

Z tvaru druhé k¥ivky na obr. 1 vidime, Ze feSeni rovnice (1) miiZe byt velmi kompli-
kované. Nezbytnou podminkou této komplikovanosti je nelinearita rovnice (1). Studiu
takovych sloZitych feSeni se v posledni dob&€ vénuje znaénd pozornost; matematickd
teorie, do které toto studium spadd, se obvykle nazyva nelinedrni dynamika. V uZ§im
smyslu studia chaotickych feSeni se asto setkdme i s pojmem ,,teorie deterministického
chaosu”. '

Ze slozitého tvaru druhé k¥ivky na obr. 1 je patrné, Ze tento tvar sém o sob& nebude
dobrym startovnim bodem pro detailni tivahy. SpiSe se zdd vyhodné nalézt metody,
kterymi by se dané feSeni dalo ,,globdln&” nebo ,kvalitativné”’ charakterizovat. Tato

xvr

charakterizace mliZze byt jen stéZi zaloZena na geometrickych uvahdch — komplikovanost
feSeni to témé&F vyluduje. Vyhodné&jsi se proto zdd charakterizace zaloZend na metoddch
vyuZivajicich statistické vlastnosti studovaného feSeni. Tyto metody nabizi ergodickd

teorie.

2. Dynamické systémy

P¥i chaotické interpretaci méfeného signdlu predpokldddme existenci deterministické-
ho mechanismu urcujiciho beze zbytku jeho prib&h. V abstraktni rovin€ popisujeme
tento mechanismus pomoci matematického modelu, nazyvaného obecné diferencova-
telny dynamicky systém. Dynamické systémy mohou byt bud spojité, nebo diskrétni.
Prikladem spojitého dynamického systému je soustava obycCejnych diferencidlnich
rovnic

® () = F(x(1). ).

kde x(t) je K-rozm&rnd vektorovd funkce x(¢) € RX &asu a A € R” je vektor parametri.
O funkci F (K-rozm&rnd vektorovéd funkce K + L argumenti) pfedpokldddme, Ze je
dostatecné hladkd.

Prikladem diskrétniho deterministického systému je soustava diferenénich rovnic

(3) Xp+1 = F(xn) Aq') s
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kde x je vektorovd funkce popisujici stav systému v diskrétnich ¢asovych okamZicich
ozna&enych indexem n; F a A maji stejné vlastnosti jako v predchozim pfipade.

Predpoklad hladkosti funkce F je ve vétSin€ pripadt pfijatelny, nebot je pouze ma-
tematickym vyjddienim faktu, Ze fyzikdlni veli¢iny byvaji spojité.

Vyfesenim rovnic (2) nebo (3) ziskdme nelinedrni evoludni operdtory f*, kde ¢ je
redlné nebo celé. Tyto operdtory zobrazuji fdzovy prostor M do sebe. Pfipomeiime,
ze fdzovy prostor je prostor viech moZnych stavii modelovaného systému. Byvd to
vétiinou n-rozmérny vektorovy prostor, nejéastji euklidovsky prostor R”. Né&kdy je
vyhodn&jsi pracovat s obecn&jsim prostorem (varietou), jako je napfiklad povrch koule,
tj. sféra nebo povrch vilce. Nelinedrni operdtor f* potom proménné x z fdzového pro-
storu M, jeZ reprezentuje poldtetni stav systému, pfifadi hodnotu f*x, coZ je veli¢ina
popisujici stav systému v &ase t. Pro tyto (obecn& nelinedrni) operdtory plati

f° = identita, f®, f* = f5**,

Z praktickych duvodi je pfi studiu signdld dilezitd jejich reprodukovatelnost, tj.
zji§téni nakolik se dany signdl 1isi pfi opakované registraci vychdzejici ze stejného pocd-
te¢niho stavu. Redlné signdly (kromé t&ch nejjednodussich) maji i pfi stejném vychozim
stavu vét§inou rizny prib&h. Pfi pravdépodobnostnim popisu ndhodného procesu
vyplyvd neopakovatelnost celkem prithledné z faktu, Ze jednotlivé hodnoty m&feného
signdlu se chdpou jako ndhodné veli¢iny. Jak je tomu vSak u deterministickych dyna-
mickych systémi? Z teorie diferencidlnich (pfipadn& diferen&nich) rovnic vime, Ze pro
jejich feSeni je nutno zadat pocdtedni podminku. U autonomnich diferencidlnich
rovnic uréuje tato podminka vétSinou hodnotu feSeni v Case't = 0

@) x(0) = x.
U diferenénich rovnic uréuje tato podminka hodnotu nulté iterace
(5) xo != X .

Pro danou pocdteéni podminku x je potom feSeni soustavy rovnic vzdy stejné.

Zdélo by se tedy, Ze u deterministickych dynamickych systémt nemiiZe nastat ,,ne-
reprodukovatelnost”, kterou tak Casto pozorujeme u redlnych signdlii. Toto zddni je
vSak klamné. Podstata problému spocivd v tom, Ze v§echna naSe mé¥ici zafizeni pracuji
s n&jakou chybou e. Poldteéni podminky nemiiZzeme proto urcit nikdy ,,nekonen&”
piesné. P¥i vSech opakovanych méfenich, kterd se ndm pfi dané Grovni pfesnosti nasi
méfici aparatury jevi jako totoZnd, provddime vlastn& ponékud odlisnd mé&¥eni, jejich?
poddteni podminky se mezi sebou li§i o méné neZ . Otdzkou potom je, nakolik tato
(obvykle velmi mald) nepfesnost ovlivni nade méfeni?

Vezmé&me jako priklad spojity dynamicky systém

© = (0) = 4G)(0).

Vime, Ze feSeni tohoto systému pro po&dtedni podminku (4) je

(7 x(t) = e*Pix .
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Nadéle uvaZujeme pouZe feSeni pro t = 0. Toto feSeni md riizny priibsh pro A(1) > 0
a pro A(4) < 0. Ve druhém piipadé pro t — oo, konverguje x(t) k nule.
V piipads, Ze polédtetni podminka by byla nikoli x, ale x + ¢, bude TeSeni (7) L

®) x'(t) = e*"P(x +¢), (4(4) <0).

Podivdme-li se pak; jak vypadd rozdil A(t) mezi obéma felenimi v Sasovém okamZi-
ku ¢, dostaneme .

) A(t) = x(t) — x'(t) = ee™P*.

Velikost tohoto rozdilu s rostoucim asem exponencidlng klesd a obé& feSeni se k sobg
priblizuji. Reeno jinymi slovy, vliv nepfesnosti poldteénich podminek s rostoucim
Sasem mizi. Navic, jak je ze vztahu (9) patrné, rozdil mezi ob&ma FeSenimi je vZdy
mens§i neZ nepfesnost na§eho méfeni ¢, tj. ob& feSeni se ndm jevi jako totoZnd.

Situace by viak byla zcela jind v pripad€ A(4) > 0. Po&dtedni chyba by se v rostoucim
dasem zvétSovala exponencidlné a brzy by dosdhla makroskopickych rozmerﬁ T akovy
systém nemd ovSem dobry fyzikdlni smysl. :

Na zdklad& uvedenych tivah muzeme jiZ ¥ici, jak by musel vypadat deterministicky
dynamicky systém, ktery by vykazoval nereprodukovatelnost svych méfeni. Musel by
to byt systém ,,globdlnd” omezeny (tj. jeho FeSeni by zistdvala uvniti jistych mezi),
ale takovy, aby ,.lokdIn€” poldteéni chyba jeho méfeni s rostoucim €asem nartstala.
Jednoduchou tivahou se viak presvédeime, Ze tyto poZadavky soucasné splnit nemiizé
74dny linedrni dynamicky systém.

Skutenost, 7e nelinedrni dynamické systémy generovat chaotické (tj. nedetermi-
nistické) signdly mohou, dlouho unikala obecné pozornosti (i kdyZ ji patrn& znal jiz
Poincaré koncem minulého stoleti). V diisledku toho se experimentdlng mé&fené signd-
ly typu signdlu z obr. 1.b interpretovaly jako signdly ndhodné a studovaly se pomoci
pravdépodobnostnich modeld. Vyluénost tohoto pfistupu byla vSak otfesena pocdtkem
Sedesdtych let.

3. Lorenzovy rovnice

Roku 1963 publikoval E. Lorenz v Journal of Atmospheric Sciences [15] model
konvekce a pfenosu tepla v zemské atmosféfe. Jeho piivodnim cilem bylo pfispét k po-
¢itaové predikci pocasi. Dnes se tento Sldnek povaZuje za startovni bod teorie deter-
ministického chaosu; jeho teoretick)? dopad nakonec zcela zastinil jeho vyznam pro
meteorologii.

Pfi svém odvozeni Lorenz pfedpoklddal, Ze atmosféra je vrstva tekutmy zahfivand
velmi vzddlenym zdrojem, ktery zpuisobuje teplotni gradient mezi horni a spodni
hranici vrstvy. PouZitim zdkladnich fyzikdlnich vztahd a zdkont, jako jsou Navierovy-
-Stokesovy rovnice, rovnice vedeni tepla a rovnice kontinuity toku, odvodil (pom&rng
sloZitou) soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic pro dv& zévisle proménné — od-
chylku teploty v daném mist& od teploty dané linedrnim teplotnim profilem a rychlostni
potencidl. Nezdvislymi proménnymi byly prostorové soufadnice a &as. JiZ pfi jejich
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odvozovdni byla pouZita fada fyzikdln€ smysluplnych aproximaci; Lorenz v§ak pokra-
Goval ddle. Rozvinul zmin&né zdvisle promé&nné do sinové a kosinové fady v prostoro-
vych proménnych a zanedbal viechny vys3i ¢leny tak, Ze v rozvoji pro ob& promé&nné
ztistaly pouze tfi nezdvislé koeficienty (funkce Sasu) X, Y a Z. Dosazenim vytvofenych
rozvojii do piivodni soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic ziskal nakonec pro tyto

koeficienty soustavu té€chto tfi obyéejnych diferencidlnich rovnic:

(—iz= —oX + oY,
dz
dy
(10) —=-XZ+rX-Y,
dz
d—z = XY - bZ,
dr

kde 7 je normalizovany &as, ¢ je Prandtlovo Cislo a r a b jsou Fidici parametry. Tato
soustava se dnes b&Zné nazyvd Lorenzovy rovnice. '

Sama o sob& soustava (10) neni ni¢im pozoruhodnd; k pfekvapenim doglo aZ pfi
jejim FeSeni. Pfesto, Ze jde o pomérné slab& nelinedrni soustavu, nepodafilo se ji vyfesit
analyticky. Numerickd feleni ukdzala, Ze soustava (10) — navzdory své zddnlivé jed-
noduchosti — md neobylejné pestrou paletu sloZitych feSeni. Jeji kvalitativni analyza
ukazuje, Ze pro n€které hodnoty parametri o, r, b konverguje ¥eSeni pro ¢ - o k &a-
sové nezdvislému staciondrnimu stavu, pro jiné hodnoty parametrl toto feSeni osciluje.
Pro dali hodnoty parametri (¢ = 10, b = 8/3, r > 24,7368) md fe¥eni zcela nepre-
dikovatelny prib&h.

Regeni rovnic ve stanoveném prostoru (x, y, z) zobrazuje obr. 2. Z n&ho je patrné,
Ze toto fe$eni neodpovidd tomu, co bychom od ,,slusné”” soustavy diferencidlnich rovnic
ocekdvali. :

Wu(pl
/

Obr. 2. Redeni Lorenzovych rovnic (10)
ve stavovém prostoru x
(8= 10, b= 8/3, r = 29)
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Zmé&nime-li jen velmi mdlo po&dtedni podminky FeSeni rovnice (10), zm&ni se zcela
nalezené feSeni. Setkdvdme se tak s jevem, ktery se nazyvd citlivd zdvislost na podldtec-
nich podminkdch. Diky témto vlastnostem se Lorenzovy rovnice staly prvnim teore-
tickym piikladem procesti, které jsme v pfedchozim odstavci nazvali chaotickymi.

4. Disipace, atrahujici mnoZiny a atraktory

Pojem disipativniho systému jako systému, ktery n&€co rozptyluje a tedy také ztrdci,
je intuitivné€ jasny. VE&tSinou jde o rozptyl energie; diisledkem toho je, Ze systém kon-
trahuje objem stavového prostoru. (Opakem disipativnich systémd jsou systémy kon-
zervativni, v nichZ k rozptylu energie nedochdzi; pfiklady takovych systémi najdeme
v ulebnicich klasické mechaniky — jsou to napfiklad planetdrni soustavy. Konzerva-
tivni systémy objem ve stavovém prostoru zachovévaji.) Opomineme-li klasickou me-
chaniku, pfevdZné€ se v prirod€ setkdvdme se systémy disipativnimi; proto zamé&fime
pozornost pfedevSim na né¢. __—

V dusledku kontrakce objemu se disipativni systémy chovaji tak, Ze po uplynuti
dostate¢né dlouhé doby se chovdni systému soustfedi v okoli relativné malé podmnoZiny
fdzového prostoru anebo pfimo na této podmnoZin€. Nazv&me ji zatim ne zcela pfesné
atraktor. PfestoZe systém kontrahuje objem, neznamend to, Ze kontrahuje délky ve
viech smérech. Jak ddle uvidime, v n&€kterych smérech mohou byt vzddlenosti roztaho-
vdny; samoziejmé jen za pfedpokladu, Ze ostatni sméry jsou kontrahovdny tak silng,
Ze celkovy objem se v fase zmensSuje. Tento zddnlivé nepodstatny fakt md hluboké
dusledky. Diky jemu i v disipativnich systémech miiZze byt nestabilni chovéni, a to i na
atraktoru. Tato nestabilita se vét§inou projevuje exponencidlnim vzdalovdnim orbit
(s rostoucim Gasem), které vychdzi ze dvou libovoln& blizkych bodd. Toto exponen-
cidlni vzdalovdni probihd ve sméru roztahovdni a je podstatou chovdni, které jsme
zaznamenali u Lorenzovych rovnic jako citlivou zévislost na pocétecnich podminkéch.
Samoziejmé, Ze exponencidlni roztahovani miiZze probihat jen, pokud jsou vzddlenosti
malé, protoZe celkové je atraktor ohraniCeny.

Formulujme nyni pon€kud pfesnéji pojem atrahujici mnoZiny. Pfedpoklddejme, Ze
U je oteviend podmnoZina fdzového prostoru M. Rekneme, ¢ A = U je atrahujici
mnozina s fundamentdlnim okolim U, jestlize

i) pro kaZdou otevienou V> 4 je f'U < V pro dosti velkd #;
ii) f*A = A pro viechna ¢.
MnozZinu vSech stavil, které pro dosti velké ¢ pfijdou do fundamentdlniho okoli U,

tj. mnoZinu Uf*(U), nazveme oblasti vlivu atrahujici mnoZiny A. JestliZe oblast vlivu 4
t<0

je celé M, fekneme, Ze A je univerzdlni atrahujici mnoZina.
Pifiklady:
a) Jestlize U je oteviend podmnoZina M a uzdvéry mnoZin f*U jsou kompaktni a pro
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dosti velkd ¢ obsaZené v U, pak mnoZina 4 = (f'U je kompaktni atrahujici mnoZina
s fundamentdlnim okolim U. 120

b) Jestlize pro Lorenzovy rovnice je U dostate¢né velkd koule okolo poldtku, napf.
U = {(x, y, z)|x* + y* + z* < R*}, pro R dosti velké, pak U je dynamickym systé-
mem zobrazovdno do U, a proto obsahuje atrahujici mnoZinu A.

Sledujeme-li fyzicky nebo poéitadovy experiment s dynamickymi systémy, pozorujeme
vét§inou nejprve prechodové chovdni, které je po né&jaké dobé vystiiddno chovdnim,
které se jiz v ase ddle nevyviji a nem&ni a které nazveme ,,asymptotickych reZimem”.
Regeno trochu presnéji, bod f*x reprezentujici stav systému se nakonec pohybuje v né-
jaké &dsti atrahujici mnoZiny (anebo blizko ni). Nicméné pfi podrobnéj§im studiu by-
chom zjistili, Ze existuji podmnoZiny atrahujici mnoZiny, které ztstdvaji ,,nevyuZity”,
tj. tyto Cdsti atrahujici mnoZiny samy neatrahuji. To znamend, Ze v praxi, kdy se atra-
hujici mnoZiny pokusime zkonstruovat z ,,asymptotickych reZimi” ziskdme mensi
mnozZiny, které nazveme atraktory. '

Z divodi, které budou jasné pozdé&ji, navic chceme, aby atraktor byl nerozloZilelny
(ireducibilni), tj. sjednoceni dvou disjunktnich atraktord za atraktor povaZovat nebu-
deme. Tento poZadavek md bohuZel za ndsledek, Ze nemusi vZdy existovat oteviené
okoli U mnoZiny 4 tak, 7e f'U — A pro t — oco. Misto pfesné definice se proto spokojme
prozatim s opera¢ni definici atraktoru jako mnoZiny bodit, ke které se experimentdlni
body f*x akumuluji pro velkd z.

Priklady:

I a) Atrahujici pevny bod. Necht P je pevny bod naseho dynamického systému, tj.
f*P = P pro vSechna t. Derivace Dpf* operdtoru f* v pevném bodg& je matice m x m.
Pokud vechna vlastni &isla této matice leZi uvnitf jednotkové kruZnice {z € C: lz’ =1}
je P atrahujici pevny bod, a tedy téZ atrahujici mnoZina a atraktor. JestliZe Casovd evo-
luce naSeho systému je definovdna rovnici (2), pak P je pevny bod, pravé kdyZ F(P) = 0.
Abychom ur¢ili, zda je tento bod atrahujici, nemusime rovnici (2) fesit a pak poditat
derivaci operdtoru f*, jak by se mohlo na prvni pohled zddt. K tomu, aby P byl atra-
hujici bod, stadi totiZ, kdyZ vSechna vlastni Cisla matice DpF maji negativni redlnou
cdst.

b) Atrahujici periodickd orbita pro diskrétni &as. MnoZinu {P,, ..., P,} navzdjem
riznych bodl nazveme atrahujici periodickou orbitou s periodou n, jestlize fP; = P,,
..., fP, = P, a P; je atrahujici pevny bod pro f,.

c) Atrahujici periodickd orbita pro spojity &as. Pro dynamicky systém se spojitym
&asem predpoklddejme, Ze existuje bod a a T > 0 tak, Ze f°a = a, ale f'a # a pro 0 <
< t < T. Pak a je periodicky bod s periodou Ta O = {f'a: 0< t < T} je odpovidajici
periodickd orbita. Derivace D,fT md vlastni &islo odpovidajici te¢nému sméru k O
v a rovné jedné. JestliZe v§echna zbyvajici vlastni Cisla leZi uvnitf jednotkové kruZnice
{zeC: lzl = 1}, je O atrahujici periodickd orbita a opé&t téZ atrahujici mnoZina a atrak-
tor.
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d) Kvaziperiodicky atraktor. Vhodnym vybérem soufadnic lze periodickou orbitu
pro systém se spojitym Casem povazovat za skutecnou kruZnici a pohyb na ni popsat
jako

(11) q(t) = q(0) + ot (mod 27),

kde w = 2n|T. Periodickd orbita modeluje chovdni jednoduchého oscildtoru. UvaZujme
nyni, ¢ mdme k nezdvislych oscildtord s frekvencemi w;, ..., .. (Nezdvislost oscild-
torti znamend, Ze Zddnd celo¢iselnd kombinace jejich frekvenci nemtiZe byt rovna nule.)
Chovdni té€chto oscildtorl je popsdno vztahy

(12) 4{t) = q0) + wit (mod 2n),i =1,...,k,

a toto chovdni probihd na soudinu k kruZnic, coz je k-rozmérny torus T*. Predpokld-
dejme ddle, Ze torus T* je vloZen do R™, m = k a Ze tento torus je atrahujici mnoZina.
T, v tomto pfipad€ nazveme kvaziperiodickym atraktorem. Asymptotické chovdni
takového dynamického systému je popsdno vztahem

(13) x(1) = f'% = 0[q4(1), ..., al(t)] = P11, ..., 031),

kde @ je periodické zobrazeni, s periodou 2m ve vSech proménnych. Funkce tvaru
t - &(wyt, ..., cokt) se nazyvd kvaziperiodickou funkci s k periodami.

5. Podivné (s'trange) atraktory

Priklady na konci posledniho odstavce byly vesmé&s velmi jednoduché. Pfipomene-
me-1i si feSeni Lorentzovych rovnic, po¢neme tusit, Ze jejich atraktor miiZze byt mnoZina
podivnd a komplikovand. Pro takto sloZité atraktory se skutecné ujal ndzev ,,podivné
atraktory”. Dfive, neZ si uvedeme n&které dalsi ptiklady podivnych atraktoril, podi-
vejme se jesté jednou na problematiku malé zmény poédteénich podminek. Uvazujme
evoluéni rovnici

(14) x(n + 1) = f(x(n)), x(i) e R,

kde n je diskrétni &as. UvaZujme dvoje riizné po&dte¢ni podminky x(0) a y(0) = x(0) +
+ px(0), 0 < px(0) = 1, tj. y(0) jsme ziskali malou zm&nou x(0). V &ase n bude x(n) =
= f"(x(0)) a s uZitim Taylorovy v&ty

y(n) = 1"(¥(0)) = f*(x(0) + px(0)) » f"(x(0)) + ((d/"/dx) x(0)) px(0).

kde f"(x) = f(f(... f(x) ...)), n-krédt. Je tedy rozdil mezi x(n) a y(n) ptiblizn& rovny
((df"/dx) x(0)) px(0), tj. poStetni odchylka px(0) je vyndsobend derivaci funkce f"
v bod& x(0). S uZitim v&ty o derivaci sloZené funkce mZeme tuto derivaci prepsat

(8f*Jdx) x(0) = (8f]dx) (x(n — 1) (@]dx) (x(n — 2)) ... (df]d) (x(0)) -

Vyraz na pravé stran& je soudinem derivaci funkce f v bodech x(0), x(1), ...,
x(n — 2), x(n — 1). Jestlize v&tSina &initeldl ve vyrazu na pravé strand je srovnatelné
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Vchkostl Ize pfedpoklddat, e df”[dx bude vét§1nou rist (anebo klesat) exponencidlng
s n; totéZ samozfejmé plati pro rozdil x(n) — y(n).

Uvahy udin&né v pfedchozim odstavci Ize samoziejmé zobecmt i na dynamlcky
systém s n-rozm&rnym stavovym prostorem. Jediny podstatny rozdil bude v tom, Ze
zda odchylka pf¥i rostoucim n exponencidIng roste, klesd ¢i nezdvisi exponencidlng na n,
bude nyni zdviset téZ na sméru odchylky.-

Vratme se k nalim atraktoriim z pfikladd a) — d) Jsou to pékné variety (bod, ko-
ne¥nd mno¥ina bodf, kruZnice, torus), tedy objekty, se kteryml se dobfe pracuje. Jestlize
px(0) je mald perturbace po¥dtedni podminky x(0), pak pro rostouci t zistdvd pertur-
bace px(t) = (D,f*) px(0) mald; tyto systémy tedy nejsou citlivé zdvislé na po&dteénich
podmmkéch Nésledujlcl pflklad ukazuje, Ze tomu tak vZidy byt nemusi.

Ptiklad: Hénontiv atraktor [16].

Vezmé&me diskrétni dynamlcky systém tj. systém s diskrétnim &asem, definovany
vztahem

(15) o | f(x, y) (1+y—oax? bx)
Jeho atraktor pro a = 1, 4 b=103 ukaque obr. 3. Numencky Ize spoditat, Ze
px(t) = px(0) e*, 4 = 0,42,

tj. Ze chyba roste exponencidln€, coZ znamend, Ze tento systém je citliv& zdvisly na po-
S4tetnich podminkdch. Pro odhad rychlosti ristu chyby si predstavme, ¥e funk&ni
zévislost (15) poditdme na potitadi v dvojité pfesnosti, tj. s pfesnosti na &rndcet &slic.
'Pak po Sedesdti iteracich’ bude chyba vysledku mit ¥4d jedna [15].
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Obr. 3. Hénonav atraktor (@ = 1‘,4, b=042)
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Henoniiv atraktor, krom& toho Ze je chaoticky (tj. vykazuje citlivou zdvislost na po-
SdteCnich podminkdch) je téZ fraktdlni, coZ je struéné vyjédfeni faktu, Ze jeho topolo-
gickd dimenze se nerovnd Hausdorffov& dimenzi (viz déle). Prav§ atraktory, které
jsou fraktédlni i chaotické najednou, se nazyvaji podivné atraktory.

6. Invariantni pravdépodobnostni iniry

V pfedchozich kapitoldch jsme poznali, Ze nékteré dynamické systémy mohou mit
velmi sloZité chovani; toto chovdni jsme oznadili terminem ,,chaotické”. Soustfedme
se naddle pouze na studium systémi majicich podivny atraktor. Jejich geometrie je
bohuZel natolik sloZitd, Ze pokusy o jejich Cisté geometrickou klasifikaci zatim nejsou
prilis uspokojivé. Vhodnéjsi pro klasifikaci se v§ak ukazuji jejich pravdépodobnostni
vlastnosti.

'V pribé¢hu n€kolika poslednich let se studovala fada statistickych deskriptortl.
Vétsina z nich vychdzi z chovdni dynamickych systémii na atraktoru a je invariantni
vi¢i hladké transformaci soufadnic. Takovym deskriptorim budeme naddle fikat
charakteristické invarianty atraktoril.

Pred jejich vykladem se vSak musime zminit o invariantnich pravdépodobnostnich
mirdch generovanych dynamickym systémem na jeho atraktoru.

Atraktor A poskytuje globdlni obraz dlouhodobého chovédni dynamického systému.
K podrobnéj§imu studiu dynamiky systému na atraktoru je potfeba definovat pravdg-
podobnosti vyjadiujici, jak Casto jsou jednotlivé &dsti atraktoru navitévovdny typickou
orbitou. Pro diskrétni ¢as a borelovskou mnoZinu B = M lze tuto pravdépodobnost
definovat jako
(16) m(B,x) =lim1/Ncard {0 £ i < N — 1: f’xe B} ;

N->w
kde card {....} znamend polet prvkii mnoZiny.

Tato mira je invariantni vzhledem k naSemu dynamickému systému f. Invariantnost

miry m znamend, Ze pro kaZdou méfitelnou mnoZinu B je

(17) m(B) = m(f~(B)).

Predpoklddejme ddle, Ze m nelze zapsat jako my[2 + m,[2, kde m;, m, jsou opét
invariantni pravdépodobnostni miry a m; + m,. Takovouto miru nazveme nerozlo-
Zitelnou nebo ekvivalentné ergodickou.

Véta: JestliZe kompaktni mnoZina A je invariantni vzhledem k systému (f*),
tak existuje invariantni ergodickd pravdépodobnostni mira vzhledem k (f*), jeji¥
nosic je obsaZen v A.

Véta: Jestlize m(—, x) je ergodickd, tak m(—, x) = m(—, y) pro skoro vSechna y,
a miZeme tedy psat m(—, x) = m(—).

Vyse uvedené véty ukazuji, Ze existuji invariantni ergodické miry definované Sasovymi
pruméry. Problémem je, kterou z nich vybrat. Na podivném atraktoru vétSinou existu-
je takovych mér nekoneéné mnoho.
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Ptiklad:

Body na kruZnici T* mbZeme parametrizovat &isly z intervalu [0,1) a kaZdé &islo
z tohoto intervalu lze zapsat pomoci jeho bindrniho rozvoje jako 0, aja,a; ..., kde
kaZdé a; je 0 nebo 1. (P¥i tomto pfifazeni vznikd mald nejednoznagnost, jeZ viak neni
nijak podstatnd pro ndsledujici vyklad.) Definujme zobrazeni f: T* — T! predpisem

(19) f(x) = 2x (mod 1),

tj. f nahrazuje 0, aya,a; ... &slem 0, a,a; ... (tzv. Bernoulliho shift). Vyberme p mezi
0 a 1. Pravdépodobnostni rozloZeni m, na bindrnich rozvojich 0, a,a,a; je pak defino-
védno poZadavkem, aby a; bylo 0 s pravd€podobnosti p a 1 s pravdépodobnosti 1 — p
(nezdvisle na i). Tim je kazdé podmnoZin& v T' pfifazena n&jakd pravdépodobnost
,,soudet” pravdépodobnosti jejich prvkil) nebolina T* je definovdna pravd&podobnost-
ni mira m,, jeZ, jak lze snadno ovéfit, je invariantni a ergodickd vzhledem k f. Pon&vadZ
takovou miru Ize definovat pro libovolné p z (0, 1), mdme pro f nespofetnou mnoZinu
invariantnich ergodickych mér.

Terminem ,,fyzicky” budeme v tomto odstavci a v dal§ich oznadovat vSe, co pochdzi
z néjakého redlného fyzického experimentu, tj. experimentu fyzikdlniho, chemického,
biologického atd.; nikoli v§ak z poditaového experimentu.

Jak ukazuje predchozi priklad, pro dynamicky systém muZe existovat velky podet
ergodickych invariantnich mér. Zdaleka ne vSechny vSak poskytuji dobrou informaci
o chovdni systému anebo jsou vhodné pro pocitdni reprezentativnich primért u fyzic-
kych dynamickych systémd. (Vezm&me si napiiklad miru soustfed€nou v nestabilnim
pevném bodé&. Ta je samoziejme invariantni a ergodickd, ale o chovdni systému neddvd
informaci viibec Zddnou.) Nicmén& existuji alespoti dv& metody, jak vybrat invariantni
miru, jeZ poskytuje relavantni informace o primérném chovani dynamického systému.

Prvni z téchto metod byla navrZzena Kolmogorovem. Je zaloZena na pozorovédni, Ze
kazdy realisticky model n&jakého fyzického nebo pocita¢ového experimentu by v sobé
mél obsahovat nedeterministickou slozku odpovidajici ndhodnému Sumu v systému.
Rovnice popisujici takovy systém md tvar

(20) dx/dt = F(x(t) + ew(t),

kde w je né€jaky Sum a & > 0 je parametr. Pro vhodny Sum md stochasticky proces
definovany touto rovnici jedinou staciondrni miru m. Pak pro systém (2), tj. pro systém
(20) bez Sumu, je vhodnd mira

m = lim m, .
£=0

Takto definovanou miru m budeme ddle nazyvat Kolmogorovovou mirou. Je opravdu
velmi ,,rozumnd a pfirozend”. BohuZel neni jasné, zda Kolmogorovova mira existuje
i tfeba jen pro ,,rozumné” fyzické systémy; i v pfipadg€, Ze existuje, miZe byt oviem
velmi obtizné zjistit, jak vypadad.

Druhy zpisob je ndsledujici: ze vSech invariantnich mér vybereme pouze takové m,
pro n&Z existuje néjakd podmnoZina fizového prostoru S s kladnou Lebesgueovou
mirou tak, Ze pro libovolné x € S je m ddna vztahem (16). MnoZina takovychto m&r
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je pro fadu ,,rozumnych” systémil jednoprvkovd. Takovéto miry nazyvdme Sinai-Ruel-
le-Bowenovymi (SRB) mirami. Obecn& byvd jednodussi, i kdyZ ne jednoduché, najit
pro dany systém SRB miru. Pro n&které rozumné systémy (napf. axiém A systémy)
Ize ukdzat, Ze ob& miry jsou stejné.

Kolmogorovovy a SRB miry jsou zfejmymi kandiddty pro popis fyzikdlnich ¢aso-
vych priméri. Spoleéné je budeme nazyvat fyzikdlnimi mirami. Jejich nevyhodou je,
Ze je Ize téZko definovat a pocitat. Nastésti mnoho dilezitych vysledki plati pro viechny
invariantni miry.

Naddle budeme piredpoklddat znalost invariantni ergodické miry na atraktoru vy-
Setfovaného dynamického systému. Ndsledujici kapitola poddvd piehled né€kolika in-
variantli nejCastéji pouZivanych pro charakterizaci dynamickych systémi; nékteré
z nich vychdzeji z Cist€ geometrického pristupu k popisu atraktoru, jiné vyuZivaji jeho
pravdépodobnostnich vlastnosti.

7% Charakteristické invarianty atraktord

7.1 Kapacita, Hausdorffova a topologickd dimenze

Necht M je kompaktni metricky prostor a N(r, M) minimélni polet otevienych
kouli o poloméru r potfebnych k jeho pokryti. Kapacitu M definujeme jako

(21) dimyM = lim sup (log N(r, M)/ —logr).
r->0+

Pro kladné r nechf & je nejvySe spocetné pokryti M takové, Ze diam & < r. Pro
a = definujme
m®(r, M) = inf ) (diam S)*.
o Sesd

* Pak pro r — 0, konverguje m*(r, M) k limit8 m*(M), jeZ miZe byt i nekone¢nd a nazy-
vd se Hausdorffovou mirou mnoZiny M v dimenzi a. Hausdorffovu dimenzi mnozZiny M
definujeme

dimyM = sup (a: mi(M) > 0).

Pojem Hausdorffovy dimenze dimy je o néco sloZit&jsi neZ pojem kapacity, md vak
oproti ni fadu vyhod, napf. Hausdorffova dimenze obecné mnoZiny je ostie mensi
neZ Hausdorffova dimenze jejiho uzdvéru, coZ pro kapacitu neplati.

Topologickd dimenze (pokryvaci) dim;M je definovand jako nejmensi pfirozené &islo
n, pro néZ plati: Pro kazdé koneéné pokryti M otevienymi mnoZinami Uy, ..., U,, lze
najit jiné pokryti otevienymi mnoZinami V;,...,V, tak, Ze V; < U, i=1,...,m,
a libovolnych n + 2 mnoZin z (V;) md prdzdny prinik.

7.2 Charakteristické exponenty

UvaZujme napfed diskrétni systém

(23) x(n + 1) = f(x(n)) ,
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kde f: R* — R* je diferencovatelné zobrazeni. JestliZe po&dteéni podminky systému
jsou trochu zménény, pak exponencidlni rychlost, se kterou perturbace px(t) roste
nebo klesd s Casem, se nazyvd charakteristicky exponent.

Oznadme T(x) matici (9f;/0x;) parcidlnich derivaci sloZek f; v bod& x. Déle zavedeme
oznadeni

(24) T(x) = T(f""'(x)) ... T(x) .

Véta. Necht m je pravdépodobnostni invariantni mira na R* s kompaktnim nosi-
cem S. Pak

i) existuje méfitelnd funkce s: S — Z* takovd, Ze s(f(x)) = s(x);

ii) pro skoro vSechna x € S vzhledem k m existuji redlnd éisla A'(x) < 2%(x) <
< ... < X*9(x), a linedrni podprostory {0} = V°(x) = V(x) = ... = V*®(x) = R*
takové, Ze

(25) im (1) og| (o] = %)

proveVi(x)\Vi"}(x)al < i< s(x)
iii) A(x) jsou méfitelné funkce a A(f(x)) = f(x). Jestlize m je ergodickd mira, tak
s i vSechny A' jsou konstantni. (Cisla A’ se pak nazyvaji ljapunovské exponenty).
JestliZe px(0) je mald zm&na poldte¢nich podminek (uvaZovand jako nekonetng
mald), pak zm&na v &ase n je ddna jako

(26) px(n) = T"(x) px(0) .

Pro v&tSinu px(0), tj. pro px(0) ¢ V?(x(0)), je px(i;)"w; px(0) exp (nA'), pti¢emZ citliva zd-
vislost na po&dteénich podminkdch odpovidd A' > 0.

V ptipad€, Ze mame dynamicky systém se spojitym &asem (f*) aplikujeme pFedchozi
vétu na zobrazeni za jednotku &asu, tj. na f = f.

Piiklady:

Staciondrni stav. Staciondrni stav fyzikdlniho systému souvisi s pevnhym bodem P
odpovidajiciho dynamického systému. Staciondrni stav je tedy popsdn pravdépodobnost-
ni mirou m = §(P). Diracova delta funkce v P je mira definovand takto:
op(4) ="1pokud Pe 4,

7) o(4) =1 poku
5p(A) = 0 jinak .

Mira 6,(A4) je samoziejm¢ ergodickd a invariantni. Ozna¢me ay, ..., a, vlastni &isla
matice Dpf* (Daf* je matice parcidlnich derivaci zobrazeni f! v P), sefazend vzestupnd
podle velikosti svych absolutnich hodnot a opakovand podle svych ndsobnosti, ljapu-
novské exponenty potom jsou

(28) )y =1log|a;|, A, = log|a,|, ...
Specidlné stabilni staciondrni stav odpovidd atrahujicimu pevnému bodu se vSemi

ljapunovskymi exponenty zépornymi.
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Periodické chovdni. Periodické chovdni fyzikdlniho systému odpovidd periodické
trajektorii G = {f%a: 0 < t < T} pro asociovany dynamicky systém se spojitym &a-
sem. Tato trajektorie je nosiCem ergodické invariantni miry m definované takto:

Oznatme a(T) vlastni &isla matice D,f”. Jedno z t&chto &isel, odpovidajici smeru
teénému ke G v a, je 1. Odpovidajici ljapunovské exponenty jsou

(30) A = 1/T10glai(T)| ,

a jeden z nich je tedy 0. Specidlng stabilni periodické chovdni asociované s atrahujici
periodickou orbitou mé jeden ljapunovsky exponent O a ostatni zdporné.

Piiklady z pfedchdzejiciho odstavce ukazuji, jak existence atrahujiciho bodu anebo.
periodické orbity implikuji nekladnost ljapunovskych exponentti. V této ¢dsti ukdZeme,
jak zéapornost ljapunovskych exponentdl implikuje, Ze ergodickd invariantni mira m
odpovidd staciondrnimu anebo periodickému chovani.

Véta. UvaZujme dynamicky systém se spojitym casem a pfedpoklddejme, Ze vSechny
jeho charakteristické exponenty jsou vSude nenulové. Pak existuje bod P € S takovy,
Ze m = 6p. Specidlné, jestlife vSechny charakteristické exponenty jsou negativni,
je P atrahujici pevny bod.

V dalSich dvou vétdich budeme predpoklddat, Ze dynamicky systém je definovany
funkci, jeZ md spojitou druhou derivaci.

Véta. UvaZujme diskrétni dynamicky systém s ergodickou invariantni mirou m
a predpoklddejme, Ze vSechny jeho ljapunovské exponenty jsou negativni, Pak plati

N
m = I/Nzéi"a ,
k=1

kde (a,fa, ...,f”'1 a) je atrahujici periodickd orbita s periodou N.

Véta. UvaZujme dynamicky systém se spojitym cdasem a ergodickou invariantni
mirou m a predpoklddejme, Ze vSechny ljapunovské exponenty aZ na A; jsou zdporné.
Pak bude

i) m = 8p, kde P je pevny bod,
nebo

it) m je mira na atrahujici periodické orbité.

JestliZe tyto véty pouZijeme k analyze systému (2) s 2-dimenziondlnim stavovym
prostorem, zjistime, Ze pro ljapunovské exponenty mohou nastat &tyfi pripady:

=21, =0, ' '

Ay =0, 1, > 0: nosi¢ m je pevny bod nebo repelentni periodickd orbita,

Ay <0, 4, = 0: nosi¢ m je pevny bod anebo atrahujici periodickd orbita,

oba exponenty jsou nenulové: nosi¢ m je pevny bod.

V Zddném pripadé tedy nemdme atraktor s kladnym ljapunovskym exponentem,
a tak pro dynamicky systém se spojitym Casem musi byt dimenze fézového prostoru
vEétsi nez dv€, abychom mohli oekdvat chaotické chovéni.
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7.3 Entropie

Pfedpoklddejme, Ze uvaZovany diskrétni dynamicky systém miiZeme pozorovat pouze

pomoci pfistroje, ktery md kone¢nou pfesnost, a proto ndm ddvd pouze koneény soubor
k

hodnot 1, ..., k. Jinymi slovy, fdzovy prostor M = (JA4; a jestliZe je x e A; pfistroj
i=1

ukdZe i. Mohlo by se samoziejmé stdt, Ze by se mnoZiny A; navzdjem protinaly, a proto
méfeni by bylo nejednoznaéné. Tuto mozZnost nebudeme z divodi jednoduchosti
uvazovat. Soubor mnozin A = {Al, e Ak} s vySe uvedenymi vlastnostmi, tj. navzd-
jem se neprotinajici a jejichZ sjednoceni je celd mnoZina M, nazveme koneénym roz-
kladem M. Pokud nosi¢ S miry m je rizny od stavového prostoru M, déléme pouze
rozklad nosice S; doplné€k k S md nulovou miru, a proto v naSem modelu je i pravdé-
podobnost vybéru bodu z tohoto doplitku nulovd. Je-li navic m ng&jakd ,,pfirozend”
mira, pak tato pfedstava dobfe zachycuje i fyzikdIni skuteénost.

Budeme-li nyni v nafem modelu méfeni n-krdt po sob& opakovat, dostaneme po-
sloupnost &isel aq, ay, ..., a,_1, a;€(1, ..., k), délky n. Takové posloupnosti budeme
nazyvat slovy délky n nad abecedou (1, e k). Jedna z moZnych mér sloZitosti systému
je pocet viech slov délky n, které systém miiZe vytvofit (popf. tento podet uvazovany
téZ s frekvenci vyskytu jednotlivych slov). Tato definice sloZitosti md dve vdZné nevy-
hody — zdvisi totiZ jak na vybéru n, tak i na jemnosti rozkladu fdzového prostoru
(neboli na presnosti m&feni). Prvni problém piekondme tim, Ze budeme zkoumat, jak
pocet slov roste pro n — oo. Zdvislosti na pfesnosti méfeni se vyhneme tim, Z¢ budeme
vybirat takovy rozklad, ktery ddvd nejvétsi miru sloZitosti. Tyto pojmy zavedeme
v dalSich odstavcich pfesné.

Definujme shannonovsky informaéni obsah rozkladu jako

H(4) = —Aezdm(A) log m(4) ,

pfi¢emZ pfedpokldddme, Ze 0log 0 = 0.
MnoZzina
AP = 4, NN A) N N4, )1 S0 S k)
je téz m-méfitelnym rozkladem noside m.
Mira
m(Aio ﬂf—l (Ai,) n.. ﬂ.f_"ﬂ (Ai,,_l))
ddvd pravd€podobnost toho, Ze trajektorie zaind v A, prvni iterace padne do 4,

i aZ nakonec (n — 1)-iterace padne do 4, _,. Jinak fedeno, tato mira

Jj-td iterace do 4;,
ddvd frekvenci vyskytu slova i,i,...i,. Lze ukdzat, Ze ndsledujici limity existuji

(31) h(m, 4) = lim [H(A"*D) — H(A"™)] = lim 1/n H(A®),
(32) h(m) = sup h(m, A) = lim h(m, 4),
A diam4-0

kde diam A = max {diam 4;: 4; € A}. Evidentn&, h(m, A) je sloZitost systému vzhle-
i
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dem k rozkladu a h(m) je jeho maximdlni sloZitost neboli kolmogorovskd entropie.
Jestlize rozklad A je generujicim rozkladem, tj. pro n — o je diam A™ -0, je
h(m, A) = h(m) a limita (32) nemusi byt potitdna.

Vyse uvedend definice entropie je definici pro dynamicky systém s diskrétnim dasem.
Entropie pro systém se spojitym &asem (f°) je definovdna jako entropie pro zobrazeni f*.

Zajimavy vztah plati mezi entropii a charakteristickymi exponenty.

Veéta. Necht f je diferencovatelné zobrazeni koneéné dimenziondlni variety a m
ergodicka mira s kompaktnim nosicem. Pak

(33) h(m) < Y kladné 4; .

Pokud f je difeomorfismus a m md hladkou hustotu vzhledem k Lebesgueové mire,
pak ve vztahu (33) plati rovnost.

Poznamenejme zde, Ze mezi fyzikdln& chemickou etropii definovanou Boltzmannem
a Kolmogorovovou entropii neni zatim zndm Zddny vztah.

7.4 Informaéni dimenze

Dimenze slouZi jako dalsi invariant k charakterizaci atraktori. Jak jiz bylo dfive
feCeno, velmi Casto nastdvd situace, kdy dimenze atraktoru je podstatné mensi neZ
dimenze fdzového prostoru. To kromé jiného znamend, Ze potom, co systém projde
pfechodovymi stavy, se zmensi jeho podet stupiili volnosti a systém na atraktoru lze
— alespoii v principu — popsat men$im poétem rovnic nez cely pivodni systém. V od-
stavei 5.2. jsme definovali tfi rtizné dimenze. Posledni z nich, topologickou dimenzi,
jsme uvedli pouze pro srovndni a uplnost, protoZe pro nase tcely je pfili§ hrubd. Ne-
vyhodou kapacity a Hausdorffovy dimenze je jejich staticky charakter. Obé tyto di-
menze vypovidaji totiZ pouze o geometrii atraktoru a neddvaji Zddnou informaci o dy-
namice na ném.

Informaéni dimenzi dimy m invariantni pravdépodobnostni miry m definujeme jako
minimum z Hausdorfovych dimenzi mnoZin S, pro n&Z je m(S) = 1. Ukazuje se, Ze
informaéni dimenze pfirozené fyzikdlni invariantni miry je zajimav&jsi veli¢ina neZ
Hausdorffova dimenze nebo kapacita atraktoru nebo atrahujici mnoZiny. To je jednak
proto, 7e informaéni dimenze obrdzi dynamické vlastnosti systému (a md diky tomu
jednoduchy matematicky vztah s ljapunovskymi exponenty) a ddle proto, Ze jeji vypodet
z experimentdlnich dat je mnohem sndze proveditelny.

Viimnéme si, Ze informadéni dimenze neni obecné Hausdorffova dimenze nosie mi-
ry m. Supp m je uzaviend mnoZina, avSak S uzaviend byt nemusi. Obecné plati, Ze supp m
je podmnoZinou atraktoru A4, a proto

dimg m < dimg (supp m) < dimg 4

Zajimavy vztah plati mezi informaéni dimenzi pro SRB miru a ljapunovskymi expo-
nenty A;. Pfipomeiime, Ze ljapunovské exponenty Jsme meh vzdy usporadany tak, Ze

A1 byl nejmensi. Necht k je takové, Ze c¢(k — 1) = Zl(s(x) - OaZA(s(x) 5= 0.
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Ljapunovskd dimenze miry m je pak definovédna

(34) dimy m = k + c(k — 1)]|dss] -
Hypotéza [18]. Jestlize m je SRB mira, pak genericky plati

(35) dimg m = dimy m .

Genericky zde znamend v typickém pfipad€. Jaky pfipad typinosti je zde vhodny
uvaZovat, je velmi t&7kd a nezodpov&zend otdzka. Nevime ani (krom& jinych vici),
jak Gasto md dynamicky systém SRB miru. Pfesto ale umime dokdzat nékteré &dstedné
vysledky.

Véta [19]. Nech? f je dvakrdt spojité diferencovatelné zobrazeni a m je invariantni
ergodickd mira s kompaktnim nosi¢em. Pak plati

(36) dimy m < dim, m .

Véta [20]. Necht f je dvakrdt diferencovatelny difeomorfismus dvoudimenziondlni
variety a m je invariantni mira s kompaktnim nosicem. Pak plati

(37) dimg m = h(m) [1/4, + 1”'12|] >

kde 1, >0 a A, < 0 jsou charakteristické exponenty miry m.

Nasledujici véta ddvd spodni odhad pro informaéni dimenzi.

Véta. Je-li m SRB mira, pak dimgpm = L., kde L, je soucet ndsobnosti kladnych
ljapunovskych exponenti. .

Pro ty, kterym definice informa¢ni dimenze piipadd sloZitd (a téZ pro Giplnost) uve-
deme jesté definici Rényiho dimenze. Pfedpoklddejme, Ze m je pfirozend invariantni
pravdépodobnostni mira na atraktoru. 4. Necht B = {B,...,B,} je m-méfitelny
rozklad atraktoru A. Pak k uréeni, v které mnoZin€ rozkladu se nachdzi libovolny
bod x € A4, je potfeba informace

I(B) = — =ilm(Bi) log m(B;) .

Porovndnim, jak se mnoZstvi informace zvétSuje pro stdle se zjemiiujici koneéné roz-
klady (tj. pro v&tsi a v&t3i pfesnost m&¥eni), ziskdme Rényiho dimenzi. Pfesn& Rényiho
dimenze atraktoru A je

dimp A = lim sup —L(L .
diam(B)~0 log diam (B)
Pozndmka. Rényiho dimenzi lze definovat pro libovolnou pravdé€podobnostni in-
variantni miru na oblasti vlivu atraktoru 4. Pak by se samozfejmé€ mélo, stejné jako
v pfipad¢ informacni dimenze, mluvit o Rényiho dimenzi miry spi§ neZ o Rényiho
dimenzi atraktoru a téZ to tak fada autord déld. Divodem k tomu, Ze my mluvime
o dimenzi atraktoru, je predpoklad, Ze m je pfirozend mira na atraktoru, neboli Ze je to
takovd mira, jeZ dobfe reprezentuje dynamické i geometrické vlastnosti atraktoru A.

3%

Druhou ¢&dst ¢ldnku otiskneme v pFistim cisle.
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Superplasticita a jeji praktické uziti

Pavel Lukddé, Praha

1. Uvod

Jednou z charakteristickych vlastnosti kovovych materidli je jejich plastické chovdni.
Za pusobeni vné&jsich sil se mohou deformovat plasticky, trvale. Velmi ¢asto se zdkoni-

Prof. RNDr. PAVEL LukAC, DrSc. (1935) je vedoucim katedry fyziky kovi na MFF UK v Praze,
Ke Karlovu 5, 121 16 Praha 2.
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