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Hilbertovy problémy 

O pátnástom 
Hilbertovom probléme 

Ján Čižmár, Bratislava 

Pátnásty problém zo série dvadsiatich troch problémov přednesených Hilbertom 
8. augusta 1900 na II. medzinárodnom kongrese matematikov na spoločnom zasadaní 
5. a 6. sekcie je v poradí druhý z troch problémov týkajúcich sa algebraickej geometrie. 
Znie ([1]): „Přesné vybudovanie základov Schubertovej „vyčíslitelnej" geometrie. — 
Problém spočívá v tom, aby sa na precízny základ postavili — s vymedzením hraníc 
použitelnosti — tie geometrické čísla, ktoré ako prvý definoval SCHUBERT na základe tzv. 
princípov špeciálnej polohy alebo zachovania počtu v kalkule ním vytvorenom. 

Hoci moderna algebra v zásadě zaručuje realizáciu procesu eliminácie, pre dokaž 
zákonov vyčíslitelnej geometrie třeba ovela viac, totiž je potřebné urobiť elimináciu 
v případe, keď rovnice sú skonštruované tak, že vopred je daný stupeň závěrečných 
rovnic a násobnosť ich koreňov." 

Ako vidno z formulácie pátnásteho problému, úloha nespočívá v získaní kladnej 
alebo zápornej odpovede na konkrétnu otázku. Úlohu je nájsť — podlá možnosti v hra-
niciach algebraickej geometrie — technické prostriedky, pomocou ktorých by bolo 
možné Schubertov kalkul pozbaviť istej vágnosti zapríčinenej okolnosťou, že základné 
pojmy a operácie kalkulu neboli upřesněné dostatočne formalizovaným systémom. 
Nedostatky Schubertovho kalkulu sú z historického hladiska bezvýhradné pochopitelné 
([2]). Z toho hladiska je takisto zřejmé, že riešenie pátnásteho problému sotva kedy 
bude možné pokladať za uzavřete: úroveň riešenia historicky závisí a bude závisieť 
od stupňa vývoja algebraickej geometrie, ako sa to v ďalšom texte ukáže na konkrétných 
prípadoch. 

Podstata Schubertovho kalkulu je stručné v nasledujúcom ([3]): Nech je daná regu-
lárna w-rozmcrná algebraická varieta Mn obsahujúca ako prvky geometrické objekty 
Iubovolnej povahy a parametrizovatelná nějakou varietou projektívneho priestoru, 
t.j. množinu všetkých prvko v variety Mn možno bijektívne zobraziť na množinu všetkých 
bodov nejakej variety v projektívnom priestore. fc-násobnou (algebraickou) podmienkou 
predpísanou pre prvky variety Mn nazývá Schubert podmienku definujúcu (n — fc)-roz-
mernú podvarietu V„_fc variety Mn, pričom prvky variety V„_fc spíňajú právě uvedenu 
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fc-násobnú podmienku. Každá fc-násobná podmienka sa označí symbolom, napr. U, 
V9 W atď. Symbolická rovnica medzi fc-násobnými podmienkami, napr. 

(1) U = V + 1/2W, 

znamená: každá „všeobecná" fc-rozmerná podvarieta Vk variety Mn má s (/z-fc)-rozmer-
nými podvarietami variety Mn definovanými podmienkami U9 V, W spoločné také počty 
prvkov, že tieto počty dosadené do rovnice (1) dávajú identitu. Zavedením označenia 
X(U, Vit), x(V, Vk), x(W, Vk) pre počty spoločných prvkov variety Vk po poriadku s vari
etami U, V, W možno rovnicu (1) prepísať do tvaru 

(2) X(U, Vk) = X(V, Vk) + 1/2X(W, Vk) , 

ktorý je algebraickou rovnosťou. 
Je zřejmé, že symbolické rovnice tvaru (1) možno sčítavať, odčítavať, násobiť racio-

nálnym číslom a — ako sa dá pri istom rozšíření významu symbolu x(U, Vk) aj na pod-
variety iného rozměru ako k ukázať — aj násobiť A-násobnou podmienkou H, teda napr. 

U.H= V.H+ 1/2W.H. 

Takéto násobenie možno potom rozšíriť na násobenie symbolických rovnic. Sčítanie 
i násobenie je asociativně a komutativně a spolu sú viazané distributívnym zákonom. 

To sú v stručnosti základné črty Schubertovho „podmienkového" kalkulu. 
Vo vývoji algebraickej geometrie od Schubertových čias sa oddělili a jasné formulovali 

otázky, ktoré v predchádzajúcej formulácii sú zmiešané a nie sú dostatočne zřetelné 
výrazné. Je to po prvé otázka spresnenia pojmu „geometrický objekt", na ktorý je 
Schubertov kalkul aplikovatelný. Po druhé je to problém parametrizácie takéhoto ob
jektu varietou projektívneho priestoru. Nakoniec je te to problém exaktného vybudova-
nia „teorie priesekov", vedúcej v najjednoduchšom případe k určeniu čísel x(U, Vk), . .. 
v rovnici (2). V súhrne tieto tri problémy predstavujú problém kompletného exaktného 
vybudovania teorie algebraických variet. 

Geometrickými objektami algebraickej geometrie v jej vývoji v hrubých rysoch po
stupné boli: 

a) Algebraické variety nad polom komplexných čísel („klasický případ") 
b) Algebraické variety nad lubovolným polom (algebraické variety napr. vo Weilovom 

zmysle ([4])) 
c) Schémy v Grothendieckovom zmysle ([5])*) 

(V případe c) pre zachovanie klasických vlastností algebraických variet v zmysle a) 
a b) třeba sa obmedziť len na niektoré triedy schém.) 

Každá zo skupin a) — c) představuje v jazyku dnešnej algebry kategóriu. Všimnime si, 
ako sa v jednotlivých kategóriách riešia problémy parametrizácie a teorie priesekov. 

S jedným z najjednoduchších príkladov, v ktorom sa vyskytnu oba tieto problémy, 
sa střetneme pri skúmaní podmienok, ktorými je určená nadplocha stupňa m v w-roz-

*) Vysvetlenie pojmov a) — c), ako aj niektorých ďalších čo len v najnutnejšom rozsahu by vy
žadovalo sériu rozsiahlych samostatných informácií, ktoré v tomto článku nie je možné podať. 
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mernom projektívnom priestore Pn nad polom k. Takáto nadplocha je určená formou F 

stupňa m v (n + 1) neurčitých a obsahuje ( ) koeficientov z póla k. Koeficienty 
V n J 

formy v pevnom (napr. lexikografickom) usporiadaní možno považovať za bod projek-

tívneho priestoru Pn,m
9 kde (n9 m) = I j — 1. (Ekvivalentně možno Veroneseho 

zobrazením ([6]) priradiť rovnici nadplochy rovnicu ňadro viny v Pn,m.) Podmienka, 
aby nadplocha prechádzala daným bodom v Pn, sa vyjádří homogénnou algebraickou 
rovnicou medzi koeficientmi formy Fchápanými ako súradnice bodu v Pn,m

9 čo znamená, 
že obraz nadplochy — bod v Pn,m — je bod istej algebraickej variety v Pn,m. Podmienka, 
aby nadplocha obsahovala súčasne dva rózne body, resp. aspoň jeden z dvoch róznych 
bodov, sa vyjádří incidenciou bodu, ktorý je obrazom nadplochy, s priesekom, resp. 
zjednotením istých dvoch algebraických variet v Pn,m. 

Ako ukazuje tento příklad, pri riešení problému parametrizácie algebraických variet 
projektívneho priestoru Pn nad Iubovolným polom k (a toto riešenie zahrnuje aj para-
metrizáciu algebraických variet kategorie a)) třeba brať do úvahy stupeň (rád) variety 
(definícia stupňa napr. v [7]). Druhým diskrétnym invariantom determinujúcim para-
metrizáciu je rozměr variety (definícia napr. ([7], str. 30). Ďalej, ak je forma F9 určujúca 
v uvedenom příklade nadplochu, rozložitelná a jej rozklad má tvar F = Fí1 ... F,r, 
kde Ft sú ireducibilné formy, třeba ireducibilné nadplochy určené formami Fl9..., Fr 

brať nielen ako jednoduché množiny bodov, ale třeba ich brať do úvahy s „násob-
nosťami" du...9dr9 aby celkový stupeň zjednotenia ireducibilných variet včítane 
„násobností" sa rovnal stupňů nadplochy. Takto sa prichádza k pojmu cyklu ([8]): 
cyklus v Pn je prvok volnej Abelovej grupy generovanej všetkými ireducibilnými alge
braickými podvarietami priestoru Pn; má tvar £ "iC,-, kde Ct sú ireducibilné variety 
a temer všetky n{ = 0. Cyklus sa nazývá efektívnym, ak všetky (celočíselné) koeficienty 
w, sú nezáporné a aspoň jeden z koeficientov je kladný; cyklus sa nazývá homogénny, 
ak všetky v ňom zastúpené generátory (generátory násobené nenulovým koeficientom) 
majú ten istý rozměr. Rozměr a stupeň cyklu sú definované zřejmým spósobom: rozměr 
cyklu sa rovná maximu rozmerov generátorov Ct v cykle zastúpených s nenulovými 
koeficientami a stupeň sa rovná £ nt. stup Cř. Parametrizácia homogénnych cyklov 
daného rozměru a daného stupňa sa robí konštrukciou, ktorá pochádza od CHOWA 
a VAN DER WAERDENA: k danému cyklu sa zostrojí asociovaná forma (iné názvy: adjun-
govaná, Cayleyho, Chowova, „zugeordnete Form"), ktorej koeficienty v pevnom poradí 
sú súradnicami bodu (Chowove súradnice cyklu) v priestore parametrov (Chowova 
varieta) ([9] alebo [7], str. 40). Efektívny výpočet asociovanej formy aj v najjednoduch-
ších prípadoch představuje značné zložitý výkon. 

V teorii schém úlohu cyklov projektívneho priestoru Pnpreberajú uzavřete podschémy 
priestoru Pn; uzavřete podschémy sú v bijektívnej korešpondencii s triedami ekvivalencie 
homogénnych ideálov okruhu polynómov (« + 1) neurčitých k[X0f XÍ9 ..., X„]9 pričom 
ekvivalencia je definovaná takto: dva ideály patria do tej istej triedy, ak existuje také 
číslo m9 že sa ideály zhodujú vo všetkých komponentách so stupňom m a vyšším. Diskrét
nym invariantom podschémy nahrádzajúcim rozměr a stupeň cykluje Hilbertov polynom 
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ideálu ([10]), vyjadrujúci dížku homogénnej komponenty ideálu ako funkciu stupňa 
tejto komponenty. Studium systémov uzavretých podschém s tým istým Hilbertovým 
polynómom vedie k tzv. Hilbertovým schémam. Ak sa pře triedu cyklov reprezentovánu 
určitou Chowovou varietou utvoří aj Hilbertova schéma, je zaujímavé sledovať vztahy 
medzi týmito dvoma útvarmi. 

Zovšeobecnením uvedených postupov sa dostane riešenie v případe, keď sa projektívny 
priestor P" nahradí Iubovolnou projektívnou varietou, resp. projektívnou algebraickou 
schémou. 

Ústredným pojmom, s ktorým sa narába v teorii priesekov, je pojem rozměru alge-
braickej variety (schémy). Okrem už spomenutej definície ([7]) možno rozměr alge-
braickej variety (schémy) definovať ako maximum dížokrastúcich reťazcov ireducibilných 
algebraických podvariet (uzavretých podschém) obsiahnutých v danej algebraickej 
varieté (schéme). Táto definícia je pre algebraické variety zhodná s predchádzajúcou 
definíciou a súhlasí aj s topologickou definíciou rozměru v topologii algebraických variet 
(tzv. Zariského topológia, v ktorej uzavretými množinami sú algebraické podvariety). 
Základná vlastnosť k-násobnej podmienky (ekvivalentně k nezávislých jednoduchých 
podmienok) — určenie («-k)-rozmernej podvariety na w-rozmernej varieté — je v teorii 
priesekov, po prvý raz korektně uvedenej v [4], dósledkom tejto všeobecnejšej vety: 
Ak je WH-rozmerná algebraická varieta (nad Iubovolným polom k), U a V jej podvariety 
rozmerov u, resp. v a priesek U n V nie je prázdna množina, každá komponenta (t.j. 
maximálna ireducibilná podvarieta) prieseku prechádzajúca bodom regulárnym na W 
má rozměr _ u + v — n. Rozhodujúcim krokom v dókaze tejto vety je dókaz tvrdenia 
o rozměre komponent prieseku variety nadplochou, čo je právě případ jednoduchej po-
mienky (v Schubertovom zmysle). Z významných dósledkov tejto „vety o rozměre prie
seku" třeba spomenúť aspoň dva. Prvým z nich je veta o rozměre vrstiev (fibrov) regu-
lárneho zobrazeniaf variety U do variety V: Ak rozměry U, resp. V sú u, resp. v, vzor 
každého bodu variety V je uzavretá podvarieta variety U rozměru =í, kde t = u — v 
(samozřejmé pri splnění předpokladu f(U) = V, čo je vždy možné). Inými slovami: 
rozměr vrstvy v regulárnom zobrazeníf: U -> V je funkcia zhora semispojitá na varieté V 
v Zariského topologii. Druhým dósledkom je klasický „princip sčítania konstant" 
([7],str. 116). 

Druhým ústredným problémom teorie priesekov je definovanie „násobnosti". S oboma 
problémami — definováním rozměru prieseku a násobnosti prieseku algebraických 
variet — sa v klasickom případe po prvý raz ucelené zaoberal van der Waerden v práci 
[3]. Ukázal, že algebraické variety nad polom komplexných čísel sú triangulovatelné, 
orientovatelné a neohraničené (unberandet) topologické variety, pre ktoré sa oba uve
dené problémy s použitím homologickej ekvivalencie dajú previesť na riešenie tých istých 
problémov v komplexoch. Algebraická násobnosť prieseku dvoch variet v určitom bode 
sa definuje ako topologický index daného priesečníka (resp. jeho obrazu) v prieseku 
příslušných komplexov. Napriek istým nedostatkom bola táto Waerdenova práca 
(okrem celého radu ďalších) velmi závažná a podnětná pre ďalší vývoj algebraickej 
geometrie. 

Algebraicky ucelenu a korektnú teóriu „násobnosti prieseku" podal A. WEIL v práci 
[4] (str. 148 a ďalšie) zavedením a využitím symbolu i(U. V, X; W) pře násobnosť takej 
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komponenty X v prieseku U n V na varieté W, pre ktorú platí dim X = dim U -f 
+ dim V — dim W. Pomocou Weilovej teorie sa podařilo zhrnúť a zovšeobecniť váčšinu 
výsledkov klasickej algebraickej geometrie týkajúcich sa priesekov variet (napr. známa 
Bézoutova veta). Ťažkosii, ktoré sa vyskytli so zaručením podmienky podstatnej pre to, 
aby platila váčšina výsledkov teorie priesekov, totiž, aby variety U SL V boli vo „všeo-
becnej polohe", t . j . aby priesek U n Vmal patřičný rozměr, sa riešia na topologickej zá
kladní: v případe potřeby sa variety U, V „přesunů" tak, aby sa ocitli vo všeobecnej 
polohe. „Presunutie" má nasledujúci význam: podvariety U, V sa chápu ako cykly 
(celu teóriu priesekov možno rozšířit' na cykly ([11])), zavedie sa podgrupa cyklov 
ekvivalených s nulou a „presunutie" cyklu znamená jeho nahradenie prvkom z triedy 
ekvivalencie cyklu. (Ide pri tom o racionálnu ekvivalenciu ([11], str. 135). (Súčasná 
algebraická teória priesekov algebraických variet sa zakládá na priradení istého grado
vaného okruhu A(X) ku každej algebraickej varieté X. Okruh obsahuje triedy ekviva
lencie cyklov. (V případe racionálnej ekvivalencie je A(X) tzv. Chowov okruh.) Prira-
denie X -> A(X) je funktor z kategorie algebraických variet do kategorie okruhov a for-
malizovaný popis jeho vlastností umožňuje prebudovanie teorie priesekov algebraických 
variet na základe teorie rozměru okruhu a násobnosti priesekov takých okruhov. Velmi 
zdarne sa s týmto problémom vyrovnal J. P. SERRE V práci [12], v ktorej buduje teóriu 
rozměru a násobnosti pre moduly včítane riešenia homologických otázok a aplikácií 
na algebraickú geometriu; násobnosť prieseku sa tu vyjadřuje pomocou funktora Tor,.. 
Vóbec, použitie metod homologickej algebry, ktoré v algebraickej geometrii prvý při
pravoval Serre svojou dnes už klasickou prácou [13], nachádza dnes v algebraickej geo
metrii široké uplatnenie a je jednou z hlavných pracovných metod. Pomocou týchto 
metod sa dosiahli v súčasnej algebraickej geometrii ďalekosiahle zovšeobecnenia, napr. 
o.i. zovšeobecnenie Riemann-Rochovej vety známe pod názvom Riemann-Roch-Hirze-
bruch-Grothendieckova veta. Aj tuto vetu spolu s mnohými ďalšími vysoko abstraktnými 
výsledkami třeba považovať za výraz súčasného stavu „vyčíslitelnej" geometrie, za stav 
sice ďaleko presahujúci Hilbertove představy pri formulácii pátnásteho problému, no 
rovnako ako v jeho době neuzavretý a podnětný. 
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