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V textu nejsou uvedeny odkazy na specialni ¢lanky tykajici se jednotlivych otazek,
nebot bibliografie tohoto druhu tfeba jen zcela povrchni by byla pfilis rozsahla.
V seznamu literatury jsou uvedeny prace piehledové, které obsahuji odkazy na special-
ni ¢lanky, a kromé toho jsou u jednotlivych méficich metod uvedeni autofi, v jejichZ
pracich lze nalézt vSechny podrobnosti. Nékteré poznatky tykajici se soucasného
stavu vyzkumu ionosféry byly Cerpany z materidld XVI. valného shromazdéni
URSI (Mezinarodni organizace pro védeckou radiotechniku) z r. 1966.
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KE VZNIKU ERLANGENSKEHO PROGRAMU*)

Hans WUsSING, Lipsko

Téméf celé stoleti uplynulo od doby, kdy se Felix KLEIN (1849—1925) pfi vstupu
na universitu v Erlangen v roce 1872 pfedstavil svym koleglim pfednaskou ,,Srovnd-
vaci wivahy o novéjsich geometrickych vyzkumech*, ktera vstoupila do d&jin matema-
tiky pod nidzvem Erlangensky program. PfestoZe myslenky v ném obsaZené vychazeji
z klasické matematiky a jsou ovSem obohaceny o pozdgji dosazené vysledky, zista-
vaji dodnes soudasti Zivého zakladu moderni matematiky, i kdyZ se ukazalo, Ze se do
ramce grupové klasifikace Erlangenského programu nedaji zaradit vSechny geo-
metrie.

Devatenacté stoleti bylo obdobim prudkého rozmachu geometrie nejen po strance
obsahové, ale 1 z hlediska jejiho pojmového zakladu. V epose primyslové revoluce
se jadrem matematického vzdélani, zvlast€ na evropskych polytechnikach, stava
deskriptivni geometrie. Vysoka praktickd hodnota geometrie je v devatenactém stoleti
pro jeji rozvoj pidou velmi urodnou. V rozvoji geometrie od konce osmnactého sto-

*) Vytah piednasky proslovené 17. inora 1967 v Berlin€ na IV. vyro¢nim védeckém zasedani
Matematické spoletnosti Némecké demokratické republiky.
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leti do poloviny stoleti devatenactého neslo jen o pouhy odklon od vyvojové linie,
nybrz o rozmach riznych, v samotnych zakladech geometrie zakotvenych a osa-
mostatiiyjicich se tendenci zdanlivé protichlidnych smérl. Jakmile se geometrie,
chapana po tisicileti obsahové, v metodach i v celkovém zaméteni eukleidovsky, dala
jednou do pohybu, musilo se skoncovat s tradi¢nim pojetim jejich zakladnich myslen-
kovych pilitd. Takové pojmy jako je soufadnice, délka, rovnobéZnost, vzdalenost,
dale zvyklost vychazet od bodu jako vychoziho elementu veskeré geometrie, pojeti
geometrie jako méfictvi, vSe to muselo byt podrobeno kritice a u¢inéno schopnym
zobecnéni.

Vysledky prace vedoucich matematikd, mezi n&Z naleZi V. PoNCELET, L. N. M.
CArNOT, J. D. GERGONNE, C. F. GAuss, N. LoBACEVsKI, A. F. MOBius, J. BOLYAI,
J. PLUCKER, J. STEINER, O. HESSE, A. CAYLEY, M. CHASLES, H. GRASSMANN, G. BOOLE,
V. STAUDT, B. RIEMANN a jini, vytstily v poloviné devatenactého stoleti v odstranéni
aZz dosud zdanlivé bezpodmine¢ného spojeni geometrie s metrikou, v zobecnéni
kartézského pojeti soutfadnic a v jeho rozsifeni v systém parametr majicich nejriz-
néjsi geometricky vyznam, ve vytvoreni neeukleidovskych geometrii a konecné v pfe-
chod k libovolnému (ale kone¢nému) poctu dimenzi a z toho k pojmovému odlouceni
,,prostoru‘‘ v matematickém a fyzikalnim smyslu.

Vznikly rozklad vnitfni jednoty geometrie po obsahové i metodologické strance
vyvolal mezi geometry jistou bezradnost v otdzce vztahu jednotlivych ,,geometrii*
i ,,geometrickych metod* a doslo k pokusim o novy vyklad podstaty geometrie.
Vzpomenime napf., jak se M. CHASLES V ,,Apergu historique* (1837) snazi o nové,
pfirozené jesté velmi mlhavé pojeti geometrie v tom duchu, Ze ,,je nutno jednoduchou
predstavu miry nahradit sloZenou pfedstavou miry a uspofadani, ma-li se slovu
geometrie dostat spravného a uplného smyslu*.*) Slo skute¢né o nové uspotradani
poznatk a o logické uréeni mista kazdé geometrie v souhrnu geometrickych metod.
V tomto tsili o syntézu zdanlivé protichtidnych smérd tkvi nakonec plivodni podnét
k vypracovani Erlangenského programu. Klein o tom sam pravi: ,,UZ od bonnskych
dob*¥) jsem se snaZzil proniknout do rozport navzajem si odporujicich matematickych
$kol, porozumét vzajemnych vztahiim navenek rGznych, ale podstatou pribuznych
smérli, sepnout jejich protiklady jednoticim pojetim. V tomto ohledu mné geometrie
davala mnoho podnétii k praci‘.**¥)

Cesta k vyjasnéni obtiZné situace v geometrii zacina studiem ,,geometrickych pfi-
buznosti®, kde k nejhlub$im zavérim pronikl A. F. MoB1us (1790—1868). Uvedme
tu aspoil nékolik principialnich poznamek.t) ’

*) M. Chasles, Apercu historique sur Porigine et le developpement des méthodes en géométrie,
Bruxelles, 1837, str. 288.

**) Jako student a asistent u J. Pliickera v Bonnu 1865—1868.
**¥) F, Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen I., Berlin 1921, str. 52.

1) H. WuBing, August Ferdinand Mébius (Bedeutende Gelehrte in Leipzig, Leipzig 1965,
sv. 2, str. 1—12,
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KdyZ Mobius zah4jil ve dvacatych letech svou publikacni ¢innost, zaméfil se na
vysetfovani transformaci zprostfedkujicich pfechod od jednoho geometrického titva-
ru k druhému. Tyto ,,pfibuznosti‘, napf. afinni transformace, transformace reci-
prokymi radii a jiné, byly vSestranné studovany a vynofila se otazka jejich klasifikace,
jeZ se stala rozhodujici kfiZovatkou na cesté k nadchazejici grupové klasifikaci geo-
metrie. Myslenku klasifikace geometrie sledoval Mdbius vyslovné uZ ve své knize
,,Barycentricky pocet*‘ zroku 1827.V predmluvé vysvétluje, jak jej velké moZnosti jeho
barycentrickych soufadnic podnitily k pfechodu od vySetfovani podobnosti ke studiu
Eulerem (1707—1783) odvrZené afinity, a jak tim zesilil jeho zajem o studium geo-
metrickych pfibuznosti viibec. Mobia to ,,pohnulo k vytvofeni mnoha dalSich podob-
nych vztahi mezi geometrickymi ttvary a tak vznikl druhy dil mé knihy, pojednava-
jici o geometrickych ptfibuznostech jako o nauce, ktera ve smyslu zde naznaceném
v sobé zahrnuje zaklady veskeré geometrie a ktera by byla jednou z nejobtiZné&jsich,
kdyby méla byt zpracovana v plné obecnosti a do disledkt.“*)

Uz v pfedmluvé k ,,Barycentrickému poétu‘* vyjmenovava Mo6bius z geometrickych
pribuznosti shodnost, podobnost, afinitu a kolineaci a vysvétluje jejich vzajemny
vztah. Shodnost a podobnost — pravi Mobius — se podstatné nelisi; toto tvrzeni
odpovida vlastnostem tzv. hlavni grupy Erlangenského programu. Obecnéjsi jsou
afinity, které zahrnuji podobnosti a shodnosti jako zvlastni pfipady — to odpovida
vztahu mezi afinni a hlavni grupou. Jesté obecnéjsi jsou koneéné kolineace.**) Také
zde Mobius predjimal (pfirozené bez uZiti nizvu grupa a vibec bez vyslovného gru-
pového uvazovani) zaclenéni afinni geometrie do geometrie projektivni. V pozdéjsich
letech M&bius tyto zakladni mySlenky jesté rozvedl a své vysSetfovaci metody rozsitil
na dalsi pfibuznosti. Podrobnosti by tu vedly prili§ daleko a uvedme jen, Ze se Mobius
v roce 1858, tedy jiZ v pokrocilém véku, obratil k ivaham o tzv. ,,elementarnich
pfibuznostech®, jesté obecnéjSich neZ kolineace. Tyto wivahy zafazujeme dnes do
oblasti topologie.

Timto Siroce zaloZenym programem razil Mobius novou cestu, jiZ se geometrie
ubirala béhem devatenactého stoleti. Jako spoluvydavatel sebranych Mobiovych
praci ocenil Klein pozd&ji — po vysloveni Erlangenského programu — vielymi slovy
Mobitv prinos. Plného uznani se Mébiovu Zivotnimu dilu v geometrii dostalo teprve
pozdéji, protoZze Mdbius pro nedostatek formalniho, hlavng algebraického aparatu,
nebyl s to uskutecnit zamyslené pojeti klasifikace geometrie. ZvIasté postradame
u Mobia pouziti metod algebraické teorie invariantd, v devatenictém stoleti velmi
obsahle propracovavané teorie, kterou ve Velké Britanii Siroce rozvinuli G. BOOLE
(1815—1864), A. CAYLEY (1821—1895) a J. J. SYLVESTER (1814—1897) a které Cayley
pouZil k pokusu o stanoveni mista projektivni geometrie v celkové vystavbé geo-
metrie.

*) A. F. Mobius, Gesammelte Werke, Leipzig 1885, sv. 1, str. 9.
**) Termin ,,afinni‘ zavedl L. Euler v roce 1748 v ,,Introductio in analysis infinitorum*. Oznace-
ni ,,kolineace‘ pouzil Mobius z podnétu svého pfitele filosofa Weiskeho.
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Cayley navazal své teoretické studie o invariantech v roce 1854 pfimo na Booleho;
tehdy zacalo vychazet jeho deset proslulych ,,Pojedndni o kvantikdch‘.*) Zakladni
Cayleyho myslenka spocivd v tom, Ze vlastnosti invariantni viéi geometrickym
transformacim geometrickych utvari se museji projevit také analyticky ve formé
algebraickych invarianti ,,kvantik*, které odpovidaji danym geometrickym ttvaram.
Pomoci miry, pozdéji nazvané po Cayleyovi, se ve znamé Sesté stati o kvantikach
v roce 1859 Cayleyovi podafilo vymezit souvislost mezi projektivni a metrickou geo-
metrii. Cayley tam pravi: ,,Metrickd geometrie je tedy soudasti projektivni geometrie
a projektivni geometrie je veSkera geometrie*.**)

Tim vSak byla zatim provedena klasifikace jen casti geometrickych disciplin a me-
tod a zbyvalo zacdlenéni neeukleidovskych geometrii. K tomu bylo zapotfebi jesté
ucinngjsich algebraickych metod, zvlasté grupového pojeti, jeZ pfedstavuje posledni
a rozhodujici myslenkové kofeny Erlangenského programu.

Kolem roku 1870 byla uz teorie grup pomérné Siroce propracovanou matematickou
disciplinou, a¢ ovSem byly v podstaté studovany jen grupy permutaci. Vychodiskem
tohoto vyvojového sméru byla teorie feSeni algebraickych rovnic. Vzpomernime stale-
tého usili, jez uz N. TARTAGLIA (1500?—1557), G. CARDANO (1501—1576) a L. FERRA-
RI (1522—1565) zadali vynakladat na nalezeni obecného feSeni rovnic vys§iho nez
¢tvrtého stupné pomoci radikala. Dale to byl J. L. LAGRANGE (1736—1812), C. F.
Gauss (1777—1855), P. RurriNt (1765—1822) a N. H. ABeL (1802—1829), ktery
jako prvni podal — implicitnim pouZitim teorie grup podobné jako Ruffini — uplny
dikaz o nefesitelnosti obecné rovnice vyssiho nez ¢tvrtého stupné pomoci radikali.

Zacatkem tficatych let hluboce pronikl do otazky feSitelnosti algebraickych rovnic
genialni E. Garois (1811—1832), ktery zavedl nazev grupy jako odborného matema-
tického terminu, poznal rozhodujici ilohu normalnich délitelq, prifadil kazdé rovnici
grupu permutaci a nastinil teorii po ném nazvanou, ktera dovoluje rozhodnout podle
struktury Galoisovy grupy pfislusné rovnice o jeji feSitelnosti, zvlasté o feSitelnosti
pomoci radikald. Galoisovy myslenky vSak dosly plného pochopeni a matematického
propracovani teprve v padesatych letech; vedouci ulohu tu méli E. BETT1 (1823—1892),
J. A. SERRET (1819—1885) a G. JorDAN (1838—1922). Roku 1870 vysel v PafiZi
Jordantv velkoryse zaloZeny systematicky vyklad Galoisovy teorie o FeSitelnosti
rovnic ,,Traité des substitutions et des équations algébriques*, diisledné vybudovany
na teorii grup permutaci. Tato kniha dala Kleinovi do rukou rozhodujici algebraicky
nastroj k vypracovani Erlangenského programu.

Kdyz Klein koncem dubna 1870 spolu se svym norskym pritelem S. Liem (1842 az
1899) pfijel na studijni pobyt do PafiZe, znal z Bonnu, Berlina a Gottingen viechny

*) Pod kvantikou (,,quantic‘‘) rozumél Cayley to, co dnes nazyvame formou, tedy homogenni
polynom stupné n v m nezavisle ncurditych s libovolnymi konstantnimi koeficienty z daného
okruhu. Invariant je polynom v koeficientech kvantiky, ktery se az na mocninu substitu¢niho
determinantu reprodukuje, jestlize se kvantika podrobi nesingularni linedrni homogenni trans-
formaci.

**) A, Cayley, The Collected Mathematical Papers, Cambridge 1889, sv. 2, str. 592.
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nové sméry v geometrii, vydobyl si uZ jméno v pfimkové geometrii a davérné se
seznamil s teorii invariantii a Cayleyho mirou. V PafizZi, kde Klein a Lie pobyli
az do vypuknuti némecko-francouzské valky, se seznamili z pravé vyslé Jordanovy
knihy ,,Traité“ s teorii grup permutaci. Nyni se uZ hledana klasifikace geometrie
mohla, ba musila stat klasifikaci vyslovné zaloZenou na grupovém pojeti.

Z pocatku pristoupil Klein ke klasifikaci geometrie na zadkladé teorie invarianti.
V tadé prechodnych stadii — do podrobrosti nelze zachazet — se vytvarely zakladni
mySlenky grupové klasifikace, v niZ Klein mohl stanovit i misto neukleidovskych
geometrii v souhrnu veskeré geometrie.

Ve vlastnim Erlangenském programu nastitiuje Klein v tivodu celkovou situaci
vzniklou v oblasti geometrie a vysvétluje své zaméry témito — jisté skromnymi —
slovy: ,,...nerozvijime zajist¢ zddnou vskutku novou myslenku, nybrZz vymezujeme
zieteln€ a vyrazné to, co vice méné urcité tusili jiz jini. Uvefejnit shrnujici tivahy se
jevilo tim opravnénéjsi, ¢im vic se geometrie, svou latkou jednotna, rozpadala rych-
lym rozmachem v posledni dobé v fadu téméf oddélenych disciplin, rozvijejicich se
znacné nezavisle jedna na druhé®.*)

V prvnim paragrafu Erlangenského programu se definuje grupa a vysvétluje pojem
hlavni grupy. Vyrazngji nez v Kleinové druhé stati ,,O tzv. neeukleidovské geometrii‘
z 8. Gervna 1892 se rozpracovava rozdil mezi pojmy prostoru a variety (v originale
,Mannigfaltigkeit*, pozn. piekl.) a rozdil mezi smyslovym obrazem geometrie a jeji
abstraktni podobou. Studium variety se chape jako ,,zobecnéni geometrie*, kdy ,,si
odmyslime matematicky nepodstatny smyslovy obraz a spatfujeme v pojmu prostor
jen vicenasobné rozhlehlou varietu. .. Analogicky k transformacim prostoru hovo-
fime o transformacich variety; také ony tvori grupy. Nyni se v§ak nevyznacuje jedna
grupa od ostatnich jako v prostoru svym vyznamem; kazda grupa je s ostatnimi stejné
opravnéna. Jako zobecnéni geometrie tak vyvstava nasledujici obsahly problém: Je
dana varieta a v ni grupa transformaci; maji se vySetfit ty vlastnosti Gtvard variety,
které se transformacemi grupy nemeéni. **)

Hlavni grupu definuje Klein takto: ,,Geometrie se miZe zabyvat jen témi vlast-
nostmi prostorovych ttvari, které nezaviseji na umisténi Gtvard v prostoru ani na
jejich absolutni velikosti. NemUZe ani rozliSovat (bez pfibrani tfetiho télesa) mezi
vlastnostmi télesa a jeho zrcadlového obrazu. Témito vétami je charakterizovana
jista grupa prostorovych transformaci — nazyvejme ji hlavni grupou —, jejiz trans-
formace neméni souhrn geometrickych vlastnosti utvaru. Tato grupa se sklada ze
Sestinasobné nekone¢ného mnoZstvi pohybli, z jednoduse nekonefného mnozstvi
podobnostnich transformaci a z transformace zrcadlenim podle roviny.***¥)

Pojem grupy se pfi usporadini geometrii stava kouzelnym proutkem. Kazdé
,,geometrii‘‘ je podle Kleinovych slov ,,adjungovana* jista grupa. ,,V zavedeni tako-

*) F. Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Berlin 1921, sv. 1, str. 460/461.
**) TamZe, str. 463.
***) Tamze, str. 318.
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vych obecnych grup misto grupy hlavni spoiva podstata riznych geometrickych
metod, jeZ se v nové dobé rozvinuly.“*) Na jiném misté¢ shrnuje Klein vysetfovaci
metodu spolu s jejimi hlavnimi vysledky takto: ,,Nahradi-li se hlavni grupa grupou
obsahlejsi, zlstava zachovana jen ¢ast geometrickych vlastnosti. Ostatni se uZ nejevi
jako vlastnosti samotnych geometrickych utvard, ale jako vlastnosti systému, ktery
vznikne, pripoji-li se k nému vyznacny utvar. V tom spociva svéraznost popisovanych
zde novych geometrickych ideji a jejich pomér k elementarni metodé. Vyznaduji se
pravé tim, Ze misto z hlavni grupy vychazeji z rozsifené grupy prostorovych trans-
formaci.“*¥)

Tim je podan vyklad vySetfovaci metody. V dalSich paragrafech Erlangenského
programu je timto zpisobem stanoveno logické zafazeni projektivni geometrie,
pfimkové geometrie, geometrie reciprokych polomérl a ostatnich geometrii. Pro-
jektivni geometrie je napf. uréena takto: ,,Zkouma na prostorovych ttvarech jen to,
co se neméni kolinearnimi transformacemi, adjunguje si tedy grupu kolinearnich
transformaci.****)

Tyto vztahy dnes zpravidla vyjadfujeme (pro klasické geometrie) timto schématem:

podobnostni - afinni - projektivni

grupa grupa grupa
poloha méni se meni se meéni se
velikost méni se méni se meéni se
pravouhlost zachovana méni se meéni se
rovnobézZnost zachovana zachovana méni se
incidence zachovadna zachovana zachovana

|
podobnostni 5 afinni 5 projektivni
geometrie geometrie geometrie

Prechodu k obsahlejsi grupé odpovida tedy prechod k ,,chudsi* geometrii.

Zavérem nékolik doplitujicich poznamek, které se zCasti tykaji historického vlivu
Erlangenského programu.

Pii &etbé Erlangenského programu udivuje, Ze v ném Klein nestuduje afinni grupu
a nezadletiuje ji tedy mezi hlavni grupu a grupu kolineaci. Klein to pozdéji (1921)
retrospektivné vysvétluje jako ,,vliv jednostranné tradice; teprve poclinaje rokem
1895/96 vyrazngji vytkl ve svych pfednaskéach afinni grupu jako souhrn viech celist-
vych linearnich substituci v nehomogennich proménnych.

*) TamZe, str. 319.
**) TamZe, str. 465/466.
***) TamZe, str. 319.
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Klasifikace geometrie, uskutecnénd Erlangenskym programem, podstatné prispéla
k odhaleni matematické zavazZnosti axiomaticky postavenych zakladl geometrie ve
smyslu Helmholtzovych a Riemannovych podnétii. Ackoliv se Klein na tomto procesu
nepodilel — stavél se dokonce dosti odmitavé vii¢i mnoZinové zaloZené a axiomaticky
budované moderni matematice, rozvijejici se na zaatku dvacatého stoleti — stal se
v geometrii Erlangenskym programem takika nevédomky iniciatorem nového jejiho
pojeti, jeZ zahajil M. PascH (1843—1930) a pak rozvinul D. HILBERT (1862—1943).
Je tfeba pfipomenout, Ze Klein pfes mnohé protichtidné nazory na Hilbertovo pojeti
podstaty matematiky dal sam podnét k Hilbertové povolani na své vlastni plsobisté
v Gottingen.

Erlangensky program pfedstavuje pojmovou syntézu dlouholetého vyvoje nej-
riznéjSich a az do té doby oddélenych matematickych a zejména geometrickych
disciplin. Koncepce grupové klasifikace geometrie, ktera je v ném obsaZena, zname-
nala skutecny historicky zvrat nejen ve vyvoji geometrie, ale se zietelem na jednotici
silu grupového mysleni soucasné i zvrat v oblasti algebry, v niZ se béhem devatenactého
stoleti vyvijelo mySleni v matematickych strukturach. Erlangensky program stal tedy
na konci starého a zaroveii na zacatku nového vyvojového obdobi a patii k nej-
vyznamné&j§im mezniktim déjin matematiky devatenactého stoleti.

PrelozZil a upravil Franti§ek Dusek

Miniaturni zkapalifiova& plynd

(2 7 mm, délka 43 mm, hmota 6 g) byl vyvinut pro chlazeni specialnich elektronickych sou-
¢astek. Vzduch, dusik nebo argon z bomby se ochlazuje v protiproudovém chladi&i, expanduje
po prichodu tryskou o prumeéru 0,05 mm a protiproudovym chladi¢em odchézi. Béhem nékolika
vtefin se dosdhne teploty 77°K, plyn kapalni a stékd do pracovniho prostoru. Tepelnou izolaci
zarucuje Dewarova nadoba. PonévadZ pfistroj je pomérné jednoduchy, ma ziejmé vétsi ztraty
plynu, ale to pfi malych rozmérech a spotfeb& pfili§ nevadi.

Sk

Fotograficka zavérka

pohanéna vifivymi proudy vytvafenymi elektromagnetem byla patentovdna v USA.
Sk

Miliden

jako jednotku Casu doporuluji néktefi ameriti odbornici. Je to o néco vice nez 1 minuta
(pfesnéji 86,4 s). Podle navrhu by se dny &islovaly prabézné od pocatku roku a Sestimistné Cislo
by s presnosti 4-1 min. uréovalo &as v kterémkoli okamZiku roku. Tato uprava by byla vyhodna
pro lidi i pro pocitae. M4 v8ak i své nevyhody; o pilnoci mezi Silvestrem a Novym rokem by se
takové hodiny musely nastavit na 001.000 a p¥i ptechodu mezi dne$nimi ¢asovymi pasmy by se

muselo pficitat nebo odecitat 41,666 ... milidni.
Sk
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