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Jak Tesit tlohy
s nejistymi vstupnimi daty?

ITvan Hlavdcek, Praha

Obrovsky pokrok v rozvoji vypoctové techniky a slibné perspektivy jejiho dalsiho
vyvoje umoznuji dnes pii matematickém modelovani a feSeni problémil techniky,
prirodnich i spoleéenskych véd vystihnout realitu lépe nez diive.

Tak na rozdil od klasického pfistupu, ktery k modelovani pouziva diferencialni, resp.
integralni rovnice ¢i nerovnice s jednozna¢né zadanymi vstupnimi daty (tj. koeficienty
rovnic, pravymi stranami, okrajovymi a pocateénimi podminkami atd.), mizeme
nyni ptrihlédnout i k nejistotam v zadani vstupnich dat. Takova situace se vyskytuje
v mnoha technickych a védeckych oborech. Vstupni parametry se totiz obvykle ziskaji
ze dvou krokt: z experimentalnich méfeni a z nasledného feSeni prislusné inverzni
(identifika¢ni) tlohy. Oba tyto procesy jsou vSak zatiZeny chybami — ,Sumem“.
Nevyhnutelné chyby v méreni se pak sé¢itaji s chybou ptiblizného fesSeni inverzni tlohy.

Typickym pfikladem miize byt uréeni fyzikdlnich parametri, modelujeme-li geofyzi-
kalni procesy v hloubce zemské kiiry, kam vsak jiz nedosahuje vliv nasich vyzkumnych
technickych metod (vrtil, umélych otfest, umélych elektrickych poli apod.). V druhé
casti ¢lanku ukazeme fadu dalsich prikladd na dlohy s nejistymi daty.

Je ovsem zrejmé, ze jak teorie, tak i numerické reseni tloh s nejistymi daty bude
znacné slozité€jsi a vypocty narocnéjsi nez u klasického pristupu.

Pro tlohy s nejistymi vstupnimi daty lze pouzit dva rozdilné ptistupy: stochasticky
(pravdépodobnostni) anebo tzv. metodu spolehlivého Teseni (nejhorsiho scénére). Za-
timco stochasticky pristup se tési pozornosti matematiki jiz nékolik desitek let — viz
napf. Friedman [1], Tkeda a Watanabe [15], Walsh [20], Holden a kol. [12], metoda
spolehlivého feseni byla navrzena a studovana pomérné nedavno — viz Hlavacek
[3-7], Chleboun [13, 14, 11]. V tomto pfehledném ¢lanku se po kratké informaci
o stochastickém pifstupu vénujeme metodé spolehlivého feseni (MSR). Jak uvidime
z obecné definice, tato metoda v podstaté ucinkuje jako ,anti-optimalni* fizeni a je
formélné shodné s metodami optimalniho navrhu. V tom spociva jedna z jejich hlav-
nich pfednosti.

Stoji za zminku, Zze v linedrni algebfe jiz existuje teorie uloh s nejistymi vstup-
nimi daty, jejiz nékteré ¢asti lze povazovat za specialni p¥ipad MSR. Je to analjza
tzv. intervalovych (resp. nepfesnych) matic, viz napf. Rohn [19], resp. Nedoma [18].
(Intervalova matice je mnozina matic, jejichz kazdy prvek patii do jistého intervalu.)

Ve srovnani se stochastickym pfistupem je MSR pesimisti¢téjsi, avsak ztistava
,ha strané bezpecnosti“. Zduraznuje totiz ,nejhorsi“ data z dané mnoziny, i kdyz
pravdépodobnost jejich vyskytu je mala.

Ing. IvaN HLAVACEK, DrSc. (1933), Matematicky tstav AV CR, Zitna 25, 11567 Praha 1.
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1. Stochastickd metoda

Tato metoda se zaklada na predpokladu, Ze nejista vstupni data mizeme povazovat
za stochastické velifiny (af uz je tento fakt dusledkem jejich redlné ndhodnosti, nebo
pochézi z nedostatku nasSich informaci). Potom spravnym matematickym modelem
takové situace jsou tzv. stochastické diferencidlni (resp. integralni) rovnice (SDR)
(viz napf. Walsh [20], Holden a kol. [12]).

Zakladnimi pojmy teorie SDR je tzv. ,bily Sum® (white noise) a It6tiv nebo Strato-
novichiiv integral. Definice téchto pojmi ¢tenaf najde napt. v knize Holden a kol. [12].
Reseni SDR. se hled4 bud v Sobolevové prostoru H~"(R?), kde piirozené ¢islo n je
dostateéné velké, nebo v Kondratévové prostoru (S)_; stochastickych distribuci. Tato
druh4, novéjsi alternativa (viz Holden a kol. [12]) je vhodna zejména pro tlohy se sto-
chastickymi koeficienty, nebot v prostoru (S)_; lze definovat nésobeni prvkii pomoci
tzv. Wickova souéinu. Prostor (S)_1 je analogicky klasickému prostoru temperovanych
distribuci S’ se zdménou testovacich funkci za hladké ndhodné proménné.

K feseni SDR se pak pouziva metoda zalozena na Hermitové transformaci.

Odlisny pristup byl pouzit pfi modelovani dynamiky konstrukci — viz napf. ¢lanky
Natke, Zamirowski [17]. Pfislusné systémy obycejnych diferencidlnich rovnic byly
aproximovany diferen¢ni metodou a podrobeny hlubsi analyze s prihlédnutim k statis-
tickym vlastnostem a k ndhodnym chybam méfeni. Duraz se vSak klade na identifikaci
fyzikalnich parametri.

2. Metoda spolehlivého feSeni (nejhorsiho scénare)

Deterministicky charakter ma druhy pristup, ktery byl nazvan metodou spolehli-
vého FeSeni, resp. metodou nejhorsiho scénafe (viz Hlavidek [3-7], Chleboun [13, 14],
Hlavacek, Chleboun [11]). Tato metoda je aplikovatelnd na $iroké spektrum tloh, a to
i tam, kde dosud stochasticky pristup nebyl ani ustaven, ani prozkoumén. Vznikla
puvodné z podnétu profesora Ivo Babusky v r. 1995.

Hlavni kroky této metody ukazeme nejprve na priklade kvazilinedrni eliptické okra-
jové tlohy v omezené oblasti 2 C R?

—div(a(u) gradu) = f, uw=0 na hranici 9f2. (2.1)

Necht (skaldrni) funkce a(-) je nejisty koeficient, o némz budeme piedpokladat pouze
to, Ze patii do jisté dané mnoziny U,q piipustnych funkci (ad = admissible). Uloha
popisuje napf. ustalené vedeni tepla, funkce a(-) je vodivost, u teplota.

Necht pro kazdou funkci a € U,y existuje jediné FeSeni u(a) ,stavové“ tlohy (2.1)
v néjakém funkcionalnim prostoru V. (To lze dokdzat za pomérné slabych pfedpokladi
— viz [5]). Zvolime kritérium, tj. funkciondl @(v) : V — R, napf. stfedni hodnotu
funkce na vybrané podoblasti G C 2 (resp. G C 912). (Hledame totiz kritickou, tj.
maximélni teplotu v daném télese.)
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Resme maximaliza¢ni tilohu: najit

a’ = argmax @ (u(a)). (2.2)
a€Ugq

Zobecnénim je obecny postup pro dany stavovy problém P(A).

Zvolime mnozinu pfipustnych dat Ugg.

Definice mnoziny U,4 je dsledkem konkrétnich experimentalnich méfeni a pfislusné
inverzni-identifika¢ni tlohy.

Piedpokladadme, 7e pro kazdy prvek A € U,q existuje pravé jedno feseni wu(A)
problému P(A) z prostoru V.

Zvolime kritérium (funkciondl)

D(A,0) : Upg xV — R,

Volba kritéria ¢ ovsem vyplyva z charakteru stavové tlohy a odpovida zakladnimu
cili vypocti, tj. prani zadavatele-technika, prirodovédce apod.
Resime maximaliza¢ni problém

A° = argmax ® (A, u(A)). (2.3)
A€Ugqq

Postac¢ujici podminky k Fesitelnosti problému (2.3) jsou uvedeny v [4], spolu s né-
vrhem pfiblizného feseni a studiem konvergence.

Priklady aplikace metody spolehlivého Tesent:

(1) kvazilinearni eliptickd okrajova uloha [4], [5], [13], [14] s nejistymi koeficienty
v rovnici a okrajové podmince;

(2) linedrni parabolicky problém s nejistymi koeficienty zavislymi na ¢ase [10];

(3) deformaéni teorie plasticity (tj. fyzikdlné nelinedrni teorie pruznosti, monoténni
potencidlni operator) s nejistou materidlovou funkci [6];

(4) vlastni frekvence ohybovych kmitd Timoshenkova-Mindlinova pruzného nosniku
s nejistym koeficientem ,smykové korekce* [11];

(5) Signoriniova tloha jednostranného kontaktu pruzného télesa s danym tfenim,
s nejistymi Lamého koeficienty, objemovymi silami a mezi t¥eni [8];

(6) torze pruzné-plastické tyce (podle principu Haara-Kérména) s nejistymi koefici-
enty zobecnéného Hookeova zdkona [9];

(7) ohyb pruzné-plastického nosniku Timoshenkova-Mindlinova typu (analogie prin-
cipu Haara-Kérméana) s nejistou funkei plasticity [7].

Stavovy problém P(A) je zde formulovan ve tvaru parcidlnich diferencialnich rovnic
— (1), (2), (3), problému vlastniho ¢isla pro systém dvou obyéejnych diferencidlnich
rovnic — (4) a eliptickych varia¢nich nerovnic — (5), (6), (7).

Ve vSech pripadech se dokazuje predevsim existence FeSeni maximalizacni tlohy
(2.3). (Upozoriiujeme, Ze jednoznac¢nost nelze obecné o¢ekévat.)
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V ¢lancich [7, 11] je mozno stavovou tlohu fesit ,,pfesné“, tj. bez nasazeni pfibliznych
metod. V ostatnich ¢lancich se aproximuji jak stavovy problém P(A) (aproximadni
parametr h), tak mnozina p¥ipustnych dat U,; (aproximaéni parametr M), a to
pomoci metody konec¢nych prvki, resp. splajni. Tak vznika pfiblizny maximaliza¢ni
problém. Dokazuje se fesSitelnost tohoto problému a vztah jeho feSeni A% v Kk TeSeni
pivodniho problému (2.3), kdy zjemiiujeme aproximadéni parametry (b — 0, M — 00).
Vysledkem je konvergencni véta: za jistych pfedpokladt existuje konvergentni posloup-
nost aproximaci {A9,,}, h — 04+, M — oo, takovd, Ze jeji limita predstavuje feSeni
A° maximaliza¢niho problému (2.3) a zaroveti plati

lim @ (A9, (A])) = B(A°, u(4%)). (2.4)

M—o0

Zde jsme oznadili up, (A, ,) priblizné feseni stavového problému pro vstupni data A9, .
Z praktického hlediska tvofi limita (2.4) hlavni a kyZzeny vysledek, zatimco ,nejhorsi“
data A° nejsou tak duleZita.

Vyhody metody spolehlivého resent:

I. K feseni maximalizac¢ni ulohy lze pouzit znamé metody a algoritmy z teorie
optimalniho navrhovdni (Optimal Design). Vskutku, struktura problému (2.3)
se po formdlni strance neli§i od struktury tloh optimalniho ndvrhu (viz napf.
knihy Haug, Arora [2], Haug, Choi, Komkov [3], Litvinov [16] aj.). Tato pomérné
nova matematicka disciplina vznikla jako odnoZ teorie optimélniho ¥izeni (Optimal
Control) z podnétl a pozadavki technické praxe. Proto je k dispozici bohaty apa-
rat nelinearniho programovani i obecné teorie o analyze citlivosti, tj. o efektivnich
metodach vypoétu gradientu funkcionalu @(A, u(A)) vzhledem k proménné A (viz
¢lanky [13], [14]).

II. Metoda MSR m4 v podstaté téméF neomezenou aplikovatelnost. Lze ji totiz pouzit
napt. na vSechny modely, které popisuji realitu prostfedky matematické analyzy
jako korektni stavovou tilohu.

V mnoha ptipadech vSak lze feSeni, tj. ,nejhorsi scénai®, predvidat. Jednoduchy
pfiklad: ohyb pruzného nosniku s nejistym rovnomérnym zatizenim. Stavovy
problém je dan okrajovou tlohou

d4

Eld—;:f, z € 10,4,
d2

:d—Z:0 pro z=0, x =/,
T

kde E, I jsou kladné pevné dané konstanty, zatimco f je nejista konstanta,
0 < fmin = f = fmax;  (Uad = [fmins fmax])-
Necht kritériem je prithyb uprostied nosniku, tedy volime
(f,u(f)) = u(f)lo=/2-
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III.

ReSenim maximaliza¢ni tlohy je ziejmé fi,.x, nebot feSeni stavové tlohy je imérné
parametru f.

Vyznam MSR tedy vynikne pfedevsim v situacich, kdy charakter zobrazeni
A @(A7 u(A))

1ze tézko predvidat. To se tyka zejména nelinedrnich problémi.
Metodu MSR lze aplikovat, i kdy# stavovy problém P(A) nemd jediné reseni.
Vskutku, necht K(A) je mnoZina vSech feSeni pfislusnych datu A € U,q. Pak
misto dlohy (2.3) fesime modifikovany maximaliza¢ni problém

AY = argmax( max ®(A,u)).
AgEUad (uEK(A) < ))

Podobné formulujeme aproximacni tlohu v pripad€, Ze aproximace stavového
problému je vicezna¢né Fesitelna (viz ¢lanek [5]).
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Nizkoteplotni jaderna orientace —
metoda studia magnetickych vlastnosti
pevnych latek

Stépdn Hubdlovskyj, Praha

Uvod

V tomto ¢lanku se pokusime ¢tenafi priblizit jednu z metod studia vlastnosti latek
— nizkoteplotni jadernou orientaci. Zakladem této metody, jak uvidime dale, jsou in-
terakce elektrickych a magnetickych momentt atomovych jader s elektromagnetickym
polem, které je obklopuje. Jak je jiz z nazvu zfejmé, tato metoda vyuziva znalosti
z oblasti jaderné a atomové fyziky, fyziky nizkych teplot a fyziky kondenzovaného
stavu a prinasi rovnéz nové poznatky do téchto obort.

V naSem ptispévku se kromé objasnéni principi této metody zaméifime na jeji vy-
uziti pii studiu vnitiniho, pfedev§im magnetického usporadani pevné latky. Zminime
se 1 o méfeni teploty v oblasti milikelvinové pomoci jaderného orientac¢niho teploméru.

Mgr. STEPAN HUBALOVSKY (1970), doktorand na katedie fyziky nizkych teplot MFF UK,
V Holesovickach 2, 18000 Praha 8, e-mail: hubalov@hp03.troja.mff.cuni.cz
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