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Wayvelets

Petr Holman a Karel Najzar, Praha

Moderni teorie waveletti (doslova pfelozeno teorie vlnek) se jako takova zacdala
bouilivé rozvijet az v osmdesatych letech 20. stoleti. Vychazela pfitom z nezévislych
praci mnoha védct, ktefi po celé stoleti nevédomky ptipravovali ptidu pro tento
silny nastroj k reseni mnoha nejen matematickych problémi. Rozkvét této teorie je
vyznamné svazan s teorii signald, v soucasné dobé je vSak presnéjsi zaradit wavelety
mezi matematiku, teorii signdlii a zpracovani obrazu a zvuku, fyziku a computer
science. Teorie se navic dale zobecnuje a prohlubuje, a tak se da ocekavat, ze v brzké
dobé najde uplatnéni i v dalsich védnich oborech.

7Z laického pohledu muzeme predstavit wavelety jako funkce s urcitymi vlastnostmi,
pomoci kterych je mozné popisovat (podobné jako pomoci Fourierovy trigonometrické
béze) nejriznéjsi prostory funkci. Proti Fourierovym faddm je vSak waveletova teorie
obecnéjsi a jeji pouziti také Casto prinasi presnéjsi a silnéjsi vysledky. Jeji vznik vychazi
z mySlenky pouzit ke konstrukci ortonormélni baze daného prostoru vSechny celoci-
selné translace a urcité celociselné (nejcastéji dyadické) dilatace jedné jediné funkce
(tzv. mother-waveletu). Ukazalo se, Ze takovych funkei existuje nekoneéné mnoho a ze
k jejich konstrukci je mozné vyuzit nejriizné€jsi matematické postupy. Pravé tento
novy zpusob nalezeni ortonormalni baze ostte odlisuje wavelety od Fourierova trigono-
metrického systému. Jednim z dilezitych pozadavkl na mother-wavelet je totiz rychly
pokles v nekonec¢nu. Jsou znamy také velmi podstatné wavelety s kompaktnim nosicem.
Na rozdil od sinu a kosinu jsou tedy wavelety lokalizovany v prostoru. Provedeme-li
pak dilataci takové funkce, jeji nosi¢ se imérné zmensuje. Je tedy ziejmé, ze jestlize

Mgr. PETR HOLMAN (1975), Veronské nam. 334, Praha 10, absolvent katedry numerické
matematiky MFF UK (1998), ¢len Symfonického orchestru Ceského rozhlasu.

Doc. RNDr. KAREL NAJzAR, CSc. (1939), docent na katedfe numerické matematiky
MFF UK, Malostranské nam. 25, Praha 1, e-mail: knaj@ms.mff.cuni.cz

Préce vznikla v rdmci grantu ¢. 201/97/0217 a grantu VZ MSMT CEZ J13/98:113200007.

294 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 4



napiiklad pro aproximaci funkci s nespojitostmi nebo ostrymi hroty mizeme pouzit
takto dilatovanou funkci s malym nosi¢em, ziskame daleko presnéjsi vysledky nez
pri pouziti trigonometrickych funkci. Tato vlastnost wavelet pfinasi i dalsi vyhodu:
pri reprezentaci funkce nebo obecné pri reprezentaci dat je Casto diky kompaktnosti
nosice matice waveletovych koeficientt fidka, a tim se vyrazné zjednodusuji veskeré
operace s koeficienty a Setfi se ¢as potfebny ke zpracovani problému. (Waveletovymi
koeficienty rozumime koeficienty linearni kombinace jednotlivych translaci a dilataci
mother-waveletu.) Také wavelety, které nemaji kompaktni nosi¢, vykazuji tento efekt.
Vzhledem k jejich rychlému poklesu v nekonecnu staci polozit rovny nule koeficienty
mensi nez urcity prah.

Zminme se ale nyni trochu o historii této teorie. Jak jiz bylo feceno, matematické
zéklady obecné teorie jsou jen nékolik let staré. Ale podivame-li se zpét do historie
matematiky, objevime alespon sedm ruznych pavodu ¢i zdroju waveletové analyzy.
Nejvétsi ¢ast této prace byla uskutecnéna ve tficatych letech. V té dobé se viibec
nezdalo, ze by spolu tehdejsi vysledky néjakym zpiisobem souvisely. Neobjevovalo se
tehdy ani slovo wavelet, ani celkova koncepce odpovidajici soucasné teorii waveletii.
Teprve dnes vime, Ze vSechna tato prace dnesni teorii waveletti pfedznamenévala.
teorie, pfinesl v roce 1807 Joseph Fourier v podobé svych zndmych Fourierovych rad.
Ukézal totiz, ze pomoci uréité ,malé“ mnoziny funkci (tj. ortonormélniho systému
slozeného z trigonometrickych funkei) 1ze popsat celé prostory funkci. Fourier tehdy
tvrdil, ze takto lze rozlozit kazdou spojitou 2n-periodickou funkci. Pfed rokem 1807
se pro funkce a praci s nimi pouzival polynomialni rozvoj a nejobecnéjsi funkce, které
bylo viibec mozné tenkrat sestrojit, mély velmi malo obecné vlastnosti. Proto méla
Fourierova prace ve své dobé velky vyznam pravé pii zkoumani dalsich, do té doby
neznamych prostoru funkeci.

Jiz v roce 1873 ale Paul Du Bois-Reymond zkonstruoval spojitou 2n-periodickou
realnou funkci, jejiz Fourierova fada v daném bodé diverguje. Zacalo se tedy zkoumat,
jakym zpisobem by bylo mozné Fourierovy fady vylepsit. A pravé jednou ocividnou
moznosti tehdy bylo nalézt néjaky jiny ortonormaélni systém funkci, ktery by slouzil
k popisu funkcionalnich prostort. Tato cesta vedla pravé k objevu A. Haara. Ten
v roce 1909 nalezl jiny mozny ortonormélni systém. V jeho objevu je navic poprvé
predstavena dalsi zakladni myslenka waveletové teorie: popisovat prostory funkci
pomoci celoéiselnych translaci a dyadickych dilataci jedné jediné funkce. (Dyadickou
dilataci funkce rozumime nésobeni argumentu této funkce néjakou mocninou éisla 2.)
Haar definoval nejdrive funkci

1 pro x z intervalu (0, %),
h(z) =< —1 pro z z intervalu (1,1),
0 jinak
(tzv. Haartv wavelet) a nésledné pak pro n = 1 definoval funkce

ho(z) =272 022 — k), kde n=2"+k, 20, 0<k<2, jkeZ

(Symbolem R rozumime mnozinu realnych ¢isel, symbol Z pak oznacuje ¢isla cel.)
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Je snadné ukazat, Ze spolu s funkei ho(z) =1 je tento systém ortonormdlni bézi
prostoru L%((0,1)). Tuto konstrukei je také snadné prevést na prostor L*(R) — viz
nize. Ve své dobé znamenal tento pristup zcela nové pojeti, po jehoz stopach se vydavali
dalsi a dalsi védci nejen z matematického oboru.

Jiz od pocatku bylo zfejmé, ze Haarova konstrukce ma nékteré nedostatky. Zakladni
funkce h,, nejsou samy ani spojité, a pokud by navic bylo tfeba aproximovat funkci
napiiklad spojité diferencovatelnou, byl by takovy zpusob zcela nevhodny. To vedlo
Fabera a Schaudera k tomu, ze se v roce 1910 pokusili nahradit funkce h,, jejich
primitivnimi funkcemi. Definovali nejprve ,trojuhelnikovou funkci*

2z pro z z intervalu (0, 1),
A(z) =< 2(1 —z) pro z z intervalu <%, 1),
0 jinak.

Jeji dyadické dilatace a translace A,, pak spolu s funkcemi 1 a x tvoii bazi prostoru
L%({0,1)).

V roce 1927 napadlo P. Franklina, zZe by mohl vytvofit z Faberovy-Schauderovy baze
ortonormélni bazi prostoru L?((0, 1)) pouzitim Gramova-Schmidtova ortonormalizaé-
nfho procesu. Ziskal tak posloupnost funkei f,, kde f_i(z) =1, fo(z) =2V3(z —3),
..., kterd je ortonormalni bazi prostoru L?({0,1)). Tato mnozina funkci m4 prvni
dva momenty rovny nule, tj. fol fo(z)dz = fol Zfn(z)dz =0 pro n = 1. Spojuje
pritom vyhody Haarovy i Faberovy-Schauderovy baze, jeji nevyhodou je vSak to, ze
nemé jednoduchou algoritmickou strukturu, tj. neni mozné ji odvodit translacemi
a dilatacemi jedné funkce. Proto byl Frankliniv systém témér ctyticet let opomijen.
V roce 1963 jej vsak ozivil Z. Ciesielski, kdyz ukézal celkem ,rozumné“ chovéani
funkci f, a jejich derivaci. Dnes jsou jiZz spocteny i asymptotické odhady funkci f,,
které ukazuji, ze ve Franklinové systému byla v jistém smyslu ukryta Strombergova
ortonormalni waveletova baze z roku 1980.

Ve tricatych letech pokrocil v tomto sméru vyzkum o notny kus vpred. Vyznamny
fyzik té doby Paul Lévy se snazil zkoumat nékteré vlastnosti Brownova pohybu. Pfitom
zjistil, Ze pro reprezentaci nékterych komplikovanych detaili je Fouriertv trigono-
metricky systém nepouzitelny. Kdyz za stejnymi Gcely zkousel uplatnit reprezentaci
pomoci Haarovy baze, ukazalo se, ze vipocty jsou daleko pfesnéjsi a ze takto je mozné
ziskat korektni vysledky. Mohlo by se snad Fici, ze pravé toto uplatnéni Haarova
systému bylo prvnim vyznamnym vyuzitim waveletové baze v praxi. Jiného pokroku
dosahli védci Littlewood, Paley a Stein pfi feSeni problému, na které narazili pfi
vypoctech energie funkci. V souvislosti s Fourierovymi fadami objevili nové moznosti
reprezentace funkci, pfiemz znac¢ny vyznam meéla pravé moznost libovolné dilatace
jedné dané funkce.

Vyzkumy pokracovaly s neztencenou intenzitou dal. V Sedesatych letech piisli
s dalsim dulezitym poznatkem G. Weiss s R. Coifmanem. Ti se snazili nalézt obecnou

teorii ,atomu“, tj. néjakych nejjednodussich soucasti prostortu funkci, ze kterych by
bylo mozné pomoci urcitych jednoduchych pravidel pro rozklad funkci tyto prostory
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popsat. Vyuzili napiiklad prace Luzina, ktery se zabyval reprezentaci Hardyho pro-
storti pomoci komplexnich funkci a ktery pritom vilbec netusil, jakym zptisobem je
také mozné jeho vysledky interpretovat.

Zde je tfeba zdiraznit jedno: mezi vSemi témito skupinami tehdy neexistoval velky
kontakt, a proto vSechny tyto vysledky, a¢ velmi podobné a ubirajici se stejnym
smérem, byly objeveny nezavisle na sobé védci z riznych kontinentd a zemi a z riz-
nych védnich obort. AZ moderni teorie waveleti dokézala v osmdesatych letech tyto
vysledky sjednotit a pomérné obecné popsat.

Pojem wavelet se poprvé objevil v praci A. Grossmanna a J. Morleta z roku 1980.
Fyzik a inZenyr, ktefi se zajimali obzvlasté o kvantovou fyziku, zavedli v tomto
kontextu prvni ucelenou waveletovou teorii a ukazali, jakym zptisobem wavelety souvisi
s fyzikélni praxi. Vychazeli pfitom z vyzkumt matematika A. Calderéna z Sedesatych
let, ktery se naopak vénoval rozkladim operatorta a ktery kdyz zjistil, jak také
mize byt jeho teorie interpretovana, oznacil takové pojeti za naprosto irelevantni.
Kolem roku 1980 se také objevila prace J. O. Stromberga, ktery vyuzil Franklintv
systém ke konstrukci jiné, ovSem v zékladu obdobné waveletové teorie. Jesté dalsi
definice waveleti vznikla navazanim na Littlewoodovu-Paleyho teorii. Tyto definice
se v jednotlivych detailech lisily, ale celkové vyvoj jasné sméroval k obecné definici
waveletu a teorii, kterd by dokazala jednoduchym zptisobem shrnout vétsinu doposud
objevenych vysledkt.

Po roce 1980 ziskaly wavelety dalsi impuls od S. Mallata, ktery ptisel s aplikaci né-
kterych definic wavelett pfi digitalnim zpracovani signalti. Wavelety se zacali zabyvat
mnozi odbornici jak z matematického, tak fyzikalniho hlediska, a jelikoz komunikace
mezi vSemi byla jiz snadnéjsi, byla tak postupné vytvorena jednotnd moderni teorie
wavelet. Byla ustalena definice pojmu wavelet, byla urcena zakladni pravidla pro
praci s nim a také odvozeny veskeré jeho zakladni vlastnosti. Zaroven s tim se postupné
objevovaly nové a nové konkrétni piiklady wavelett vychazejici z riznych typt funkci.
Jmenujme zde alespon nékteré védce, ktefi se vyznamnym zpisobem zaslouzili o vznik
a obrovsky rozvoj této teorie od osmdesatych let do soucasnosti: R. Coifman, J. O.
Stromberg, S. Mallat, Y. Meyer, I. Daubechies, G. Beylkin, P. Wojtaszczyk a mnoho
dalsich.

Popisme si nyni o néco presnéji soucasnou definici pojmu wavelet. Omezme se zde
pro jednoduchost pouze na prostory L2(R). Rekneme, ze waveletem je kazda funkce 1)
z prostoru L?(R) takova, Ze systém jejich translaci a dyadickych dilataci

Wik (@)} pen = {PP0@2 R}
tvoii ortonormalni bazi prostoru L?(R). A jelikoz L*(R) je Hilbertiiv prostor, uziva
se zde k dalsimu odvozovani také znama teorie ortonormalnich bazi v Hilbertovych
prostorech.

Waveletova transformace zpracovava dany signal pomoci translaci a dilataci jisté
zékladni funkce. Podle pouzitych koeficienti lze tyto translace a dilatace hierarchicky
usporadat do stromové struktury. V tomto uspofadani pak vynikne schopnost wave-
letové transformace analyzovat signal na riznych trovnich rozliseni. Tato struktura

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 4 297



vSak predev§im umoznuje velmi rychle provadét vypocty pfimé i inverzni waveletové
transformace. Vezmeme-li v ivahu hierarchicky charakter transformace, zjednodusi se
rovnéz prakticka konstrukce novych waveleti.

Piirozenym zékladem teorie waveleti je tzv. multirozklad (multiresolutin analysis).
Multirozkladem prostoru L?(R) rozumime posloupnost do sebe vnotenych podprostort
<+ CVj_1 CV; CVjy C--- C LAR), j € Z, které splituji nésledujici podminky:

(1) uzéavér jejich sjednoceni je cely prostor L2(R), tzn. kazdou funkci z L2(R) lze
libovolné pfesné aproximovat posloupnosti funkei f; € Vj;

(2) prinik vsech prostort V; obsahuje pouze nulovou funkei;

(3) pro kazdou funkei f plati vztahy
f@) eV, <= f(2r) eVimr a f(x) eV < flz+1) € Wy

(4) existuje funkce ¢ € Vg (tzv. skdlovd funkce) takova, Ze systém funkei {¢o(x — k) }kez
tvori ortonormalni bazi prostoru V;.

Definujme nyni pro vSechna j € Z prostor W; jako ortogonélni doplnék prostoru V;
v prostoru Vji1, tedy W; @ V; = V;41. Prostor W; tak reprezentuje rozdil mezi pro-
story V11 a V;. Na zdkladé této konstrukce pak lze dokazat, Ze prostory W; jsou
navzajem ortogonalni a Ze existuje funkce ¢ € Wy tak, Ze systém {¢(x — k)}rez
tvofi ortonorméalni bazi prostoru Wy. Vzhledem ke konstrukci lze snadno ukazat, ze
tato podminka je ekvivalentni s vySe uvedenou definici waveletu. Funkce v je tedy
hledanym waveletem vzhledem k multirozkladu {V;} ez a Skalové funkci ¢. Tento
wavelet ovSsem nemusi byt k danému multirozkladu a skalové funkci uréen jednoznac¢né,
vzdy je tedy mozné vybrat takovy z nich, ktery bude dobie pouzitelny pro praktické
vypocty.

Zakladni vlastnosti skalové funkce a prislusného waveletu je skutecnost, ze obé tyto
funkce splnuji tzv. dilatacni rovnice

p(2) = V2Y hipr—k), (@) =V2Y gue(2e — k),

kEZ keZ

s néjakymi koeficienty hy, gi. Pravé tyto skalové a waveletové koeficienty jsou pak
zékladnim nastrojem pfi tvorbé vsech waveletovych algoritmi. Tuto teorii vsak
v tomto ¢lanku déle rozvijet nebudeme. Piipadné zajemce odkazujeme naptiklad na
[3] nebo [4].

Aby algoritmy byly co nejefektivnéjsi a nejpiesnéjsi, na wavelet jsou vzdy kladeny
tfi zékladni pozadavky, snadno vyplyvajici z dilatacnich rovnic a také z pozadavkl
jednotlivych konkrétnich problémi — hladkost, rychly pokles v nekone¢nu a co mozné
nejvyssi pocet nulovych momenti. Konkrétni priklady waveletu 1 jsou pak odvozovany
mnoha riznymi zptsoby. V [3] je mozné se setkat s Haarovymi, Strombergovymi,
Meyerovymi nebo daubechiesovskymi wavelety, wavelet je moZzné definovat také po-
moci splinti nebo goniometrickych funkci. Ukazme si nyni nejjednodussi mozny priklad
waveletu — tzv. Haartiv wavelet na prostoru L?(R). Zde je $kalovou funkci funkce
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©(x) = x(0,1) (z) (charakteristicka funkce intervalu (0, 1)) a pfislusny wavelet je pak
definovén jako ¢ (x) = h(x), kde h(x) je pravé Haartv wavelet definovany jako

1 pro z z intervalu (0, 3),
Y(x) = h(z) =4 —1 pro z z intervalu (1,1),
0 jinak.

Systém funkci hji(z) = 27/2 h(27z — k), kde j,k € Z, je pak ortonormalni bazi
prostoru L?(R) (dtikaz snadny) a kazdou funkci f € L?(R) lze napsat jako soucet

F=Y {fhdhg,

JET kEZ

kde {f, hjxy znad¢i skalarni sou¢in v L?(R). Diky ostatnim vlastnostem tohoto systému
a také diky jeho jednoduchosti jsou pak waveletové algoritmy, které jej vyuzivaji, velmi
prehledné a rychlé. Nevyhodou je ale (opét diky jednoduchosti Haarova systému) jejich
velmi mala presnost, napriklad je zfejmé, ze pri aproximaci funkci neni pomoci Haarova
waveletu mozné dosdhnout takové piesnosti jako pomoci hladsich waveletti. Haartv
systém ma sice kompaktni nosi¢, ale neni ani spojity a ma pouze jeden nulovy moment.
Proto se v praxi nikdy nepouziva, je vSak dobry pro nazorné predvadéni konstrukce
veskerych algoritm?i.

Jednim z nejdilezitéjsich typt wavelet jsou daubechiesovské wavelety — wavelety
s kompaktnim nosi¢em. Tyto wavelety zkonstruovala v osmdesatych letech Ingrid
Daubechies na zdkladé Haarovy a posléze Mallatovy prace. Zékladnim pozadavkem
pro ni byl pravé kompaktni nosi¢ skalové funkce a waveletu, ke kterému se pak snazila
pridat maximéalni moznou hladkost a také pocet nulovych momenti. Podarilo se ji tak
objevit skupinu wavelet, kterda ma v soucasné dobé snad nejvétsi uplatnéni v praxi.
Pouzitim jejiho postupu je mozné zkonstruovat wavelety s kompaktnim nosi¢em, které
maji pomérné velkou hladkost a s tim souvisejici pocet nulovych momenti. Je tfeba
a vyrazné komplikovanéjsi algoritmy. V praxi je proto vzdy tfeba volit kompromis
mezi pozadovanou presnosti a ¢asovou narocnosti algoritmu.

Podivejme se nyni, jakym zptisobem mohou byt wavelety vyuzivany v praxi. Prvni
oblasti, kterou je tfeba zminit, je samotna matematika. Pro nejriiznéjsi numerické
vypoclty (aproximace, feSeni diferencidlnich rovnic, ...) je nékdy tfeba uzit né&jakou
ortonormalni bazi. Pravé tady muzeme vzit nékterou waveletovou bazi. Algoritmy jsou
pak ¢asto rychlejsi a mnohdy také presnéjsi. Pro feSeni téchto zakladnich numerickych
problémt pak sama waveletova teorie davd moznosti i k sestrojovani zcela novych
algoritm1.

Jednou z nejpouzivanéjsich aplikaci waveleti je prace s daty (velmi Casto se signaly
nebo s dvojrozmérnymi a trojrozmérnymi obrazy). Wavelety se pouzivaji pfevazné ke
dvéma dilezitym ¢innostem — ke kompresi dat a k ¢isténi dat. Stejné jako u Fouriera
je mozné reprezentovat data matici koeficientti. Ale diky specifickym vlastnostem wa-
veletl je mozné jednoduchym, tzv. pyramidovym algoritmem pocet téchto koeficienti
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Obr. 1. Haartv wavelet.

Obr. 2. Strombergtiv wavelet — nema kompaktni nosic.

vyznamné snizit, aniz se ztrati podstatna soucast dat. Naptiklad prenos takovychto
dat je pak nesporné jednodussi a méné naroény na ¢as i pamét. Inverznim algoritmem
se potom z koeficienti rekonstruuje zpét puvodni mnozina dat. Pro ¢isténi dat je
snadné si predstavit napfiklad starsi LP desku, kde na ptivodni hudbu je nabaleno
velké mnozstvi okrajovych Sumu. Ty jsou pak reprezentovany vysokofrekvencénimi
slozkami daného signélu s malou amplitudou. Abychom se jich zbavili, sta¢i tedy diky
vlastnostem waveletit béhem pyramidového algoritmu vzdy zanedbéavat ty koeficienty,
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Obr. 3. Daubechiesovské wavelety (zakladni typ) — skélova funkce ¢.

Obr. 4. Daubechiesovské wavelety (zakladni typ) — wavelet ¢ (dva nulové momenty).

které budou mensi nez urcity prah. Ze zbylych koeficientti se pak zpét rekonstruuje
puvodni signal. Podobny proces pak probiha i u trojrozmérnych obrazi. Je ziejmé, ze
takové a dalsi obdobné operace najdou uplatnéni v mnoha oborech.

Kompresi dat pomoci waveletti vyuzila naptiklad FBI, kdyz se v roce 1993 rozhodla
digitalizovat sviij archiv otiski prsti. V archivu se od roku 1924 shroméazdily otisky asi
tficeti milionti osob. Pokud by byly zpracovany standardnim postupem, spotfebovala
by jedna osoba asi 6 MB pocitadové paméti. Je tedy jasné, Ze prostorové (a tim

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 4 301



Obr.5. Puvodni obraz a obraz rekonstruovany pomoci daubechiesovskych waveleti
(pfevzato z ¢lanku autort V. STRELY, P. N. HELLERA, G. STRANGA, P. TOPIWALY
a C. HEwA The Application of Multiwavelet Filter Banks to Image Processing,
uvefejnéno v casopise IEEE Trans. on Image Processing a rovnéz na internetové adrese
http://www-math.mit.edu/~gs/papers/recent_wt_papers.html)

i finan¢ni) néroky na takovouto akci by i pro FBI byly vice nez netnosné. Pouzitim
waveletl pro kompresi se vSak podafilo tyto naroky vyrazné snizit.

Na zacatku osmdesatych let se D. Marr zacal zabyvat otazkou, jakym zptusobem
by bylo mozné digitalizovat lidské vidéni. Divod byl zfejmy — zacali se objevovat
prvni roboti a dosud nebylo jasné, jak digitalné popsat jejich ,zrak®. Marr zalozil
svou teorii na tom, Ze se snazil popsat zmény intenzity svétla v rdznych mistech
obrazu. Tyto zmény podle néj probihaly v mnoha trovnich, bylo tedy tfeba pouzivat
néjaky operator, ktery by byl schopen libovolné zménit méritko. Marr zaroven tvrdil,
ze nahlé zmény intenzity bezprostfedné souvisi s prvni derivaci obrazu. Proto chtél,
aby pouzivany operator byl také dostatecné hladky. Z dnesniho pohledu se zda vice
nez jasné, Ze vysledkem jeho snazeni byl wavelet — tzv. Marriv wavelet.

Zastavme se jesté u jednoho mozného vyuziti wavelett. V. Wickerhauser pfisel
s myslenkou, Ze by bylo pfirozené analyzovat zvuk (at uz hudebni tény nebo mimohu-
debni zvuky) pravé pomoci waveletii. Rekonstrukce napiiklad jednoho ténu vydaného
na hudebnim néstroji probiha tak, ze jeho digitalizovany zadznam se rozlozi pomoci
waveletl, ¢imz ziskdme waveletové koeficienty vzhledem k néjaké béazi. Ze znamych
koeficientu je pak okamzité mozné tén zpétné rekonstruovat. Diky kompaktnosti nosice
nékterych waveleti je pfitom mozné zvlast zpracovat zaGatek a konec noty (ostré
akcentované nasazeni ténu nebo naopak jeho mékky zac¢atek). S takto zpracovanym
ténem je pak samoziejmé mozné déle pracovat. VSimnéme si rovnéz, ze pravé tak
je mozné reprezentovat lidskou fe¢. Pravé to jiz také bylo vyuzito v mnoha dalsich
pocitacovych programech.
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Co fici zadvérem? Snad jen to, ze waveletové teorii se jiz podafilo proniknout do
nejriznéjsich oboru lidského snazeni. Diky jeji univerzalnosti, pfehlednosti a spoleh-
livosti byl jeji nastup po osmdesatych letech doslova raketovy. Zakladni teorie je jiz
vytvofena, dalsi prace nyni spociva v zobecnovani soucasnych poznatkl a v dalsim
rozsitovani oblasti vyuziti waveletd. Poprejme tedy waveletiim hodné zdaru do jejich
dalsi cesty svétem védy a techniky!
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Odkazy na internet

Index nékterych zdroju informaci o waveletech:
http://www.wavelet.org/wavelet/index.html nebo
http://www.amara.com/current/wavelet.html

Wavelet Digest:

http://wuw.wavelet.org/

Abyste se stali predplatiteli Wavelet Digest, staci poslat prazdny e-mail na adresu
add@wavelet.org.

Wavelet Papers:
http://www.mathsoft.com/wavelets.html

WaveLab (waveletova laboratof pro Matlab):
http://stat.stanford.edu/"wavelab/ nebo
http://www.wavbox.com/

Mathematica:
ftp://timna.mines.edu/wavelets/ nebo
http://www.isds.duke.edu/ brani/wavelet.html

Maple:
ftp://daisy.uwaterloo.ca/pub/maple/5.3/share/daub/

a mnoho dalsich. ..
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