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Obaly a pokryti v teorii modulil

Jan Trlifaj, Praha

Abstrakt. Teorie modult zahrnuje nékolik vyznamnych oblasti moderni matematiky.
Ué¢innou metodou popisu modul? jsou aproximace: obaly a pokryti modulti. Za p¥ispéni
Ceskych matematikti se v roce 1999 podafilo vyresit jeden z nejznaméjsich problémi
o aproximacich — hypotézu existence plochych pokryti moduléi (FCC). Clanek je véno-
van nastinu teorie obali a pokryti moduli, metoddm vyvinutym pro dikaz FCC a jejich
aplikacim.

Uvod s trochou historie

Pod pojmem ,modul®“ si vétSina z nas predstavi ¢ast kosmické lodi. Informatici
terminem ,modul® rozuméji ¢ast vétsiho programového celku s presné definovanym
rozhranim. V klasické matematice slovo ,modul® znamenalo ¢iselnou charakteristiku
objektu.
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V moderni algebie, tedy algebfe zalozené v prvni poloviné 20. stoleti v pracich
Davida Hilberta a jeho zakti Emmy Noether a Emila Artina, ma slovo modul jiny
vyznam. Modul oznac¢uje komutativni grupu s okruhem operatorti, tedy reprezentaci
okruhu, resp. linearni reprezentaci algebry [W’31, §48].

Pravé tak budeme moduly chépat v tomto ¢lanku!). Teorie moduléi v tomto smyslu
se totiz stala obecnym ramcem pro nékolik vyznamnyjch oblasti matematiky. Jak
uvidime v § 1, 1ze v ni formulovat teorii linearnich reprezentaci graft, reprezentaci grup,
Lieovych algeber a dalsi. Tento obecny piistup ma svoje tskali: kromé partikularniho
pfipadu okruhti kone¢ného reprezenta¢niho typu neni k dispozici popis vSech moduli
nad danym okruhem, resp. algebrou.

Moduly je ale mozné charakterizovat nepfimo, pomoci aproximaci, tzv. obali a po-
kryti modulti. Aproximovat ma samoziejmé smysl pouze t¥idami, jejichz struktura je
dobie zndma. Homologické algebra k tomu nabizi jako vychozi moznost dvé navza-
jem dualni tfidy aproximace: t¥idu vSech projektivnich modult a vSech injektivnich
modult.

V 50. letech byla ispésné rozvinuta teorie injektivnich obald modult. V 60. letech
na ni navazala teorie algebraicky kompaktnich obalt, kteréd vznikla paralelné v pracich
algebraiki a logika. Zajem logikti o algebraicky kompaktni obaly byl zcela pfirozeny:
kazdy modul ma stejné vlastnosti formulovatelné v jazyce formalni teorie modula jako
jeho algebraicky kompaktni obal.

V dudalnim pripadé projektivnich moduli se objevilo dalsi tskali. Tiidu vSech pro-
jektivnich modulid lze dobre popsat: prace Kaplanského redukovaly strukturni teorii
projektivnich modulti na spocetné generovany pfipad, a ten lze ¢asto dale redukovat
na koneéné generovany nebo dokonce cyklicky pripad. Problém je vSak s existenci
projektivnich aproximaci: Bass dokézal, Ze projektivni pokryti vSech moduli existuji
jen nad algebrami blizkymi kone¢né dimenzionalnim algebram. Tento vysledek byl
interpretovan jako nedostatek duality v obecné teorii moduli.

Novy pohled pfinesl Enochstiv objev beztorznich pokryti modulti nad obory inte-
grity. Vedl k myslence, ze v daném kontextu je vhodnou dualizaci injektivity plochost.
Tak vznikla v 70. letech hypotéza existence plochych pokryti modult (Flat Cover
Conjecture — FCC).

Ploché moduly zavedl J. P. Serre. Lze je definovat jako direktni limity systému
projektivni. Diky Bourbakiho skupiné se ploché moduly postupné staly jednim ze
zakladnich pojmi komutativni algebry i algebraické geometrie. Je-li R komutativni
noetherovsky okruh, pak naptiklad kazda lokalizace i kazdé ziplnéni R jsou plochymi
moduly nad R.

V 80. a 90. letech byla platnost FCC ovérena v nékolika specidlnich pripadech.
Vynikajicim vysledkem byl Xutv konstruktivni dikaz FCC pro komutativni noethe-
rovské okruhy koneéné Krullovy dimenze (a tedy pro vSechny soufadnicové okruhy
algebraickych variet). Obecny piipad vSak ztstéval otevieny. FCC se stala hlavnim
tématem monografie [X’96] a fady dalsich praci.

1) Definice pojmi pouzivanych v vodu najde ¢tenar v §1-3.
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Na podzim 1998 objevil autor ve spolupraci s P. C. Eklofem novou metodu kon-
strukce aproximaci: pro kazdy modul M tvori vSechny moduly, které maji pouze
Stépitelna rozsifeni pomoci M, specialni pfedobalujici tfidu. Enochs si na jare 1999
povsiml, Ze nova metoda poskytuje jednotny diikaz vSech do té doby znamjch pripadi
platnosti FCC. Nezavisle na tom navrhl Bican pouzit k dikazu FCC starsi ideu
Kielpinského. I touto metodou se vSak zpocatku dafilo dokazat jen znamé vysledky.

V cervenci 1999 byly obé metody dovedeny k dikazu FCC v plné obecnosti. Dikaz
prvné zminénou metodou podal Enochs, druhou El Bashir. Obé metody vedly rychle
k teseni celé fady dalsich problému teorie obalii a pokryti jak v kategorii modult sa-
motné, tak v dalsich blizkych kategoriich (kategorie svazkl, Grothendieckovy kategorie
aj.). O dikazu FCC, jeho zobecnénich a aplikacich pojedndme podrobnéji v §4-5.

1. Moduly jsou skoro vsude

Jak jsme se jiz zminili v tivodu, slovo modul znamené v moderni algebfe komutativni
grupu s okruhem operatorti.

Okruhem operétort nebo prosté okruhem rozumime komutativni grupu (R, +,0), na
které je navic definovana asociativni operace nasobeni - s multiplikativni jednotkou 1
tak, Ze nasobeni je distributivni zleva i zprava vzhledem ke sc¢itani. Prvky okruhu
budeme nazyvat operatory nebo skalary. Je-li operace - komutativni, pak se R nazyva
komutativnt okruh.

Zakladnim prikladem okruhu je okruh vSech celych ¢isel, Z, s obvyklymi operacemi.

Jinymi priklady jsou okruhy vsech racionalnich, realnych a komplexnich ¢isel a okruh
kvaternionti, které budeme znacit po fadé Q, R, C a H. V téchto okruzich tvori
nenulové prvky multiplikativni grupu; takovym okruhdm rikame télesa.

Je-li R okruh, pak mnoZina vSech polynomt nad R v jedné ¢ vice (komutujicich
¢i nekomutujicich) neuréitych prirozené opét tvori okruh. Podobné lze konstruovat
nové okruhy pomoci formalnich mocninnych a Laurentovych fad s koeficienty v R,
¢tvercovych matic (koneénych i nekoneénych), spojitych zobrazeni z topologickych
prostord do R atd.

Je-li (A, +,0) komutativni grupa, pak zobrazeni A do sebe respektujici grupovou
operaci se nazyvaji endomorfismy grupy A. VSechny endomorfismy A tvo¥i (s operaci
sklddéni zobrazeni a s identickym endomorfismem) okruh, ktery se nazyva okruh
endomorfismi A a zna¢i End(A).

Dalsi konstrukci novych okruhu je faktorizace: naptiklad okruh Z, celych cisel
modulo n vznikne z okruhu Z faktorizaci podle mnoziny (idedlu) v8ech nésobki ¢isla n.
Jingmi dtlezitymi konstrukcemi jsou konstrukce direktnich limit systémi okruh,
lokalizace a zuplnéni. Kombinacemi téchto konstrukci lze ziskat celou $kalu ruznych
typu okruht.
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Je-li R okruh, pak (pravym R-)modulem rozumime komutativni grupu (M, +,0), na
které je pro kazdy skalér r € R definovana (undrni) operace ndsobeni -r tak, ze plati

Vm,m'e M Vror'€eR: (m+4+m')r=mr+m'r & ml=m

m-(r+7)=mr+mr & m(rr')=(mr)r

Modul je tedy komutativni grupou s okruhovym homomorfismem (reprezentaci)
R — End(M), r — -r. Néktefi autofi proto misto o modulech mluvi o reprezentacich
okruhti.

Moduly nad danym okruhem R tvoii kategorii, ktera se zna¢i Mod-R. Jejimi objekty
jsou pravé R-moduly. Morfismy jsou R-linedrni zobrazeni, tj. zobrazeni ¢ spliujici
identity ¢(m +m’) = o(m) + o(m') a p(m-r) = p(m)-r. Kategorie Mod-R mé fadu
specifickych vlastnosti, napriklad je tzv. Grothendieckovou kategorii.

Mnozina vSech morfismi mezi dvéma moduly M a N tvoii komutativni grupu, ktera
se zna¢i Homp(M, N). Navic na grupé Hompg (M, M) indukuje sklddani zobrazeni
a identita strukturu okruhu. Tento okruh se znali Endr(M) a nazyvéa se okruhem
endomorfismi modulu M. Okruhy endomorfismii moduli jsou tedy dalSim typem
konstrukce novych okruhi.

Na nékolika ptikladech nyni ukazeme, ze v pojmu modulu je skryta cela fada dalsich
matematickych pojmii:

(a) Linedrni algebra

Je-li T téleso, pak T-moduly jsou lépe zndmy pod ndzvem linedrni (vektorové)
prostory nad T'. Teorie modult v sobé tedy zahrnuje celou linedrni algebru (nekoneéné
dimenzionalnich) vektorovych prostorii.

Je-li K komutativni téleso a okruh R je zaroven vektorovym prostorem nad K ta-
kovym, Ze ndsobeni prvky z K a z R jsou svdzana komutativitou, (r-r')-k = r-(r'-k) =
= (rk)-r’, pak R se nazyva K-algebrou. (K-algebra je tedy okruhem, jehoZ centrum
obsahuje kopii télesa K.) Pravé R-moduly jsou pak pfirozené i pravymi vektorovymi
prostory nad K, pfi¢emz reprezentace R — End(M), r — -r je K-linedrnim zobraze-
nim. Proto néktefi autofi misto o modulech nad K-algebrou R mluvi o K-linearnich
reprezentacich algebry R.

(b) Komutativni grupy

Je-li R =7, pak moduly nad R jsou prosté komutativni grupy.

Struktura kone¢nych komutativnich grup je dobfe znama jiz vice nez sto let. Naopak
klasifikovatelnost nékterych spocetnych grup a fady nespocetnych zavisi na tom, v jaké
teorii mnozin se pracuje. Proto byva vyznam teorie komutativnich grup algebraiky
podceniovan. Skutecnosti vsak je, ze tato teorie je jednou z nejpropracovanéjsich partii
teorie moduld a stalym zdrojem ideji, které nachazeji uplatnéni v fadé jinych oblasti
algebry. Napfiklad metoda feseni FCC, kterou popiSeme v §4, ma svij prapuvod
v praci o komutativnich grupach [GS’00].
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(¢c) Linedrni reprezentace grafi

Necht K je komutativni téleso a G je koneény graf s mnozinou vrcholi V' a mno-
Zinou (orientovanych, nadsobnych) hran H. K -linedrni reprezentact grafu G rozumime
zobrazeni ¢ pfifazujici kazdému vrcholu grafu v n&jaky vektorovy prostor ¢(v) nad K
a kazdé hrané h : v — v’ K-linedrni zobrazeni ¢(h) : ¢(v) — ¢(v').

Linearni reprezentace grafti lze ztotoznit s moduly nad vhodnou algebrou. Tato
algebra se nazyva algebra cest grafu G a znadi se (KG). (KG) mé K-bazi tvofenou
vsemi cestami v grafu G a vsemi vrcholy v G. Nasobeni cest je definovano jako
navazovani (mé-li smysl, jinak je soufin nulovy). Jsou-li v # v’ vrcholy, pak v-v' = 0,
a v2 = v. Je-li v vrchol a ¢ cesta, pak v-c = t, kde t je koncovy vrchol cesty ¢, pokud
v je pocateénim vrcholem c, jinak v-c = 0.

Je-li M modul nad algebrou (K G), pak K-linedrni reprezentace grafu G je defino-
véna vztahy ¢(v) = M- a p(h) : M-v' — M-v", o(h)(m) = m-h pro kazdy vrchol v
a hranu h : v — 0.

Je-li ¢ linedrni reprezentaci grafu G, pak modul M nad algebrou (K G) definujeme
nasledovné:

M= o), vliew =idyw), V' #v: vlp)=0,
veV

hle@) =), Yo#v': hlpv)=0

pro kazdy vrchol v a hranu h : v — v, Snadno se ové¥i, ze (K G)-moduly odpovidaji
timto zptsobem vzajemné jednoznac¢né linedrnim reprezentacim.

Radu znamych algeber lze vyjadiit jako algebry cest graft. Napiiklad algebra cest
grafu

e -0 — .- — 0 — e

ktery mé n vrcholtl, je izomorfn{ s algebrou UT,(K) v8ech hornich trojihelnikovych
n X n matic nad K. Algebra cest grafu s jednim vrcholem a n smyckami je izomorfni
algebre polynomu v nekomutujicich neurcitych z1,..., z,.

Je zfejmé, Ze kombinatorické vlastnosti grafu G hraji urcujici roli pro algebraické
vlastnosti (K G)-moduli. Gabriel dokézal pro K algebraicky uzaviené, ze tzv. repre-
zentadni typ algebry (K G) zavisi vyhradné na tvaru G jako neorientovaného grafu.
Kazdou tzv. zédkladni konecné dimenzionalni K-algebru lze pak vyjadrit jako faktor-
algebru vhodné algebry cest [Be’91].

(d) Reprezentace grup

Je-li n pfirozené ¢islo a K téleso, pak GL(n, K) znaél grupu vSech regularnich
¢tvercovych matic stupné n nad K, tzv. obecnou linedrni grupu. Z linedrni algebry je
zndmo, ze tato grupa je izomorfni grupé vsech bijektivnich endomorfismi libovolného
vektorového prostoru dimenze n nad K.

Je-li (G, ., e) (nekomutativni) grupa, n pfirozené ¢éislo a K téleso, pak reprezentact
grupy G stupné n nad K rozumime grupovy homomorfismus G — GL(n, K). Je-li
tento homomorfismus prosty, mluvime o vérné reprezentaci. Vérna reprezentace tedy
predstavuje grupu G jako podgrupu obecné linearni grupy.
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Jsou-li ¢ a ¢’ dvé reprezentace grupy G stupné n nad K, pak fikdme, Ze @ je ekviva-
lentni s ¢, pokud existuje matice C' € GL(n, K) takova, ze ¢'(g) = C x ¢(g) x C~*
pro vSechna g € G. Jinymi slovy ¢ a ¢’ jsou ekvivalentni, pokud vzniknou (rdznymi)
aritmetizacemi téhoz endomorfismu vektorového prostoru dimenze n nad K.

Teorie reprezentaci grup méa zakladni vyznam pro strukturni teorii grup. Napiiklad
slavny Feitiv—Thompsontv diikaz Tesitelnosti vSech koneénych grup lichého fadu se
opiré z velké ¢asti o tuto teorii [P’00].

Nyni ukdZeme, Ze reprezentace grup jsou (az na ekvivalenci) totozné s moduly nad
vhodnou algebrou. Tato algebra se nazyva grupova algebra a znaci se KG. Jejimi prvky

jsou formalni sumy 3 gkg, kde kg € K je nulové pro skoro vSechna g € G. Nulou je
geG
formalni suma, ve které k; = 0 pro vSechna g € G. Jednotkou je formdlni suma, ve

které k; = 0 pro e # g € G a k. = 1. S¢itani je definovano po slozkach,

> gk + > gkl = glky + k),

geG geG geG

nasobeni je dano konvoluci:

S oty oty = 3o 32w

geG geG geG h'=g

Neni tézké ovérit, ze KG je K-algebrou. Je-li M n-dimenziondlni modul nad touto
algebrou, zvolime K-bazi B = {b; | i < n} modulu M. Z definice modulu plyne, Ze
nésobeni -g je K-endomorfismem M pro kazdé g € G. Definujme ¢ : G — GL(n, K)
tak, Ze ¢(g) je matici endomorfismu -g vzhledem k bazi B. Pak ¢ je reprezentaci
grupy G stupné n nad K.

Naopak je-li ¢ : G — GL(n, K) reprezentaci, definujeme na vektorovém prostoru
M = K™ strukturu K G-modulu vztahem

(Froeoikn) Y gk =3 ((k1,- .. kn) X 0(9))Kg-

geG geG

Timto zpusobem se ukaze, ze t¥idy ekvivalence reprezentaci grupy G stupné n nad K
odpovidaji vzajemné jednoznacné t¥idam izomorfismu n-dimenzionalnich modul nad
algebrou KG.

Ztotoznéni reprezentaci a modulti umoznuje pouzit strukturni teorii modula v teorii
reprezentaci grup. Napriklad klasickd Maschkeho véta o rozkladu reprezentaci na
ireducibilni komponenty je snadnym diisledkem strukturni teorie tzv. totalné rozlozi-
telnych modult. Velky vyznam ma toto ztotoznéni zejména v pfipadé tzv. modulérnich
reprezentaci, tj. reprezentaci konec¢nych grup G, jejichz fad je délitelny charakteristi-
kou télesa K.V tomto ptipadé je algebra K G tzv. Frobeniova algebra [Be’91].

Dalsi dvé dulezité soucasti teorie modulil zminime jiz jen strucné:

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 45 (2000), ¢. 2 139



(e) Reprezentace Lieovijch algeber

Podobné jako jsme definovali pojem modulu nad algebrou, lze definovat i po-
jem ,modulu“ nad libovolnou Lieovou algebrou L nad komutativnim télesem K.
,2Modul“ M znamené opét linedrni reprezentaci: tentokrat ve smyslu homomorfismu
Lieovych algeber, z L do Lieovy algebry vsSech endomorfismt linedrniho prostoru
M € Mod-K. Takto definované ,moduly“ lze chapat i jako moduly nad algebrou
v naSem slova smyslu: jsou to totiz pravé moduly nad tzv. univerzalni obalujici
algebrou U (L) Lieovy algebry L [D’74].

(f) D-moduly

Koncem 60. let vznikla zejména diky pracim Sata a Kashiwary nova c¢ast teorie
parcidlnich diferencialnich rovnic, tzv. algebraickd analyza. Zakladnim tématem al-
gebraické analyzy jsou okruhy diferencidlnich operatorti na komplexnich varietach
a vlastnosti modulti nad témito okruhy, tzv. D-moduld [Co’95].

2. Zakladni tf¥idy modulu

Dtive nez se za¢neme zabyvat aproximacemi moduli, pojedndme o struktuie vy-
znamnych t¥id moduld vhodnych pro aproximace.

Z na$i definice modulu nad okruhem R je snadno vidét, ze trida vSech modula
Mod-R tvori varietu ve smyslu univerzalni algebry. Ptirozenou otazkou je tedy otazka
struktury volnych objektt této variety.

Modul V' je volny, pokud v ném existuje podmnozina B C V takova, Ze pro libovolny
modul M lze libovolné zobrazeni z B do M jednoznac¢né rozsifit do R-homomorfismu
z V do M. Mnozina B se nazyva volnou bdzi modulu V. Modul je tedy volny, pravé
kdyz ma aspon jednu volnou bazi. Oznac¢me V t¥idu vSech volnych modult.

Struktura volnych modullt je jednoduchd. Jsou to (az na izomorfismus) pravé mo-
duly tvaru V = @ R, tj. moduly sestavajici ze skoro v§ude nulovych posloupnosti
prvkid okruhu Rleirlldexovanych néjakou mnozinou I. Modulové operace na V jsou
definovany po slozkach. I kdyz je kazdy modul homomorfnim obrazem néjakého
volného modulu, je t¥ida V obecné prilis malo strukturovana na to, aby poskytovala
dobré aproximace vSech moduld.

Vhodnéjsi tfidou je tfida vSech projektivnich modult, ktera je definovana homolo-
gicky:

Uvazujme posloupnost modult a R-homomorfismt

0-ALBSC—0, (1)

kde 0 je nulovy modul, v je prosty R-homomorfismus a 7 je R-homomorfismus
na. Pfedpokladdejme navic, 7e obraz Im(v) zobrazeni v splyva s jadrem Ker(w) =
= {b e B | w(b) = 0} zobrazeni . Posloupnost (1) se pak nazyva krdtkd exaktni po-
sloupnost moduli nebo téz rozsiteni modulu A pomoci modulu C.
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Termin rozsiteni vystihuje skute¢nost, ze B obsahuje kopii, #(A), modulu A tak,
ze faktorovy modul B/v(A) je izomorfni (pomoci 7) s C. Pojem kratké exaktni
posloupnosti je zdkladnim pojmem homologické algebry [We’94].

Kratké exaktni posloupnost (1) se nazyvé stépitelnd, pokud R-homomorfismy v a 7
jsou retrakty (= §tépitelnd zobrazeni), tj. pokud existuji R-homomorfismy ¢: B — A
au:C — B tak, ze pv =ids a mu = ide. Pro kazdé dva moduly A, C' vzdy existuje
Stépitelné rozsifeni A pomoci modulu C: za v sta¢i vzit vnofeni modulu A do soucinu,
A® C, moduli A a C, a za 7 projekci tohoto sou¢inu na modul C.

Modul C se nazyvé projektivni, pokud kazdé rozsifeni tvaru (1) je Stépitelné. Dudlné,
modul A se nazyva injektivni, pokud kazdé rozsiteni tvaru (1) je stépitelné. T¥idu vSech
projektivnich (resp. injektivnich) moduld budeme znaéit P (resp. 7).

Kazdy volny modul je projektivni. Projektivni moduly jsou blizké volnym: kazdy
projektivni modul P je retraktem (direktnim s¢itancem) néjakého volného modulu, tj.
existuje volny modul V' a R-homomorfismy 7 : V — P, v : P — V takové, ze mv = idp.

Napriklad vSechny projektivni komutativni grupy jsou volné. Znamé Serrova hy-
potéza tikala, Ze volné jsou i vSechny projektivni moduly nad okruhem polynomt
kone¢né mnoha komutujicich neurcitych nad libovolnym komutativnim télesem. Tuto
hypotézu dokazali v 70. letech nezavisle na sobé Quillen a Suslin.

Kaplansky dokézal, ze kazdy projektivni modul P je tvaru P = P;, kde P,
jsou spocetné generované projektivni moduly. Pro fadu okruhi platileslilnéjéi verze
Kaplanského véty: lze pfedpokladat, ze moduly P; jsou konecné generované, nebo
dokonce cyklické.

V obecné situaci je i tfida P prilis mala na to, aby poskytovala dostate¢né pres-
nou aproximaci moduld. Proto se Castéji v teorii aproximaci objevuje tf¥ida F vSech
plochych modult.

Modul M nazyvame plochy, pokud M je direktni limitou néjakého direktniho
systému projektivnich moduli. (Pro ¢tenéfe, ktery neni s pojmem direktni limity
seznamen, postaci pro zakladni predstavu fakt, Ze sjednoceni libovolného rostouciho
Fetézce projektivnich moduld je plochy modul.)

Na rozdil od projektivnich modult je otézka klasifikace plochych moduli obecné
oteviend. Napfiklad komutativni grupa A je plocha, préavé kdyz je bez torze (tj. pro
kazd4 nenulovd z € Z a a € A je a-z # 0). Ekvivalentné, A je plochd, pravé kdyz A je

podgrupou v grupé € Q pro né&jakou mnozinu I. Je-li véak I aspoii dvouprvkovi,
iel

pak klasifikovatelnost podgrup grupy €p Q zavisi na modelu teorie mnozin (ZFC), ve

kterém se pracuje [E’95]. el

Duaélni problém struktury vsSech injektivnich modult je také obtiznéjsi. Uspokojiva
teorie existuje nad (zprava) noetherovskymi okruhy, tj. okruhy R, v nichz kazdy
podmodul R je konecné generovany. V komutativnim noetherovském pripadé popsal
injektivni moduly podrobné Matlis pomoci tzv. prvoideald okruhu R.

Jemnéjsi aproximace nez pomoci injektivnich modult lze ziskat ve vétsi tfidé vsech
algebraicky kompaktnich moduli:
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Modul D se nazyva dudlni, pokud existuje levy R-modul N takovy, Zze D je izomorfni
Homyz(N,Q/Z). Modul A je algebraicky kompaktni, pokud A je retraktem (direktnim
s¢itancem) néjakého dudlniho modulu. TFidu vSech algebraicky kompaktnich modula
budeme znacit 7. Plati Z C 7.

Algebraicky kompaktni moduly 1ze definovat i modelové teoreticky. Jsou to mo-
duly M, ve kterych je fesitelnd kazda soustava R-linearnich rovnic, jejiz kazda konecna
podsoustava je fesitelnad v M.
soucasné teorie moduli, a to i pro moduly nad kone¢né dimenzionalnimi algebrami
[Cr’92]. Je-li napiiklad R komutativni noetherovsky okruh, pak ploché algebraicky
kompaktni moduly jsou pravé souciny zuplnéni volnych moduld nad lokalizacemi
okruhu R [X’96].

3. Obaly a pokryti modulua

Nyni definujeme centralni pojmy tohoto ¢élanku. Necht R je okruh, M je modul a C
je tfida modulu.

C-pfedpokrytim modulu M rozumime R-homomorfismus f:C — M (kde C € C)
takovy, ze pro kazdy R-homomorfismus f': C' — M (kde C’ € C) existuje R-homo-
morfismus g : ¢/ — C takovy, ze fg = f'.

CLM

o

’

C'—— M

Je-li navic C-ptedpokryti f minimdini (tj. kazdy R-homomorfismus h : C' — C' spl-
nujici fh = f je bijekci), pak se f nazyva C-pokrytim modulu M.

Dualné definujeme pojmy obalu a predobalu:

C-piedobalem modulu M rozumime R-homomorfismus f: M — C (kde C € C) ta-
kovy, Ze pro kazdy R-homomorfismus f': M — C' (kde C’ € C) existuje R-homo-
morfismus g : C — C’ takovy, ze gf = f'.

MLC

|l

M AN o

Je-li navic C-pfedobal f minimdind (tj. kazdy R-homomorfismus h : C' — C spliiujici
hf = f je bijekci), pak se f nazyva C-obalem modulu M.

Je-li C = Mod-R, pak kazdy modul méa trividlné C-obal i C-pokryti. Obecné ne
kazda aproximace (tj. pfedpokryti nebo pfedobal) je minimalni. Jak uvidime déle,
miniméalni aproximace dokonce nemuseji existovat. Pokud vsak existuji, jsou zfejmé
urceny jednoznac¢né az na izomorfismus. Navic maji dalsi homologické vlastnosti:
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Je-li C tfida modult, pak Ct znaéi t¥idu vSech modult A € Mod-R takovych, 7Ze
pro kazdy modul C € C je kazdd kratkd exaktni posloupnost tvaru (1) Stépiteln.
Napiiklad P+ = Mod-R a Mod-R* = 7.

Duélné, -C znaéi t¥idu vSech modulit C' € Mod-R takovych, Ze pro kazdy modul
A € C je kazdd kratkd exaktni posloupnost tvaru (1) $tépitelnd. Tedy naptiklad
L7 = Mod-R a *Mod-R = P. Operator + méa podobné vlastnosti jako operator orto-
gonalniho doplitku.

C-pfedpokryti f modulu M se nazyva specidini, pokud Im(f) = M a zdroven
Ker(f) € C*. Specialni C-piedpokryti tedy dava vznik rozsifeni

0 — Ker(f) — C L M — 0.

Duélné, C-predobal f modulu M je specidlni, pokud Ker(f) =0 a Im(f) € *+C.
Specialni C-predobal dava vznik rozsifeni

0— ML C—Im(f) —o.

U specidlnich pfedpokryti (pfedobali) je tedy pod ,kontrolou“ nejen stiedni ¢len
indukované exaktni posloupnosti, C, ale i jadro (resp. obraz) zobrazeni f.
Specialni predobaly a pfedpokryti hraji dilezitou roli pfi konstrukcich obali a po-
kryti modulu:
Véta 1. [X’96] Necht M je modul a C je trida moduli uzaviend na rozsiteni (tj. je-li
A,C € C, pak pro kaZdé rozsiteni (1) je i B € C).
(i) Je-li P C C, pak kaZdé C-pokryti modulu M je specidlni.
(ii) Je-li T C C, pak kaZdy C-obal modulu M je specidini.
(iii) Necht tiida C je uzaviend na direktni limity a P C C. Pak existuje C-pokryti
modulu M, prdvé kdyzZ existuje specidlni C-predpokryti M.
(iv) Necht trida +C je uzaviend na direktni limity a T C C. Pak eristuje C-obal
modulu M, prdvé kdyzZ existuje specidlni C-predobal M.

Navzajem dudlni pojmy obald a pokryti jsou svazany i homologicky, pomoci pojmu
kotorzni teorie modulti:

Dvojici t¥id modul (A, B) nazyvame kotorzni teorii, pokud A=+B a A+ = B.
Napiiklad (P, Mod-R) a (Mod-R,T) jsou (trividalni) kotorzni teorie.

Véta 2. [S’79] Necht (A, B) je kotorzni teorie. Potom ndsledujici podminky jsou ekvi-
valentni:

(i) KaZdy modul md specidlni A-predpokryts.

(ii) KaZdy modul ma specialni B-predobal.

Kotorzni teorie spliujici ekvivalentni podminky véty 2 se nazyva uplnd. Obé trivialni
kotorzni teorie jsou zfejmé uplné. Z véty 2 tedy plyne, Ze kazdy modul mé specialni
projektivni (= P-)pfedpokryti a specidlni injektivni (= Z-)pfedobal. Z véty 1 pak
dokonce plyne existence minimalnich aproximaci:
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Dusledek 3. Kazdy modul md injektivni obal. Je-li tiida P uzaviend na direktnd limity,
pak kazdy modul md projektivni pokryti.

Prikladem injektivniho obalu v komutativnich grupach je vnoteni Z — Q. Injektiv-
nim obalem v Mod-UT,,(K) je vnofeni UT, (K) — M,(K).

Z definice tfidy F vSech plochych moduld vyplyva, ze podminka uzavienosti tfidy
vSech projektivnich modulti na direktni limity je ekvivalentni podmince P = F.
Okruhy, pro které P = F, se nazyvaji (zprava) perfekini. Kazda koneéné dimenzionalni
algebra je perfektni, nicméné perfektnost je podminkou ,konecnosti“ (je ekvivalentni
neexistenci ostie klesajicich fetézci cyklickych levych podmoduld v R). Bass ukézal,
ze perfektnost je nejen postacujici, ale i nutnou podminkou existence projektivnich
pokryti vSech modult. Pro fadu nekonec¢né dimenzionalnich algeber proto projektivni
pokryti obecné neexistuji.

Nyni se zminime stru¢né o dvou dalSich vyznamnych typech obali a pokryti.
Véta 4. [Wa’69] Kazdy modul md algebraicky kompakini obal.

Prikladem algebraicky kompaktniho obalu v komutativnich grupéach je vnofeni
7 — Hp Jp, kde J, znac¢i grupu vSech celych p-adickych ¢isel a p probihd mnozinu
vsech prvocisel.

Okruh R se nazyva oborem integrity, pokud R je komutativni a r-s # 0, kdykoliv
0+#r,s€ R Modul M nad R je beztorzni, pokud m-r # 0 pro vSechna 0 #r € R
a 0 # m € M. Ttidu vsech beztorznich modultt nad R budeme znacit €. Plati F C £.
Enochs objevil, ze tfida £ umoziiuje pokryti moduli:

Véta 5. [En’63] Kazdy modul nad oborem integrity md beztorzni pokryti.

Naptiklad pro kazdé prvocislo p je zobrazeni f : J, — Zp, jehoz jadrem je podgrupa
pJp, beztorznim pokrytim cyklické grupy Z,,.

4. Plocha pokryti modulu

Vsimnéme si, ze druhou ¢ast disledku 3 bychom mohli formulovat také takto: kazdy
modul nad zprava perfektnim okruhem méa ploché pokryti.

Existence plochych pokryti modulii nad nékterymi obory integrity plyne z véty 5:
Obor integrity R se nazyva Priiferiv, pokud kazdy koneéné generovany podmodul R je
projektivni. Ekvivalentné Ize Priiferovy obory definovat jako obory integrity, pro které
& = F [FS’85]. Podle véty 5 tedy plocha pokryti existuji i pro moduly nad Priiferovymi
obory.

Tyto skutecnosti vedly koncem 70. let Edgara Enochse k formulaci nasledujici
hypotézy:
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FCC (Flat Cover Conjecture — Hypotéza existence plochych pokryti modult). Kazdy
modul nad libovolngm okruhem md ploché pokryti.

Tato hypotéza je tzce svazana s existenci dalsiho typu obald moduli. Pro libovolny
okruh R je tiida F uzaviena na rozsifeni a direktni limity. Navic (F, F1) je kotorzni
teorii. Podle vét 1 a 2 je FCC ekvivalentni s existenci specialnich plochych pfedpokryti
modultl, ale také specialnich F1-pfedobaléi modulti, resp. s tiplnosti kotorzni teorie
(F,FhH.

Tiidu F* budeme znadit IC, jeji prvky se nazyvaji kotorzni moduly. FCC je tedy
ekvivalentni s existenci kotorznich obalti moduld. Dilezité je, ze kazdy algebraicky
kompaktni modul je kotorzni, tedy K-obaly jsou jemnéjSimi aproximacemi nez alge-
braicky kompaktni obaly; plati Z C 7 C K.

Jednim z nejobtiznéjsich kroku k feseni FCC byl nasledujici vysledek Xutv z polo-
viny 90. let:

Véta 6. [X’95] Necht R je komutativni noetherovsky okruh koneéné Krullovy dimenze.
Pak kazdy modul md ploché pokryti.

Pripomenme, ze Krullova dimenze okruhu R je definovana jako supremum délek
fetézcu prvoidedlt v R. Kone¢nou Krullovu dimenzi mé napriklad soufadnicovy okruh
kazdé algebraické variety.

Existenci minimalnich plochjch rezolvent kotorznich modult pouzil Xu k vytvofeni
teorie invariantii téchto moduli nad tzv. Gorensteinovymi okruhy v monografii [X’96].
I kdyz v této monografii byla FCC dokazana i v nékterych dalsich pfipadech, kdy lze
ploché pokryti popsat podrobnéji, obecny pripad zlstaval otevieny.

V roce 1997 vznikl na katedfe algebry MFF UK z iniciativy autora ¢lanku a Markuse
Schmidmeiera (LMU Mnichov) semin4¥ o plochych pokrytich moduli. Seminére se dale
zacastnili doktorandi Robert El Bashir, Tomas Crhak, Pavel Rizicka a Jan Zemlicka
a Josef Jirasko z FSv CVUT. Mimo seminaf na feseni FCC pracoval Ladislav Bican,
ktery navrhl pouzit starsi pristup Kielpinského.

Dalsim krokem k teSeni byla nésledujici véta, kterou dokazal autor ve spolupraci
s P. C. Eklofem na podzim 1998. Tato véta je zobecnénim vysledk Gobela a Shelaha
o tzv. raciondlnich kotorznich teoriich komutativnich grup [GS’00].

Véta 7. [ET00] Necht R je okruh a S je mnozina moduli. Potom (+(S+),8%) je
tUplnd kotorzni teorie. Tedy kazdy modul md specidlni S+-predobal.

K dikazu FCC podle véty 7 zbyvalo dokazat, ze vzdy existuje mnozina plochych
modulit S takové, ze S = K. To se podafilo Edgaru Enochsovi v ¢ervenci 1999:
dokézal, ze za S stac¢i vzit reprezentativni mnozinu vSech < card(R) - Ro-generovanych
plochych moduld. Tim byla po vice nez dvacetiletém usili FCC dokazana pro libovolny
okruh R. Jiny dukaz FCC objevil nezavisle a ve stejné dobé Robert El Bashir na
zékladé Bicanova pFistupu. Oba dukazy FCC tvofi spole¢né ¢lanek [BEE’00].

Metody objevené pii dikazu FCC maji celou fadu dalSich aplikaci: El Bashir
zkoumal existenci plochych pokryti v libovolné dosazitelné abelovské kategorii. Enochs
a Oyonarte dokézali existenci plochych pokryti v kategorii svazkt [EO’00]. Aplikaci
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véty 7 dale dokézali, Ze pro kazdé piirozené n tvoti dvojice (P, (P,)) tplnou kotorzni
teorii moduld [AEJO’00] (zde Py, znadi t¥idu vSech modult projektivni dimenze < n).

Duélni situaci je vénovana prace [ET’01]: je-li S libovoln4 t¥ida algebraicky kom-
paktnich modulii, pak (+S,(+S)*) je tplna kotorzni teorie. Navic kazdy modul
mé +S-pokryti a (+S)+-obal. Za piedpokladu Gédelova axiomu konstruovatelnosti
(V = L) dokonce plati, ze nad kazdym zprava dédi¢nym okruhem je (+S, (+S)+) tplna
kotorzni teorie pro libovolnou mnozinu modula S.

Posledné zminény vysledek se zdd byt mezni: Saharon Shelah nedéavno oznamil, ze
existuje model ZFC, ve kterém kotorzni teorie (*Z, (+Z)1) neni tiplna. P¥ipometime,
ze prvky tiidy *7Z jsou lépe znamy pod nazvem Whiteheadovy grupy [EM’90].

5. Ekvivalence v kategoriich modula

V klasické algebie byla znama fada vysledkt typu: je-li V' vlastnost algeber a alge-
bra R mé vlastnost V', pak vlastnost V' ma i algebra M, (R) vSech étvercovych n x n
matic nad R, pro kazdé prirozené cislo n. Pro kazdou takovou vlastnost existoval
zvlastni dikaz prislusného vysledku.

Koncem 50. let objevil Morita vysvétleni a zaroven elegantni jednotny dtkaz vétsiny
téchto vysledki. Dokazal, ze pro kazdé n jsou kategorie vSech modulti nad R a moduli
nad M, (R) ekvivalentni, tj. maji tytéz vlastnosti formulovatelné v teorii kategorii.
Moritiv objev se netykal jen klasickych vysledki: jakakoliv novéa vlastnost algeber,
kterou je mozné formulovat pomoci kategoridlni vlastnosti kategorie moduli nad
danou algebrou R, se automaticky pfendsi na vSechny maticové algebry M, (R).

Morita také ukézal, ze ekvivalence kategorii Mod-R a Mod-M,,(R) je reprezento-
vatelnd, tj. uréend modulem P takovym, Zze okruh M, (R) je izomorfni s okruhem
endomorfismi Endr(P) a funktory realizujici ekvivalenci jsou Homp(P, —) a funktor
tenzorového soucinu — ® pr, (g) P

Hompg(P,—)
Mod-R = Mod-M,(R).
—®mp, (R) P

Pro modul M ozna¢me Geng(M) tiidu vSech modulti, které jsou R-homomorfnimi

obrazy modult tvaru @ M. Morita dokézal, Ze reprezentujici moduly P jsou urceny
iel

jednozna¢né az na izomorfismus. Jsou to tzv. progemerdtory, tj. koneéné generované

projektivni moduly P spliujici Geng(P) = Mod-R, [B’62].

Morittiv objev mél zasadni vyznam pro dalsi rozvoj teorie modult a prirozené
vedl k fadé zobecnéni, ve kterych kategorie moduli sice nejsou ekvivalentni, ale exis-
tuji ekvivalence mezi velkymi ¢astmi téchto kategorii. Nejvyznamnéjsim zobecnénim
Moritovy teorie se stala teorie konecné generovanych vychylujicich moduli a tzv.
vychylenych algeber, ktera vznikla analyzou prace Bernsteina, Gelfanda a Ponomareva
[BGP’73]. Tato teorie vedla ke konstrukcim a prozkouméani struktury celé fady konec¢né
dimenzionalnich algeber [HR’82] aj.
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Vychylujici moduly lze definovat jako moduly T spliujici Geng(T) = {T}*. Aus-
lander a Reiten objevili, ze v kone¢né dimenzionalnim pfipadé vychylujici moduly tzce
souviseji s obaly modult [AR’91]. Tato souvislost existuje i v obecném piipadé a lze
ji dokézat aplikaci metod objevenych pfi feseni FCC.

Trfida modult C se nazyva torzni, pokud C je uzavienad na rozsifeni, na R-homo-
morfni obrazy a s kazdou posloupnosti svych prvki {C; | i € I} obsahuje i modul

P C;. Uzitim véty 7 lze napiiklad dokézat:
i€l

Véta 8. [ATT’00] Necht R je okruh a C je torzni tiida moduli. Potom ndsledujict
podminky jsou ekvivalentni:

(i) Kazdy modul md specidlni C-predobal.
(ii) C = Geng(T) pro néjaky vychylujici modul T.
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Matematické teorie pojistovani

Petr Mandl a Lucie Mazurovd, Praha

V pfispévku je pojednédno o matematickém modelu nezivotniho pojistovani, ktery
rozvijime na Matematicko-fyzikalni fakulté UK ([1]-[4]). Na této ¢innosti se podileji
doktorandi a diplomanti ([5], [6]). Model je soudasti vyuky pfedmétti Vécné pojis-
téni a Ucetnictvi II ([7], [8]) a je zahrnut do vyzkumného zadméru MSM 113200008.
Byl pouzit ministerstvem financi pfi kontrole obchodnich plani pojistoven zadajicich
o licenci na pojisténi odpovédnosti z provozu motorovych vozidel. Zavedeni poméru
kapitalové pfimérenosti je zde publikovano poprvé.

V odstavcich 1, 2 i dale poskytujeme ve zkratce ctenaii SirSi pohled na teorie
pojistovani. Zésady, které uvadime pro nezivotni pojisténi, lze uplatnit téZ na rizikovou
slozku pojisténi zivotniho.

Prof. RNDr. PETR MANDL, DrSc. (1933), a RNDr. LuciE MAZUROVA, Ph.D. (1970),
oddéleni financ¢ni a pojistné matematiky, katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky
MFF UK, Praha.
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