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Obecna teorie derivovani funkci a meér
na katedre matematické analyzy MFEF UK

Ludek Zajicek, Praha

1. Uvod

K teorii derivovani podstatné pfisp€l svymi pracemi, zejména ve tiicatych letech,
prof. V. Jarnik a stal se tak zakladatelem tradice této discipliny na Univerzité Karloveé.
(S jeho vysledky v této problematice je mozno se sezndmit v [Pr9].) Na katedfe
matematické analyzy Matematicko-fyzikaln{ fakulty UK (dale jen KMA) vzniklo okolo
stovky praci o teorii derivovani, z nichz fada primo navéazala na Jarnikovy prace.
V tomto ¢lanku se pokusim vysvétlit nékteré z vysledkt patficich do teorie derivovani,
které (Gastecné) vznikly na KMA od r. 1970. Mezi né patii nejen vysledky D. Preisse
(na KMA v letech 1970-1990, pak na University College London), z nichZ fada
nepochybné patii k viibec nejcennéjsim prispévkiam k teorii derivovani, ale i vysledky
dalsich pracovnikil a byvaljch studenti.

O vysledcich, které se tykaji derivovani funkci jedné proménné, je pojednano v na-
sledujici 2. ¢asti; funkcim vice proménnych a funkcim na Banachovych prostorech je
vénovana 3. ¢ast ¢lanku. Ve 4. ¢asti popisi nékteré vysledky o derivovani mér. O radé
dalsich praci (ale zdaleka ne o v8ech) se jen zminim; pak uvddim zpravidla jen &islo
recenze v Mathematical Reviews. Odkazy na préace, které (alespoii ¢asteéné) vznikly
na KMA, budou uvidény tuéné (napt. [LMZ]).

2. Derivovani realnych funkci realné proménné

Pro jednoduchost budeme v této ¢asti uvazovat pouze realné funkce definované na
celé realné primce.

2.1. Néktera fakta z teorie derivaci

Pripomenme, ze funkce f se nazyva derivaci, existuje-li funkce F takova, Ze
F'(z) = f(x) v kazdém bodé = € R. Mnozinu v8ech derivaci budeme oznacovat sym-
bolem D. Teorii derivaci (v uzsim smyslu) se rozumi teorie, kterd zkoumé vlastnosti
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mnoziny D a jejich prvkt. V tomto odstavci se zminim alespoil o nékterych zakladnich
faktech této teorie (s niz se lze seznamit v [Br]).

Ze zékladniho kurzu analyzy je zndmo, Ze kazda spojitd funkce je derivaci (jeji
neurdity Riemanniiv integral je jeji primitivni funkci), ale ne kazda derivace je spojitéa.
Klasickym ptikladem nespojité derivace je funkce f(x) = cos(1/x), f(0) = 0. Dokonce
existuje (omezend) derivace, ktera je ve skoro vSech bodech (ve smyslu Lebesgueovy
miry) nespojitd. Také existuji (tzv. kopckeovské) derivace, které na kazdém intervalu
méni znaménko! (O elementarnich konstrukeich takovych funkei pojednava studentska
prace [BBM].)

Na druhé strané jsou derivace v né€kterych ohledech podobné spojitym funkcim. Jiz
Darboux r. 1875 dokézal, ze kazd4 derivace ma jednu ze zédkladnich vlastnosti spojitych
funkci — totiz Darbouzovu vlastnost (vlastnost nabyvéni mezihodnot). Déle: je-li f
derivace a F' jeji primitivni funkce, lze psat

f() = lim n(F(z+1/n)  F(x),

takze vidime, Ze f je (bodovou) limitou posloupnosti spojitych funkei (jinymi slovy:
f pat¥i do systému B funkci proni Baireovy tridy). Funkce prvni Baireovy t¥idy jsou
blizké spojitym funkcim nejen podle své definice, ale také tim, Ze pro kazdou funkci
f € By je jeji mnozina boda nespojitosti ,,zanedbatelnd v topologickém smyslu“ (tj. je
to mnozina prvni kategorie — sjednoceni spo¢etné mnoha ¥{dkych mnozin). Specialné
je kazda f € Bj, a tedy i kazd4 derivace, spojita v bodech husté nespocetné mnoziny.

Pojem spojitosti byl zobectiovin mnoha rtznymi zpusoby. Jak ukézal A. Denjoy
jiz r. 1915, v teorii derivaci ma zésadni vyznam pojem aproximativni spojitosti,
definovany takto:

Funkce f je aproximativné spojitd, jestlize pro kazdy bod x € R existuje méritelna
mnozina E takova, ze lim f(y) = f(x) a x je bodem hustoty mnozZiny F, tj.

Ve
. 1
hli>r61+%)\(Eﬂ (x —h,x+h)) =1,

kde A je Lebesgueova mira.

Neni tézké dokézat, Ze kazdd omezend aproximativné spojitda funkce je derivaci
(svého neurcitého Lebesgueova integralu). Plati tedy dtlezité inkluze

bCap C D C DBy,

kde DB; oznacuje systém vSech darbouxovskych funkei prvni Baireovy tiidy a bChp
je systém vsech omezenych aproximativné spojitych funkci.

Pritom je velmi dtlezitd skutecnost, ze pro konstrukci aproximativné spojitych
funkei 1ze pouzit metody znamé z topologie, coz vzhledem k inkluzi bCy, C D dava
siroké moznosti pro konstrukce derivaci s predepsanymi vlastnostmi. K rozvinuti této
topologické metody v teorii derivaci pfispéli hlavné A. Denjoy, A. J. Ward (1933)
a Z. Zahorski (1950, [Zh]). S jeji podstatou a nékterymi aplikacemi se lze seznamit
napf. v monografii J. LukeSe, J. Malého a L. Zajicka [LMZ], kterd obsahuje i nékolik
novych vysledki z teorie derivaci.
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Velmi pfirozeny, stary a zajimavy je ,problém (dplné) charakterizace derivaci® (srov.
[Br], kap. 7).

V soucasné dobé se vSak vSeobecné soudi, Ze tento (nepfesné formulovany) problém
nema uspokojivé feSeni. Pfevlada totiz nazor, ze nelze nalézt ,, jednoduchou® charakte-
rizaci derivaci, kterd by ,nebyla tautologii“. Nékteré (pfesné) argumenty pro podporu
této (nepfesné formulované) teze lze nalézt napiiklad ve [Fr].

Neni ale tézké dokazat, ze derivace nelze charakterizovat pomoci aroviiovych mno-
zin, tj. mnozin tvaru {z € R: f(z) > o} a {z € R: f(z) < a}. Presnéji: neexistuje
systém M podmnozin R, pro ktery by platila ekvivalence

feD = {zeR: f(x)>aleM, {zeR: f(z)<a}eM prokazdéacR.

Ptitom pro tfidu DBy i tfidu C,p vSech aproximativné spojitych funkei charakterizace
pomoci droviovych mnozin existuji.

2.2. Uroviiové mnoziny derivaci

Asi nejznaméjsi praci [Zh] o teorii derivaci napsal polsky matematik Zahorski
r. 1950. V ni se mu mj. podafilo charakterizovat systém tarovitovych mnozin omezenych
derivaci; tedy systém mnozin A, které jsou tvaru A = {x € R: f(x) > a}, kde f je
omezena derivace a « € R. Tato charakterizace je dosti slozita, ale jde o ,vnitini
charakterizaci“, ve které se viibec nehovotri o derivacich, ale jen o standardnich
ymnozinovych vlastnostech mnoziny A. (Tuto Zahorského charakterizaci se podafilo
formélné zjednodusit ve studentské praci M. Zlonické, srov. [Zj5] a [Br], str. 171.)

vvvvv

v8ech (i neomezenych) derivaci podal az r. 1982 D. Preiss ve vyznamné préci [Pr4].

2.3. Maximovova véta

Velmi zajimavou vétou pattici do teorie derivaci je Maximovova véta, ktera ukazuje,
ze systémy D derivaci a DB; darbouxovskych funkci prvni Baireovy tfidy jsou si
v jistém smyslu velmi blizké. Pro kazdou funkci g € DB; totiz existuje homeomorfis-
mus h : R — R takovy, Ze go h € D (dokonce g o h € DN Cyp). Tuto vétu publikoval
I. Maximov [Max] r. 1940 s dikazem, o jehoZ korektnosti se pochybuje (srov. [Br],
str. 169). Zcela jasny dtikaz Maximovovy véty podal az D. Preiss [Pr2] r. 1979. Pozna-
menejme jesté, ze specialni pripad, kdy funkce g z Maximovovy véty je polospojita,
dokédzal G. Choquet [Ch] r. 1947 (nezdvisle na Maximovovi). (Na Preissovu préci
navéazala diplomova prace V. Kelara (viz [Ke]) a také ¢lanek L. Zajicka z r. 1994
[MR 96d:26015).)

2.4. Algebra generovana derivacemi

Je ziejmé, ze systém D vsech derivaci tvori vektorovy prostor. Neni vsak uzavieny
na nasobeni, takze netvoii algebru. Naptiklad pro derivaci f(z) = cos(1/x), f(0) = 0,
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neni tézké dokazat, ze f? neni derivace (W. Wilcosz, 1921). Vznikaji tedy pfirozené
otazky: Které funkce lze vyjddrit jako soucin dvou (nebo koneéné mnoha) derivaci?
Lze jednoduse popsat algebru Alg(D) generovanou systémem vsech derivaci?

Otazkami tohoto typu se podrobné zabyvali napiiklad S. J. Agronsky, R. Biskner,
A. M. Bruckner a J. Maiik v [ABBM] (s fadou vysledktu J. Maiika tykajicich se po-
dobnych otazek se lze seznamit v [Zj8]). V ¢lanku [ABBM] autoii vyslovili domnénku,
7e Alg(D) = By, a 7e snad dokonce kazdou f € By lze vyjadfit ve formé

f=4g +nE (¢, K D).

Tuto domnénku se podafilo D. Preissovi dokdzat ve znamé praci [Pr5].

2.5. Analogie Denjoyovy-Youngovy-Saksovy véty

Vysledky tohoto odstavce se tykaji zobecnénych derivaci. Pro pfipad realnych funkci
realné proménné mezi klasické a nepochybné velmi dtlezité zobecnéné derivace patii
Diniho a aproximativni derivace.

Diniho (jednostranné) derivace jsou definovany takto:

h) — h) —
Dt f(x) = liﬁ%ip w . Dif(x)= 1}32(1)13“ w 7
SN s f@+h)— f(z) o f@h) — fa)
D f(fv)—hhnl%gpf7 D- f(z) = liminf W

Cislo d € R* = RU {00, —o0} se nazyvéa aproximativni derivaci funkce f v bodé a
(piseme f; (a) = d), existuje-li méfitelnd mnozina E C R, kterd ma bod a za bod
hustoty a pro kterou

o f@ =)
r—a xr—a
zeE

Kombinaci myslenek obou definic se definuji aproximativni Diniho derivace.

Mezi klasické vysledky teorie realnych funkci patii Denjoyova-Youngova-Saksova
véta (srov. [S2], [Br], [Th1]), kterd udava ,nejsilngjsi vztahy“ mezi ¢tyfmi Diniho deri-
vacemi, které plati pro libovolnou funkei ve skoro vsech bodech (ve smyslu Lebesgueovy
miry).

Analogie Denjoyovy-Youngovy-Saksovy véty, ve které se tvrdi, Ze ,,vyjimecna mno-
Zina“ je nejen miry nula, ale je dokonce o-pdrovitd, byla dokdzana nezavisle v [Zj2]
a [BCEH].

Zde je vhodné kratce pojednat o pojmu poérovitosti a o-pérovitosti. Pojem pdro-
vitosti (mnoziny v bodé&) se v teorii derivovéni vyskytuje pfirozené v fadé rtznych
problémt a byl pouzit (pod rtiznymi ndzvy nebo bez ndzvu) v fadé praci (pocinaje
asi r. 1920). Pojem o-pérovité mnoziny byl zaveden E. P. Dolzenkem r. 1967 v teorii
hrani¢niho chovani funkci jako ,prostfedek k métreni velikosti“ vyjimeénych mnozin.
Kazd4 o-pdrovitd mnozina mé Lebesgueovu miru nula (je zanedbatelnd v ,;metrickém
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smyslu“) a je také prvni kategorie (je zanedbatelnd v ,topologickém smyslu®). Na
druhé strané existuje mnozina F' C R, ktera je uzaviend a ¥idké (a tedy prvni katego-
rie), ma nulovou Lebesgueovu miru, a pfesto neni o-pérovité. (Tento fakt byl vysloven
Dolzenkem bez dikazu; prvni publikovany dikaz je v praci L. Zajicka [MR 56:15935]
z 1. 1976, kde je pojem o-pdrovité mnoziny poprvé podrobné vySetfovén.) Dolzenko
pritom ukazal, Ze nékteré prirozené vyjimeéné mnoziny z teorie hrani¢niho chovani
funkci komplexni proménné jsou o-pérovité a o-pérovitost je dokonce nejsilnéjsi po-
jem, ve kterém jsou malé. V teorii derivovani byl pojem o-pérovitosti poprvé uzit
v [BEH]; dalsi informace lze nalézt v [Thl] nebo v pfehledném ¢lanku o pérovitosti
a o-pérovitosti [Zj3]. Zatim nejhlubsi vysledky o o-pdrovitych mnozinach jsou doka-
zany v [ZP].

Zminéna ,,0-porovita analogie“ Denjoyovy-Youngovy-Saksovy véty tvrdi toto:

Necht f: R — R je libovolna funkce. Pak existuje o-pdrovitd mnozina A takova, ze
pro vSechna x € R\ A plati asponl jeden z nasledujicich vztahu:

(i) D*f(x) =D~ f(z) a Dif(z)=D_f(),

(ii) D_f(x) = —oo, D¥f(z) =00 a Dyf(z) = D™ f(x),

(iii) Dy f(x) = —o, D~f() =oc a D_f(x) < D*f(a).

Pfitom je v [Zj2] také dokézano, ze (i), (ii), (ili) davaji dokonce ,nejsilnéjsi vlast-
nost“, kterou maji Diniho derivace libovolnych funkci ve vSech bodech s moZnou
vyjimkou bod# néjaké mnoziny pruni kategorie.

Velmi podobné vysledky pak byly dokdzany v [PZ1] i pro aproximativni Diniho
derivace. V tomto pfipadé v8ak v podminkach (ii) a (iii) nefiguruji zavéreéné nerovnosti

vvvvvv

2.6. Vztah symetrické a obydéejné derivace

Pojem symetrické derivace neni jiz tak dilezity jako pojmy Diniho a aproximativni
derivace, ale je to také klasicky pojem pfirozené motivovany teorii trigonometrickych
fad (srov. [Th2]). Symetrickd derivace funkce f v bodé z je definovéana takto:

h—0+ 2h

Piseme-li misto limity limes superior, resp. limes inferior, dostavame definice D* f(z)
a D¢ f(x) — horni a dolni symetrické derivace funkce f v bodé .

Klasickym vysledkem o souvislosti symetrické a obycejné derivace je Chincindv
vysledek z r. 1927:

Necht f je méfitelnd funkce. Pak f mé koneénou derivaci ve skoro vSech bodech, ve
kterych D* f(z) < oo.

Zavedme jesté néasledujici znaceni. Necht D¢ a D3 jsou mnoziny bodi, ve kterych f
mé koneénou derivaci, resp. derivaci z R* = RU {o0, —0c0}, a necht SD; a SD3 jsou
mnoziny bodt, ve kterych f ma konecnou symetrickou derivaci, resp. symetrickou
derivaci z R*. Z Chincinova vysledku okamzité dostavame:
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Je-li f méfitelnd funkce, pak SD; \ Dy mé Lebesgueovu miru nula.

Na Chinéinovu vétu Gspésné navazal M. Uher v pracich [U1] a [U2], které vychézeji
z jeho diplomové prace vedené D. Preissem. Zjednodusena verze (viz [Th2] pro tplné
znéni) zndmého Uhrova vysledku, ve kterém se nepredpokladd mévitelnost funkce f
a pripoustéji se i nekonecné derivace, tvrdi toto (D f(x) = max(D™ f(x), D~ f(z)) je
horni Diniho derivace f v x):

Necht f je libovolnd funkce. Pak kazda borelovskd podmnoZzina mnoZiny
{z: D*f(x) # Df(x)} ma Lebesgueovu miru nula a je prvni kategorie a také kazda
borelovskd podmnozina mnoziny SD% \ D} ma miru nula a je prvni kategorie.

O mnoziné SDy\ Dy lze nékdy fici podstatné vice. C. L. Belna, M. J. Evans
a P. Humke [BEH] naptiklad dokézali, ze SD¢ \ Dy je o-pérovita mnozina, pokud je f
spojitd nebo SDy =R (tj. f je symetricky diferencovatelna funkce). Na druhé strané
J. Foran [Fo| sestrojil piiklad spojité symetricky diferencovatelné funkce, pro kterou
je SDy\ Dy (=R\ Dy) nespoCetna mnozina. Stale se ale nevi, v jakém nejsilnéjsim
smyslu je mnozina SD; \ Dy mald (pro spojitou nebo symetricky diferencovatelnou f).
Nyni se zd4, ze pokud tento problém ma jednoduché feseni, bude v ném uzito pojmu
symetrickd pdrovitost. V. [MR 94k:26009] z r. 1993 L. Zajicek totiz ukazal, Ze vysledek
[BEH] lze zesilit tvrzenim, ze SDy \ D; je dokonce o-symetricky pérovitd mnozina.
Hlavni vysledek prace [Zj7] pfitom Fik4, Ze pro kazdou mnoZinu A, kter4 je spodetnym
sjednocenim uzavienych symetricky pdrovitych mnozin, existuje spojita symetricky
diferencovatelna funkce f, pro kterou A =R\ Dy.

2.7. Diferencovatelnost typickych spojitych funkci

Uvazujme prostor C[0, 1] vech spojitych funkci na intervalu [0, 1] opatfeny supremo-
vou metrikou (tj. ,metrikou stejnomérné konvergence“). Podle dnes bézné pouzivané
terminologie znamend vyrok ,typickd f € C[0,1] mé vlastnost V“ to, Zze ,vétSina
funkci z C[0, 1] v topologickém smyslu“ m4 tuto vlastnost, coZ je totéz, Ze mnozina
{f € C[0,1] : f nemé vlastnost V'} je prvni kategorie.

Pokud jsme dokazali, ze typickd f € C[0,1] ma vlastnost V, vime, Ze existuje
f € CJ0,1] s vlastnosti V' (to plyne z Baireovy véty: C[0, 1] je uplny prostor, a proto
je v ném doplnék mnoziny prvni kategorie neprazdnd — dokonce hustd — mnozina).
Zadnou funkci s vlastnosti V' jsme sice nesestrojili, ale dokézali jsme jeji existenci
tzv. ,Baireovou metodou kategorii“ (zde sice hovofime jen o C]0,1], ale metoda se
Casto pouzivé i v jingch uplnych metrickych prostorech). Tato nekonstruktivni metoda
dikazti existence ma tyto vyhody:

a) Ditkaz existence Baireovou metodou kategorii byva ¢asto jednodussi nez explicitni
konstrukce.

b) Dokazeme-li prvné Baireovou metodou kategorii existenci objektu s vlastnosti V3
a posléze stejnou metodou existenci objektu s vlastnosti Vo, mizeme tvrdit, Ze existuje
objekt, ktery mé obé vlastnosti — Vi i V5. To vyplyva z toho, Zze sjednoceni dvou
mnozin prvni kategorie je opét mnozina prvni kategorie (ivaha je ovSem spravnd i pro
spoetné mnoho vlastnosti).
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Jiz r. 1872 K. Weierstrass (konstruktivng) dokdzal existenci f € C[0, 1], kterd nem4
v zadném bodé derivaci. S. Banach a S. Mazurkiewicz r. 1931 ukazali, zZe existenci ta-
kové funkce 1ze snadno zdivodnit Baireovou metodou kategorii — dokézali, ze typicka
f € C[0,1]) nem& v zadném bodé derivaci. Témito pracemi zapoc¢al vyzkum deriva¢nich
vlastnosti typickych spojitych funkci, ke kterému podstatné prispél nékolika pracemi
V. Jarnik (srov. [Pr9]). Pokud jde o Diniho derivace typickych spojitych funkci,
vysledky Banacha, Mazurkiewicze a Jarnika mohou byt formulovany v nasledujici
véte:

Pro typickou f € C[0,1] v kazdém bodé x € (0,1) nastdvd aspon jedna z téchto
dvou moznosti:

(a) D*f(2) = 00, D_f(z) = =50 a Dyf(x) < D~ f(a);
(b) Dy f(x) = —o0, D~ f(&) =00 a D_f(a) < D" f(x).

D. Preiss pred téméf dvaceti lety dokazal (ale vysledek nepublikoval), Ze tato véta
déava nejsilnéjsi vztahy, které plati mezi Diniho derivacemi typickych spojitych funkei
v kazdém bodé (dtikaz lze nalézt v [PZ3]). Plati dokonce (srov. [Zj4], [Zj9]), Ze typickd
spojita funkce f ma nasledujici vlastnost:

Pfedepiseme-li libovolné hodnoty ¢tyt Diniho derivaci tak, ze ,plati (a) nebo (b)“,
pak existuje z € (0,1), ve kterém DY f(x), D™ f(x), Dy f(x), D_f(z) maji tyto
predepsané hodnoty.

Nalezneme tedy napt. z, e DT f(z) =00, D™ f(z) =1, D, f(x) = -1, D_f(x) =
= —o0, ataké z*, ve kterém DV f(z*) = Dy f(z*) = D™ f(2*) = 0o, D_f(2*) = —o0.
Pfedchozi tvrzeni o z* neni nové — je to v podstaté slavny Sakstv [S1] vysledek
z r. 1932, o kterém jesté bude fec.

Plati také (srov. [PZ3], [Zj9]) pfesné analogie pro aproximativni Diniho derivace
vSech zminénych vysledku. Dalsi blizké vysledky lze nalézt v ¢lancich L. Zajicka
2 1. 1089 [MR 90j:26007] a 1993 [MR 95£:26007].

Znamy Jarniktv vysledek z r. 1934 ¥ikd, ze typickd f € C[0, 1] nemé v zddném bodé
x € (0,1) aproximativni derivaci (ani nekone¢nou). Zeslabenim pojmu aproximativni
derivace je pojem tzv. preponderantni derivace, pfi¢emz se v literatuie vyskytuje
nékolik mirné odlisnych definic tohoto pojmu. Z Jarnikovych vysledki snadno vyplyva,
7e typickd f € C[0,1] nemd v zddném bodé x € (0,1) dokonce ani preponderantni
derivaci, uvazujeme-li silnou definici preponderantni derivace. V praci [Zj6] je do-
kézano, ze pro slabou definici preponderantni derivace je situace odlisna: typicka
f € CJ0,1] ma v bodech z nespocetné husté mnoZiny slabou preponderantni derivaci

Igr(x) = o0.

Na KMA byly studovény také derivacéni vlastnosti funkci f € C[0,1], které jsou
4typické ve smyslu miry“. Prace J. Koléfe [Ko] podstatné zlepsuje vysledky B. R.
Hunta [Hu]. S dosud nepublikovanymi vysledky P. Holického a L. Zajicka je mozno se
seznamit v [Zj9].
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2.8. Funkce Besicovitchova typu

Jiz zminény slavny Sakstv vysledek lze formulovat jako tvrzeni, Ze typicka spojita
funkce neni funkci Besicovitchova typu. Pripomenme, ze Besicovitch r. 1925 publikoval
dosti slozitou konstrukci funkce f € C[0, 1], kterd nemd v zddném bodé = € [0, 1] jedno-
strannou derivaci (ani zprava, ani zleva), pfiemz — a to je podstatné — se pfipoustéji
i derivace nekonecné. Funkce s touto vlastnosti se proto nazyvaji Besicovitchova typu;
v jistém smyslu jde o ,extrémné nediferencovatelné“ funkce.

Protoze vysledky Banacha a Mazurkiewicze ukazovaly, ze typické spojité funkce
jsou ,velmi nediferencovatelné“, byl Sakstiv vysledek dosti neocekdvany. (K tomu
poznamenejme, Ze D. Preiss dokdzal — ale nepublikoval — (srov. [Zj4], str. 103
a dikaz lemmatu 3.2.1. z [Br]), Ze kazda funkce Besicovitchova typu méa koneénou
aproximativni derivaci v bodech mnoziny kladné miry, takze je v tomto smyslu ,,dosti
diferencovatelnd®.) Sakstiv vysledek byl ¢asto interpretovan tak, Ze existenci funkce
Besicovitchova typu nelze dokézat Baireovou metodou kategorii.

Zna¢nou pozornost proto vzbudila prace J. Malého [Mal2], kde je takovy dikaz
Baireovou metodou kategorii poddn — ne ov§em v prostoru C|0, 1], ale v jeho uza-
vieném metrickém podprostoru, ktery neni linearni a je sestrojen specidlné pro tento
ucel.

2.9. Jarnikovské body

Bod z je jarnikovskym bodem funkce f, jestlize aproximativni limita absolutni
hodnoty jejiho deriva¢niho podilu v bodé x je oo:

F) — f@)|

ap-lim
t—zx t—x

Jarnik r. 1934 sestrojil borelovsky méfitelnou funkci (druhé Baireovy t¥idy), pro
kterou jsou vSechny body jarnikovské, a spojitou funkci, pro kterou jsou skoro vSechny
body jarnikovské. To byly dosti pfekvapivé vysledky (srov. [S1], str. 297), protoZe bylo
znamo, ze jak mnozina

{x : ap-hmM - oo} ,

t—x — T
t—x

maé Lebesgueovu miru nula pro kaZdou funkci. Jarnik tedy ukézal, Ze neplati pfirozené

tak mnozZina
f@) = f(=)

t—=x

spolecné zobecnéni obou uvedenych tvrzeni.

To, Ze existuje spojitd funkce, pro kterou je kaZdy bod jarnikovsky, bylo poprvé
dokézano v teorii ndhodnych procesti: S. M. Berman [Be| r. 1970 dokézal, zZe trajektorie
jednorozmérného Brownova pohybu je takovou funkci s pravdépodobnosti 1. (Tim
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byl podan nekonstruktivni dikaz existence takové spojité funkce ,,pravdépodobnostni
metodou”, kterd je analogicka jiz zminéné Baireové metodé kategorii. AZ poté byla
v praci [MZ] podéna jednoducha explicitni konstrukce takové funkce.)

Bermaniv vysledek fika, ze pro ,typickou f € C[0,1] ve smyslu Wienerovy miry*“
je kazdy bod jarnikovsky; z Jarnikovych vysledkt vsSak vyplyva, Ze pro typickou
funkei f € C[0, 1] ve smyslu kategorie ma mnozina J; jejich jarnikovskych bodd miru
nula. Hlavni vysledek prace [MZ] pfesto tvrdi, Ze pro typickou f € C[0, 1] ve smyslu
kategorie je mnozina J; hustd a nespocetna.

2.10. Nékteré dalsi vysledky

Zajimavé vysledky patfici do teorie derivaci obsahuji prace D. Preisse z r. 1969
[MR 40:4397], D. Preisse a J. Vilimovského z r. 1980 [MR 82b:54022] a D. Preisse
a V. Sverédka [PS].

Pojem aproximativni derivace je vySetfovan v c¢lancich D. Preisse z r. 1971
[MR 44:4158] a L. Zajicka z r. 1973 [MR 48:2322] a r. 1981 [MR 82m:26004].

Vysledky o preponderantnich derivacich (a dalsi zajimavé vysledky) lze nalézt
v praci [MPZ]; vysledky z diplomové prace K. Pekara o téchto derivacich jsou popsany
v ¢lanku [Zj5].

Poznamka P. Holického z r. 1973 [MR 48:4219] se tyka diferencovatelnych restrikei
libovolnych funkci.

Elementarni ditkkaz jednorozmérné Rademacherovy véty uverejnil L. Zajicek r. 1992
[MR 93b:26008].

3. Derivovani funkci vice proménnych a funkci na Banachovych prostorech

3.1. Diferencovatelnost lipschitzovskych funkci

Pfipomenime, Ze redlna funkce f na metrickém prostoru (P, o) se nazyva lipschit-
zovska, jestlize existuje K > 0 takové, ze | f(z) — f(y)| £ Ko(x,y), kdykoliv z,y € P.
V analjze méa velky vyznam Rademacherova véta z r. 1919:

Kazd4 lipschitzovska funkce R™ — R je fréchetovsky diferencovatelna (tj. ma totalni
diferencidl) ve skoro vSech bodech.

V 70. letech Rademacherovu vétu zobecnili na pfipad lipschitzovskych funkci na
separabilnim Banachové prostoru nezavisle P. Mankiewicz, J. P. R. Christensen
a N. Aronszajn (srov. [BL]).

V prislusnych vétach je vSak pouzit pojem Gdteauzovy derivace, ktery je slabsi
nez pojem Fréchetovy derivace (pro lipschitzovské funkce na koneéné-rozmérném
prostoru tyto dva pojmy derivace splyvaji). Protoze v zddném nekone¢né-rozmérném
Banachové prostoru neexistuje pfirozené zobecnéni Lebesgueovy miry (neexistuje tam
yrozumnd“ translaéné invariantni mira), kazdy ze ti¥i jmenovanych autort definoval
(kazdy jinym zptisobem) pouze pojem ,nulové mnoziny“. Zatim nejsilngjsi pojem
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yhulovych mnozin®, pri kterém plati nekonecné-rozmérnéd Rademacherova véta, byl
nalezen v praci [PZ4].

Doposud nejhlubsiho vysledku v teorii diferencovatelnosti lipschitzovskych funkci
doséhl D. Preiss ve své praci [Pr8] z r. 1990. Véta méa zajimavou historii. V fadé praci
se vyskytovalo tvrzeni, ze na separabilnim Hilbertové prostoru existuje lipschitzovska
funkce, ktera neni fréchetovsky diferencovatelnd v zadném bodé. R. R. Phelps vsak
r. 1979 zjistil, Ze ve vSech pfipadech slo o chybné piiklady nebo odkazy. Nebylo tedy
jasné, zda uvedené tvrzeni viibec plati. Vzniklym problémem se D. Preiss zabjval
v pracich [MR 84h:46054] z r. 1982 a [MR 85k:46051] z r. 1984. Ve znamé praci [Pr8§]
se mu pak podarfilo dokazat tuto hlubokou vétu:

Redlnd lipschitzovskd funkce na Asplundové Banachové prostoru je fréchetovsky
diferencovatelnd v bodech husté nespocetné mnoziny.

(Poznamenejme, Ze v rdmci separabilnich prostort jsou Asplundovymi pravé ty Ba-
nachovy prostory X, které maji separabilni duélni prostor X*, takze napi. separabilni
Hilbertiiv prostor je Asplundiiv.)

V Preissové vété se ale netvrdi, ze by f méla Fréchetovu derivaci ,,skoro vsude®
v néjakém smyslu (je stile dtlezitym otevienym problémem, zda néjaky takovy
smysl malosti existuje). Proto také neni znadmo, zda kazdé lipschitzovské zobrazeni
F:X — R" (kde X je Asplundtv prostor) ma Fréchetovu derivaci asponl v jednom
bodé.

Vyznamn4 Preissova prace [Pr8] v8ak obsahuje jesté dalsi zajimavé vysledky. Jed-
nim z nich je vysledek o gdteauzovské diferencovatelnosti lipschitzovské funkce f na
neseparabilnim Banachové prostoru:

Jestlize X ma gateauxovsky hladkou normu (mimo pocéatek), pak f je giteauxovsky
diferencovatelna v bodech husté nespocetné mnoziny.

Dalsim zajimavym vysledkem je dtikaz toho, Ze Rademacherovu vétu v jistém smyslu
nelze obratit:

Existuje lebesgueovsky nulovd mnozina M C R"™ (kde n > 1) takova, ze kazda
lipschitzovska funkce na R"™ je diferencovatelna aspon v jednom bodé mnoziny M.

Klasickym zobecnénim Rademacherovy véty je Stepanovova véta. J. Maly r. 1999
uvetejnil [Mal5] pfekvapivé pozorovéni, jak tuto obecnéjsi Stepanovovu vétu lze z Ra-
demacherovy véty snadno elementarné odvodit.

Poznamenejme také, ze A. Nekvinda a L. Zajicek r. 1988 [MR 90c:26043] publikovali
elementarni dikaz Rademacherovy véty.

Diferencovatelnosti funkci vzdalenosti od obecné uzaviené mnoziny v Banachové
prostoru — coz je vzdy lipschitzovska funkce — se zabyvaji prace L. Zajicka
[MR 85k:46025], [MR 85k:49046], [MR 86i:46020], [MR 99b:46066] a E. Matouskové
z r. 1992 [MR 96a:46029].

3.2. Diferencovatelnost konvexnich funkci

V zakladnim kurzu analyzy se dokazuje, ze kazda konvexni funkce f: R — R méa
konecné jednostranné derivace v kazdém bodé. Z toho jiz snadno vyplyva, Ze mno-
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zina N bodl nediferencovatelnosti funkce f je spocetna. Naopak snadna konstrukce
ukazuje, ze pro kazdou spocetnou mnozinu S C R existuje konvexni funkce f, pro
kterou Ny = S.

Diferencovatelnosti konvexnich funkci vice (a nekoneéné mnoha) proménnych se za-
byvala fada matematikt. Pro pfipad konvexni funkce f na R™ se jiz dost dlouho v pod-
staté védélo (pfinejmensim pro n = 2), Ze mnozinu Ny bodi nediferencovatelnosti lze
pokryt spocetné mnoha plochami dimenze n — 1, které jsou ,grafy lipschitzovskych
funkci n — 1 proménnych® (pfi vhodné volbé kartézskych soufadnic).

V préci [Zj1] se podafilo podat tplnou charakterizaci velikosti mnozin Ny konvex-
nich funkci na R". Ukazuje se, Ze pfi pokryvani Ny vystacime s grafy funkci, které
jsou nejen lipschitzovské, ale jsou i d-konvezni (tj. jsou rozdilem dvou konvexnich
funkei). A naopak: 1ze-li mnozinu M C R™ pokryt spo¢etné mnoha plochami uvede-
ného typu, pak existuje konvexni funkce f, ktera neni diferencovatelnd v zadném bodé
mnoziny M.

Pii vySetfovan{ konvexnich funkei na (nekoneéné-rozmérngch) Banachovijch prosto-
rech je nutné se omezit na vySetfovani spojitych konvexnich funkci a rozliSovat mezi
(slabsi) Gateauzovou derivaci a (silngjsi) Fréchetovou derivaci; pro oba druhy derivace
byly na KMA dokdzény zajimavé vysledky. (Poznamenejme, 7e konvexni funkce na
prostoru koneéné dimenze je vzdy spojita a oba typy derivaci pro ni splyvaji.)

Klasicka Mazurova véta z r. 1931 o derivovani v Gateauxové smyslu tvrdi, Ze mno-
zina NfG bodi gateauxovské nediferencovatelnosti spojité konvexni funkce na separa-
bilnim Banachové prostoru X je mnozina prvni kategorie. Protoze spojita konvexni
funkce na libovolném Banachové prostoru je lokalné lipschitzovska, z jiz zminénych
vét o derivovani lipschitzovskych funkei na separabilnich prostorech vyplyva, ze pokud
je X separabilni, je NJ? v jistém smyslu také mnozinou ,miry nula“ (a tento vysledek
byl jesté zesilen Aronszajnem r. 1976). V praci [Zj1] byla i pro p¥ipad separabilniho
Banachova prostoru X podéana tplné charakterizace velikosti mnozin NfG7 ktera je
(i s dtikazem) zcela analogické jiz uvedenému vysledku pro funkce na R™ — misto
»(n — 1)-rozmérnych §-konvexnich ploch® je pouze nutno pouzit ,d-konvexni nadplo-
chy (plochy kodimenze 1)“.

V Sedesatych letech se ukazalo, ze Mazurovu vétu lze zobecnit — tvrzeni plati
i v nékterych neseparabilnich Banachovych prostorech; takové prostory se nazyvaji
slabymi Asplundovymi prostory. O téchto prostorech je mnoho znamo (srov. [Fa]), ale
stale neni zndma uspokojiva ,vnitini charakterizace“ slabych Asplundovych prostort.

Velmi vyznamné prispél k teorii slabych Asplundovych prostori D. Preiss, kdyz
r. 1990 (srov. [PPN]) dokazal, Zze kazdy Banachiv prostor, ktery ma gateauxovsky
hladkou normu (mimo pocatek), je slabym Asplundovym prostorem. Tim vyftesil
prirozeny problém, ktery dlouho vzdoroval tsili fady znamych matematiki.

Této praci predchazela dtlezita prace [BP], ve které byla dokdzana prvni varianta
dulezitého ,hladkého variacniho principu® (a jako dusledek poddno ¢asteéné feSeni
vySe zminéného problému).

Za zminku stoji také vysledek prace [HSZ], ktery tvrdi, Ze na ,prakticky kazdém“
neseparabilnim Banachové prostoru X existuje spojita konvexni funkce f, pro kterou
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je mnozina N J? neborelovskd — predtim se nevédélo, zda takova funkce mize existovat
na néjakém slabém Asplundové prostoru.

Uvazujme nyni pro spojitou konvexni funkci f na Banachové prostoru X mno-
zinu N f bodu fréchetovské nediferencovatelnosti funkce f. Prostory, pro které je N f
vzdy prvni kategorie, se nazyvaji Asplundovymi prostory. Pro Asplundovy prostory
je zndma Fada péknych ,vnitinich charakterizaci“ (srov. [Ph]).

Zda lze (tfeba alesponi v separabilnim Hilbertové prostoru) jednoduSe charakte-
rizovat velikost mnozin N f , je stale otevieny problém. Zatim jsou znadmy pouze
pomeérné piesné ,odhady velikosti“ mnozin N ff (pomoci specidlni ,o-pdrovitosti*)
[PZ2] pro pfipad separabilnich Asplundovych prostori; ¢dstecné zobecnéni na ptipad
neseparabilnich prostort je dokdzano v ¢lanku L. Zajicka z r. 1991 [MR 92d:46112].

Mnoziny bodt nediferencovatelnosti konvexnich funkci zkoumaji také prace L. Ve-
selého z r. 1986 [MR 88¢:47108], D. Preisse z r. 1990 [MR 92h:46061] a L. Zajicka
z r. 1993 [MR 95€:26006].

Derivovani konvexnich funkci ,,na malych mnozinach* se tykaji prace E. Matouskové
z r. 1993 [MR 95i:46055] a L. Zajicka z r. 1997 [MR 99d:46066].

Prace E. Matouskové a L. Zajicka z r. 1998 [MR 99m:46107] dava ¢dstecnou odpovéd
na zajimavou otevienou otazku, zda kazda spojita konvexni funkce na separabilnim
Hilbertové prostoru mé asponi v jednom bodé druhou derivaci (ve velmi slabém
pfirozeném smyslu).

3.3. Vlastnosti derivaci funkci vice proménnych

Necht X je Banachtv prostor a f : X — R méa Fréchetovu derivaci f'(x) v kazdém
bodé z € X. Pak f'(x) € X* a derivace funkce f je tedy zobrazeni f':X — X*.
Jestlize X = R", zpravidla ztotoziiujeme derivaci a gradient: f/(x) = grad f(z). Potom
je derivace zobrazeni f’ = grad f : R™ — R™.

O vlastnostech f’ je velmi mélo zndmo i pro X = R", n > 1. Teprve neddvno se
J. Malému [Mall] podafilo dokazat, ze f’ m4 vlastnost, kterd je pfirozenym zobecné-
nim Darbouxovy vlastnosti redlnych funkci jedné proménné:

Necht X je Banachiiv prostor, f : X — R mé Fréchetovu derivaci f'(z) v kazdém
bodé z € X a C C X je konvexni uzaviend mnozina s neprazdnym vnitikem. Pak
mnozina {f’'(z) : € C} je souvisld podmnoZina X*.

Stéle se ale napf. nevi, zda ,gradientové zobrazeni“ f’:R"™ — R™, n > 1, musi mit
tzv. Denjoyovu-Clarksonovu vlastnost, tj. zda A\, {z : f/'(z) € G} > 0, kdykoliv G C R"
je oteviend mnozina a {x : f'(z) € G} # 0. O tomto ,Weilové gradientovém problému*
jsou zndmy pouze ¢astecné vysledky. Z. Buczolich [Bu] napiiklad dokazal, ze za vyse
zminénych okolnosti je jednorozmérnd Hausdorffova mira mnoziny {z : f/(z) € G}
kladnd. Zobecnéni a upfesnéni tohoto vysledku je dokdzdno (zcela jinou metodou)
v [AMWZ).
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3.4. Slabé diferencovatelné funkce

Pro aplikace v teorii parcialnich diferencialnich rovnic a ve varia¢nim poctu méa
velky vyznam pojem derivace funkce ve smyslu distribuci. Funkce n proménnych
definovana na néjaké oblasti {2 C R" se obvykle nazyva slabé diferencovatelnd, jestlize
jeji (parcidlni) derivace ve smyslu distribuci jsou lokalné integrovatelné funkce (srov.
[Zm]).

Nejdulezitéjsimi tfidami slabé diferencovatelnych funkci jsou klasické Sobolevovy
prostory WP funkei, jejichz slabé derivace lezi v LP.

V préaci [Mal3] dokazal J. Maly pro funkce z WP vétu analogickou klasické Luzinove
vete:

Pro kazdou funkci f € WP existuje holderovskd funkce g € WP, pro kterou je
mnozina {x: f(z) # g(z)} ,velmi mald“ (pfesnéji: ma g-kapacitu mensi nez e, kde
1 < ¢ < pace>0 byly pfedem libovolné zadany; exponent holderovskosti zavisi na p
a q).

K nejdulezitéjsim vétam o slabé diferencovatelnych funkcich patfi véty o vnofeni.
Znamé Sobolevova véta o vnoreni fikd, Ze pro ,rozumné“ oblasti {2 je Sobolevuv
prostor WP spojité vnoten do prostoru L9, kde ¢ < np/(n — p) (tj. plati nerovnost
lullre = Cllullwrr).

Pokud je oblast {2 ,,méné rozumna“, mize nastat pripad, ze véta o vnofeni jiz neplati
pro kazdy exponent g < np/(n — p), ale stale plati pro exponenty g < go < np/(n — p).
V praci [KM] je vySetfeno, jak (maximélni) gy zavisi na geometrickych vlastnostech
oblasti 2.

Hlavnim pfinosem préce J. Malého a L. Picka [MP] je novy elementarni dtkaz
klasickych vét o vnofeni i jejich ,upfesnénych variant“, ve kterych se vnofuje do
Lorentzovych a Lorentzovych-Zygmundovych prostort.

Klasicka véta o substituci pro Lebesgueiv integral pfedpoklada, ze zobrazeni f
z R™ do R", kterym se transformuji soufadnice, je regularni; je dobfe znamo, Ze
staCi predpokladat lokalni lipschitzovskost f. Ptirozeny problém, pro kterda f véta
o substituci plati, zavisi ovSsem podstatné na derivacnich vlastnostech f. Zajima-
vym pfispévkem k tomuto problému je prace [MM], ve které je dokazano, ze véta
o substituci plati pro holderovské zobrazeni f € Wi . V praci [KKM] je dokazano,
ze postacujici podminkou je také to, ze derivace f lezi v Lorentzové prostoru L, i
(a f je spojitd). Podobnou problematikou se zabyvaji prace J. Malého z r. 1994
[MR 95h:28007] a z r. 1999 [FM] (spoluautorka I. Fonseca).

Vyznamnym ptinosem J. Malého je také nalezeni nového pojmu absolutné spojitych
(skalarnich i vektorovych) funkci n proménnych a vyjasnéni jeho dulezité role v teorii
slabé diferencovatelnych zobrazeni, zvlasté v otazkach spojenych se zaménou promén-
nych v integralu ([Mal4], [KKM], [Mal6]). Jak zcela neddvno ukédzala M. Csornyei,
tato t¥ida funkei (pro ptipad stejné dimenze vychoziho i cilového prostoru) prekvapivé
splyva s formalné uzsi t¥idou ,zobecnénych lipschitzovskych transformaci®, kterou
v padesatych letech studovali T. Rad6 a P. V. Reichelderfer.
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3.5. Nékteré dalsi vysledky

Rozsitovanim diferencovatelné funkce z podmnoziny R™ na cely prostor se zabyva
zajimava prace V. Aversy, M. Laczkoviche a D. Preisse [ALP].

Radu vysledki o fréchetovské diferencovatelnosti, (silngjsi) striktni diferencova-
telnosti a (slabsi) fréchetovské subdiferencovatelnosti funkci na Banachové prostoru
obsahuje prace L. Zajicka z r. 1991 [MR 92j:46081].

Prace L. Zajicka z r. 1983 [MR 85e:41041] se tyka derivovani metrickych projekei
na uzaviené podmnoziny kone¢né-rozmérného Banachova prostoru.

Derivovéanim ve spojitosti s pojmem delta-konvexnich (d.c.) funkci a zobrazeni
se zabyvaji prace L. Veselého a L. Zajicka z r. 1989 [MR 91h:47073] a E. Kopecké
(Matouskové) a J. Malého z r. 1990 [MR 91k:26011].

4. Derivovani mér

4.1. Geometricka teorie miry a derivovani mér

Teorie k-rozmérnych mér v n-rozmérném prostoru byla zalozena Carathéodorym
a Hausdorffem na zacatku stoleti. Tato hluboka teorie, kterd je podstatnou casti
geometrické teorie miry a méa fadu dtlezitych aplikaci (napf. ve variaénim poctu),
byla posledni dobou popularizovana zasluhou znamé ,teorie fraktala“. Na rozvoji
teorie k-rozmérnych (pfedevsim Hausdorffovych) mér se podileli A. S. Besicovitch,
H. Federer (jenZ je autorem zékladni monografie [Fe]) a fada dal$ich vyznaénych
matematikti. K nim se pfipojil r. 1987 D. Preiss svou vyznamnou praci [Pr7], ve které
vytesil zndmy stary problém o vztahu rektifikovatelnosti a derivaci (hustot) mér.

Pro vysvétleni Preissova vysledku uvaZzujme celé ¢islo k, 0 < k < n, a konefnou
borelovskou miru p na R™, kterad je soustfedéna na k-rektifikovatelné mnoziné a je
absolutné spojita vzhledem ke k-rozmérné Hausdorffové mife Hy. Jinymi slovy: pred-
pokladame, ze

(i) existuje posloupnost (P;) k-rozmérnych hladkych ploch (tfidy C;) v R™ tako-

o0
vych, Ze u(R”\ U R—) =0,a
i=1

(ii) u(B) =0, kdykoliv B C R™ je borelovskd mnozina a Hy(B) = 0.

(Za pfedpokladu platnosti (i) je podminka (ii) ekvivalentni existenci borelovsky mé-
fitelné funkce f takové, ze j(B) = [, f(x) dHy(z) pro kazdou borelovskou B.)

Z vysledku A. S. Besicovitche z 30. let vyplyva, Ze za téchto pfedpokladi pro p-skoro
v8echna x € R™ existuje k-rozmérna derivace (neboli hustota)

k I MB(I’, T)
D) =t K22

(kde B(x,r) je uzaviend koule o stiedu x a poloméru r), a navic

0 < D*(p, ) < 0. (%)
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(Pfitom D*(u, ) = ay f(z), kde oy je objem jednotkové koule v R¥. Proto v piipadé,
ze 1 je restrikce Hj na borelovskou podmnozinu sjednoceni spoc¢etné mnoha hladkyjch
k-rozmérnych ploch, plati pro p-skoro véechna x € R™ rovnost D*(u, ) = az.)

Nejdulezit&jsi z fady Preissovych vysledk obsaZzenych v [Pr7] fikd, Ze pfedchozi
tvrzeni 1ze obratit:

Jestlize v je borelovskd mira a pro p-skoro vsechna x € R™ plati (%), pak jiZ nutné
plati podminky (i) a (ii).

(Jestlize pro u-skoro viechna z € R™ plati D*(u,r) = ay, dostavame, 7e u je re-
strikce Hj, na borelovskou podmnozinu sjednoceni spocetné mnoha hladkych k-roz-
mérnych ploch.)

Ptedchozi vétu dokazal pron =2 a k =1 jiz A. S. Besicovitch r. 1938 a pro piipad
obecnéhon a k =1 E. F. Moore r. 1950. D. Preiss kromé fady zndmjch metod pouzil
i novou metodu ,teénych mér*, ktera jiz nasla fadu uplatnéni i v problémech jiného
typu.

Problematikou pfimo souvisejici s Preissovou vétou se zabyvaji prace O. Kowalského
a D. Preisse [KP] a B. Kirchheima [Kil].

Préace [KP] podava zajimavy popis viech borelovskych mér p na R™T1, které maji
tu vlastnost, Ze pro kazdy bod x € spt pu z nosi¢e miry p plati, ze uB(z,7) = a,r™
(kde a, je objem jednotkové koule v R™). Autofi ukazuji, Ze tuto vlastnost nema
pouze restrikce Hausdorflovy miry H,, na libovolnou nadrovinu, ale také (pro n = 3)
jeji restrikce na jakoukoliv kvadriku, kterd ma pfi vhodné volbé kartézskych souradnic
rovnici y3 = y? + y2 + y3. Ditkaz toho, Ze 74dné jiné miry s touto vlastnosti neexistuj,
je znacné hluboky a naroc¢ny.

Velmi zajimavé, ale dosud nepublikované vysledky o vztahu rektifikovatelnosti a de-
rivaci mér obsahuje diplomové prace M. Chlebika [Chl] (vedend D. Preissem).

Clanek B. Kirchheima [Ki2] (ktery vychézi z diplomové préace vedené D. Preissem)
obsahuje mj. toto cenné zobecnéni jiz zminéného Besicovitchova vysledku (pfipad
M CR™):

Jestlize borelovska podmnozina M libovolného metrického prostoru X mé konecnou
k-rozmérnou Hausdorffovu miru Hy a je pokryta spocetné mnoha lipschitzovskymi
obrazy podmnozin R¥, pak pro Hj-skoro viechny body 2 € M plati

lim H, (M N B(x, r))

k =1
r—0+ T

)

kde ay, je objem jednotkové koule v R”.

4.2. Derivovani mér v Banachovych prostorech

Dulezité teorie derivovani mér mé sviij pocatek v Lebesgueovych pracich ze zacatku
stoleti. S jejim stavem v r. 1975 se lze sezndmit v [Gu]. Klasickd Lebesgueova véta
o derivovdni neurcitého integralu ¥ika toto (symbolem A zde oznadujeme Lebesgueovu
miru v R” a B(xz,r) je uzaviend koule se stfedem x a polomérem r):
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Je-li f € L*()\), pak pro A-skoro vSechny body = € R" plati, 7e

/ fdA
. B(z,r)
rliI(I)lJr A(B(z,1))

= f(z).

Obvykly dikaz véty o derivovani je zaloZzen na platnosti Vitaliovy véty o pokryti
(pro Lebesgueovu miru a systém uzavienych kouli). Véta byla zobectiovana v riiznych
smeérech:

a) Misto stfednich hodnot (integrélnich praméri) funkce f v uzavienych koulich
se stfedem =z lze uvazovat stfedni hodnoty f v mnozinach B z jisté ,deriva¢ni baze*
(velmi zajimavy je napiiklad pfipad, kdy za B pfipoustime uzaviené intervaly v R™,
které obsahuji bod z).

b) Misto Lebesgueovy miry A lze uvazovat lokalné kone¢nou borelovskou miru .
I pak véta o derivovani plati (pro derivaéni bazi ,soustfedngch kouli“), jak ukazal A. S.

vvvvv

Besicovitchovu vétu o pokryti.

¢) Misto R™ je pfirozené vySetfovat i obecnéjsi prostory (napfiklad variety).

Velmi zajimavym prispévkem do této problematiky jsou vysledky prezentované bez
dtukazu v [Pr6] (dtikazy — i pro obecnéjsi deriva¢ni bdze — budou obsaZeny v pfipra-
vované knize [MPT]). Zde D. Preiss uvazuje obecny tplny separabilni prostor (X, o)
a zkoumé, kdy plati véta o derivovani integralu pro libovolnou koneénou borelovskou
miru a derivaéni bazi ,soustfednych kouli“ (tj. kdy plati zobecnéni Besicovitchovy
véty). Nachézi péknou tplnou charakterizaci prostorti, ve kterych véta plati, a to
pomoci pomeérné jednoduché geometrické podminky, ktera riké, ze metrika o je v jistém
smyslu o-konecné dimenzionalni. Jako dtsledek pak napi. dostava, ze v Banachové
prostoru plati zobecnéni Besicovitchovy véty pravé tehdy, kdyz X ma konecnou
dimenzi.

V dalsich pracich se D. Preiss zabyval otazkou, zda klasické vysledky z teorie
derivovani integralti pfece jen nelze zobecnit do nékterych Banachovych nekonecné-
rozmérnych prostort alesponl pro specialni miry. Protoze v nekonecné-rozmérnych
Banachovych prostorech neexistuje pfirozend analogie Lebesgueovy miry, vySetiuje
gaussovské miry (které tvori velmi dilezitou t¥idu mér).

Ukazuje [Prl], ze v separabilnim Hilbertové prostoru existuje gaussovskd mira, pro
kterou neplati zobecnéni Vitaliovy véty (pro uzaviené soustiedné koule) ani véty
o hustoté [Pr3] (a [MR 85a:60015] z r. 1982), takze neplati ani zobecnéni Lebesgueovy
véty o derivovani integralu.

Poznamenejme jesté, ze J. TiSer v praci [Ti] (vychazejici z kandidétské préce vedené
D. Preissem) piekvapivé dokdzal, Ze pro nékteré (nedegenerované, ale velmi specidlni)
gaussovské miry na separabilnim Hilbertové prostoru véta o hustoté prece jen plati.
(Zcela nedavno J. TiSer zesilil vysledek z [Prl]: Vitaliova véta neplati v separabilnim
Hilbertové prostoru pro zddnou nedegenerovanou gaussovskou miru.)
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4.3. Nékteré dalsi vysledky

Derivovdnim mér na metrickych grupich se zabyva prace M. Studeného [MR
84j:28007] z r. 1983, kterad vychézi z diplomové préce vedené D. Preissem.

Zajimavy rozbor otazky, zda jednorozmérna Lebesgueova véta o hustoté je v néja-
kém smyslu ,kanonickd®, je obsaZen v ¢lanku [AP].

Elementarni dtikaz (jednorozmérné) véty o hustoté uvefejnil L. Zajicek r. 1979
[MR 80c:28004].

Jednostrannych hustot podmnozin pfimky se tykd [MPZ] a pozndmka L. Zajicka
z r. 1994 [MR 95€:26006].
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Pocitacova lingvistika
ve vztahu k informatice

Jarmila Panevovd a kolektiv, Praha

1. Uvod

Vyvoj pocitacovich technologii a pocitacového zpracovani jazykovych dat spolu
s prevratnymi zménami v obou slozkéach jsou spolu zcela neodmyslitelné spjaty. Jejich
vzajemnou souvislost i podminénost novych moznosti automatického zpracovani pii-
rozeného jazyka v kontextu novych informacnich technologii se tu pokusime ukézat
z hlediska dneska ([9]). Na za¢dtku se letmo podivejme na neddvnou minulost. Obor
u nas tehdy nazyvany matematicka lingvistika se konstituoval v 50. letech. Podle
pouzivanych presnych metod se tehdy rozvijel ve dvou smérech: jako lingvistika
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