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Spinory v teorii relativity

Vojtéch Pravda, Praha

1. Uvod

vvvvv

zékony lze vyjadrit snadnéji ve Ctyfrozmérném Minkowského prostorocase nez ve
t¥irozmérném prostoru. V obecné teorii relativity, ktera na rozdil od specidlni teorie
relativity popisuje i gravitaci, zavadime zakfiveny prostorocas, ve kterém lze lokalné
(v kazdém bodg) zvolit teény (plochy) Minkowského prostorocas, v némz plati zdkony
specialni teorie relativity. V Minkowského prostorocase lze pro popis fyzikalnich veli¢in
zavést nejriuznéjsi matematické struktury. Mezi nejCastéji pouzivané patii vektory
a tenzory. Méné casto jsou pouzivany spinory, kterym je vénovan tento ¢lanek. Nez se
jimi zaneme zabyvat, pfipomenme si n€kolik zakladnich pojmi.

Minkowského prostorocas je ¢tyfrozmérny redlny vektorovy prostor V a existuje
v ném tedy béze ¢tyt vektori t, x, y, z. Kazdy vektor z V' (tzv. étyfvektor) mizeme
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektorti baze

v = v0t+v1x+v2y+v32,

kde v® (fecké indexy nabyvaji hodnot 0, 1, 2, 3) jsou komponenty vektoru v v bazi
t,...,z.
V Minkowského prostorocase téZ zavadime skalarni souin') dvou vektorii

u-v = UOUO — ulvl - u2U2 — U3U37

coz muzeme téz zapsat ve tvaru
o
Uu-v=rna3u 0P, (1)

kde pouzivame tzv. Einsteinovu sumacéni konvenci (tj. s¢itdme pies vSechny dvakrat
se opakujici indexy) a kde 7,4 je metricky tenzor tvaru

1 0 0 0
lo =1 0 o
T6=19 o -1 0
0 0 0 -1

1) V celém ¢lanku klademe podle rozsifené konvence rychlost svétla rovnu jedné.
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Takto definovany skaldrni soucin nesplnuje obvykly pozadavek, Ze skalarni soucin
kazdého nenulového vektoru se sebou samym je kladny. Proto maji ctyrvektory
v Minkowského prostorocase tu nezvyklou vlastnost, ze se déli na tifi skupiny —
podle toho, zda je jejich skalarni soucin se sebou samym kladny, nulovy nebo zé-
porny. Vektory spliujici nagvc‘vﬁ > 0 nazyvame ¢asupodobné, spliujici na,gvavﬁ <0
prostorupodobné a 1,5v*v” = 0 nulového (nebo svételného) charakteru. Vektory se
spoleénym pocatkem muiizeme na c¢asupodobné a prostorupodobné rozdélit pomoci tzv.
svételného kuzele (viz obr. 1). Uvnitf svételného kuzele jsou vektory ¢asupodobné, vné
prostorupodobné a vektory nulového charakteru lezi v povrsce svételného kuzele.

T,y

Obr. 1. Svételny kuzel v Minkowského prostorocase.

Vedle vektori zavadime v teorii relativity i 1-formy a tenzory. 1-formy jsou linearni
zobrazeni, kterd vektorim z V pfifazuji redlna cisla. VSechny tyto 1-formy tvoii
vektorovy prostor V* dudlni k V. Prvky z V byvaji oznacovany jako kontravariantni
vektory a Casto byvaji stejné jako jejich komponenty oznacovany pismeny s hornim
feckym indexem (napt. v® € V). Prvky z V* se nazyvaji kovariantni vektory a ozna-
¢ujeme je dolnim Feckym indexem (napf. v, € V*). Obecnéjsi veli¢iny — tenzory typu
(k,1) — jsou multilinedrni zobrazeni (zobrazeni linedrni v kazdém argumentu), ktera
k 1-formém a ! vektortim p¥ifad{ redlné ¢islo (bliZe viz napf. [6, 10]). Tenzor typu (k, 1)
obvykle oznacujeme k hornimi a [ dolnimi feckymi indexy.

Piikladem tenzoru typu (0, 2) je tenzor F,, 3 popisujici elektromagnetické pole. Tento
tenzor je antisymetricky (tj. Foug = —Fpo) a ma tedy Sest nezavislych slozek, stejné
jako dvojice vektorid elektrické intenzity a magnetické indukce E, B.

Gravitacni pole je v obecné teorii relativity popsdno metrickym tenzorem g.s typu
(0,2). Tento tenzor je symetricky (gos = gsa) a mé obecné deset nezavislych slozek.
Specialnim pfipadem je Minkowského prostorocas, ve kterém neni pfitomno gravita¢ni
pole a gog = 7ag. Z metrického tenzoru lze vypocitat Riemanniv tenzor kiivosti R%, 5
popisujici kfivost prostorocasu. Tento tenzor méa urcité symetrie a v obecném piipadé
ma 20 nezavislych slozek. V plochém Minkowského prostorocase je Riemanntv tenzor
nulovy.
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2. Spinory

Jak jsme jiz uvedli, nejpouzivanéjsim formalismem v obecné teorii relativity je
tenzorovy pocet. Existuje vSak i jiny formalismus, ktery je k feSeni nékterych problému
vyhodnéjsi. Je to formalismus dvoukomponentovych spinori.

Pojem spinoru zavedl v roce 1913 E. Cartan [2]. Poprvé byly spinory pouzity ve
fyzice v souvislosti s Diracovou rovnici a pro potfeby obecné teorie relativity byly
zobecnény v roce 1933 L. Infeldem a B. L. van der Waerdenem [5]. V Sedesatych
letech dal podnét k rozvoji této techniky R. Penrose svou praci [8]. V dnes$ni dobé
Ize v mnoha ucebnicich obecné teorie relativity nalézt kapitoly vénované spinorovému
podtu [7, 13, 11] a existuji i monografie vénované této problematice [9, 4, 3, 1]. Cesky
Ctenaf nalezne nékolik stran o spinorech i v publikaci [14].

Spinory jsou komplexni dvouslozkové vektory. VSechny vektory a tenzory v prosto-
rocase lze vyjadrit pomoci spinori, neni v§ak mozné vyjadrit vSechny spinory pomoci
vektort a tenzori (viz (5), (6)). Z tohoto hlediska jsou spinory obecnéj$imi veli¢inami
nez vektory a tenzory. Na rozdil od kvantové teorie lze v obecné teorii relativity
vypocty provadét jak pomoci tenzorového poctu, tak pomoci spinorti, avSak uzitim
spinorového formalismu 1ze mnohé vypocty vyrazné zjednodusit.

Necht W je dvojrozmérny komplexni vektorovy prostor. Jeho prvky nazveme kontra-
variantni 1-spinory a budeme je znacit feckym pismenem s hornim latinskym indexem,
napt. £&* € W, A =0, 1. Dvojrozmérny komplexni vektorovy prostor dudlni k W (t;j.
prostor vSech linearnich zobrazeni z W do komplexnich &isel C) ozna¢me W*. Jeho
prvky nazvéme kovariantni 1-spinory a budeme je znacit feckym pismenem s dolnim
latinskym indexem, napi. A, € W*.

Protoze pracujeme s komplexnim vektorovym prostorem, mutzeme jesté definovat
tzv. komplexné konjugovany dualni vektorovy prostor — prostor vsSech antilinear-
nich zobrazeni z W do C, ktery budeme znacit W". Zobrazeni F z W do C je
antilinedrni, pokud spliiuje F(x +y) = F(z)+ F(y) a F(cz) = ¢F(z) pro vSechna
z,y,z € W ac € C, kde ¢ oznacuje ¢islo komplexné sdruzené k c. Prvky z prostoru w"
budeme znacit feckym pismenem s dolnim latinskym teckovanym indexem, napf.
Vi € W*

Jesté nam zbyva posledni dvojrozmérny komplexni vektorovy prostor W, ktery je
dudlni k W' a jehoz prvky budeme znacit feckym pismenem s hornim teckovanym
latinskym indexem, nap¥. p* € W.

Spinorovy pocet se nepouziva pouze v teorii relativity, ale téz v kvantové teorii. Dvé
komponenty spinoru z W odpovidaji dvéma komponentam vlnové funkce ¢éstice se
spinem % V relativistické kvantové teorii je ¢astice se spinem % popisovana Diracovym
spinorem ¢ € W x W*, ktery ma 4 komponenty.

Spinorové tenzory lze zavést stejnym zpltsobem jako tenzory — pomoci multilinear-
niho zobrazeni, coz je zobrazeni linearni v kazdém argumentu. Spinorovym tenzorem
typu (k,1, k, l) budeme rozumét multilinedrni zobrazeni

T W X oo X W XWX oo XWXW XX W xXWx--xW — C.
k ! i i
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Spinorové tenzory typu (k,, k, l) tvofi vektorovy prostor, ktery budeme znacit
W (k,1,k,1).

Pomoci tzv. zvySovani (resp. snizovéni) indext, kdy je ke kazdému spinoru £, € W*
pfifazen spinor £# € W, lze zavést jednoznac¢nou korespondenci mezi prvky z W a W*
(a téz mezi W a W*) Zvysovani a snizovani indext lze realizovat prostfednictvim

matice 47
AB AB
£ = £ = Eip = & =
AB AB (_1 0 9

které splituje vztah?)

AC A
e'%pe =04,

kde 7 je Kroneckerovo delta (tj. d5 =37 =1, §° = §} = 0). Podle konvence indexy

4B 3 sniZzujeme s¢itdnim pies prvni index:

zvySujeme s¢itanim pres druhy index v ¢
WCA — ¢AB WCBy !pCB = . !pCA7 (2)
kde C je multiindex (tj. zkracené oznadeni urcité skupiny hornich a dolnich indext).
Obdobné vztahy plati i pro teckované indexy.
Ze vztaht (2) plyne pro libovolny spinor £# jednoduchy, ale dilezity vztah

§alt =epa P8t =eap 767 = —5a 77 = €187 =0, (3)

kde jsme v prvni rovnosti pouzili vztah (2), ve druhé prohodili s¢itaci indexy A a B
a ve treti vyuzili antisymetrie 4.
Pomoci tzv. o-matic spliujicich vztahy

BX | __ £BSX o cYy _ sp
0’# Ucy_éc(sim Ocy Oy _511 (4)

Ize kazdému tenzoru prifadit spinor vztahem
AWBX... __ _AW _BX K ...
T2 o, Voot Log, TR (5)

— v

Tenzor lze prifadit pouze spinortim se stejnym poctem teckovanych a neteckovanych
indext. Z (4) a (5) mame

TH - =gl ol oY TAVEN (6)
Misto vztahtt (5) a (6) budeme zkracené znagit
T’gl/... T;;//VBX .

Obvykla volba matic 0" odpovida Pauliho maticim: /" = (1/v/2)o,,, kde

(10 /(0 1 (0 —i /1 0
99=1o 1) *7={10) 27\i o) 7 \o -1/

2) Ve spinorovém poctu téz pouzivame Einsteinovu sumacni konvenci; na rozdil od tenzo-
rového poctu (viz vztah (1)), kde séitdme pfes étyfi hodnoty kazdého feckého indexu, ktery
se ve vzorci vyskytne dvakrat, zde sc¢itdme pouze pres dvé hodnoty indexu latinského.
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Ctyfvektoru v potom odpovidéa spinorovy tenzor VAW

T TR B A A A e U
VAV =g M0t = — 1, .9 0 3 |-
k V2 \v +ivt, vl —w

Ve dvojrozmérném komplexnim vektorovém prostoru W lze zvolit dva spinory o*
a t* jako prvky baze. Spinor ¢* obvykle volime tak, aby byla splnéna podminka

ot =1. (7)
Spinor ¢* neni rovnici (7) urden jednozna¢né, protoze spinor
S =0+ 2ot (8)

kde z je libovolné komplexni éislo, také spliiuje podminku (7).
Libovolny spinor &4 € W muzeme vyjadfit jako linedrni kombinaci spinort baze

€4 = 20" + 9)

kde A a p jsou komponenty spinoru £# v bazi o*, t*. Vynasobime-li obé strany posledni
rovnice spinorem o,, resp. ¢,, dostaneme s vyuzitim (3) a (7) vztahy

nw==E%,, A= —&4,.
Vztah (9) nyni miZeme zapsat jako
€4 = eABg, = (0M0F — A0P)Ey,
odkud vidime, ze bazové spinory splnuji vztah

oMP — 10" =", (10)

3. Geometricka interpretace spinoru

Nyni si ukazeme, jakou maji spinory geometrickou interpretaci. Kazdému spinoru £
lze na zakladé (6) pfifadit ¢tyfvektor k vztahem

B = 00w €'Y, ka=07"6&, KT e €8N
Jde o ¢tytvektor nulového charakteru, protoze
Hagh® K = Ko = 0%, 02X €€V Epx =

= 626X EAEVELE = E4EVEL Ly = 0.

Kazdému spinoru £# tedy odpovidéa jednoznac¢né urceny ctyivektor k nulového cha-
rakteru. Tentyz ctyfvektor ale odpovidé i spinoru

£ = exp(ip)e” (11)
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(kde ¢ je redlné ¢islo) a spinor £* tedy neni moZno pomoci k urcit jednoznacéné. Ve
spinoru £* je tedy oproti vektoru k obsaZena dodatecnd informace, kterou se dale
pokusime ziskat.

Ze spinoru £# vytvorime redlny spinorovy tenzor se stejnym mnozstvim teckovanych
a neteckovanych indext

XABWX _ £A€B€WX + E:ABgWé-X
Dosadime-li za ¢*” — pro bazi £, n* — ze vztahu (10), dostaneme
XABWX — EAEWLBX _ LAWé-BéTX
kde
LAW — é-AﬁW +,’7A5W.
Spinoru L*W lIze standardnim zptisobem piifadit étyfvektor /

19— LW, napl®lP =11, = LY Ly = 2,
Napk®l? = kol® = E464 LAY =0,

ktery ma prostorupodobny charakter a je kolmy na k.

Protoze spinor n*, ktery tvofi spolu s £* bdzi, neni uréen jednoznacéné (viz (8)),
neuréuje ani X*2"X jednozna¢né tvar LAV, a tudiz ani étyfvektor /. Ve skutec¢nosti
muzeme v zavislosti na volbé n* dostat libovolny vektor ve tvaru

I' =1+ ak, (12)

kde a je libovolné realné cislo.

Ukéazali jsme, Ze spinor £* urcuje nulovy vektor k a tfidu prostorupodobnych
vektort I’ (12) kolmych na k. Tento vysledek je obyCejné geometricky zndzornovan
pomoci praporku: Zerd mé smér nulového vektoru k a vlajka lezi v roviné tvofené
vektory I’ (viz obr. 2).

Obr. 2. Geometricks interpretace spinoru: nulovy vektor k tvoii Zerd praporu, vektory I’ tvoii
rovinu, ve které lezi vlajka.
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Lze ukazat [9], ze transformace (11) odpovid4 otoCeni praporku o thel 2¢ (Zerd
zUstava pevnd a rovina vlajky se staci o thel 2¢). Pfi otoceni praporku o thel 2n se
spinor oto¢i o thel nt a stejny praporek tedy odpovida spinortim &4 i —£*. Bazi &4
a n* lze asociovat s uréitou bazi ve V. PTi rotaci této baze ve V kolem pevné osy
o thel 2n pfechézi libovolny spinor A* na —A*. Slozky spinoru nemutzeme tedy v dané
prostorocasové bazi pfimo mérit, protoze mohou mit dvé riizné hodnoty. Muzeme vsak
méfit veli¢iny jako £4€4, podobné jako v kvantové mechanice nelze méfit fazi vinové

funkce 1, ale mtizeme méFit 1.

4. Symetrické spinory

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi tplné symetrickych spinort a jejich aplikacemi
ve fyzice. Operaci symetrizace budeme stejné jako v klasickém tenzorovém poctu znacit
tim, Ze odpovidajici indexy uzavieme do kulatych zévorek. Plati tedy napft.

P(ABC) — % <PABC + PACB + PBAC + PBCA + PCAB + PCBA).
Pro aplné symetrické spinory plati uzitecné tvrzeni:

Ke kazdému dplné symetrickému spinoru Pap = Puap. ) #0 existuji spinory
a4, B,y -y A (urdené jednoznaéné aZ na ndsobeni konstantou) tak, Ze

Dup. L = a(ABB cee )‘L)~ (13)

Zapis spinoru @, ve tvaru Uplné symetrizovaného soucinu spinort oy, O,
..., A\, se nazyva jeho kanonickym rozkladem. Spinory o, Bg, ..., AL se nazyvaji
vlastni spinory P s ., odpovidajici vektory nazyvame vlastnimi vektory a sméry
uréené vlastnimi vektory nazjvame vlastnimi sméry. Rikdme, Ze vlastni spinor ma
nésobnost k, vyskytuje-li se k-krat v kanonickém rozkladu (13).

Ze vztahu (13) je patrné, Ze symetricky spinor s n indexy méa n + 1 stupiitt volnosti.
To souvisi s tim, ze kazdy spinor v kanonickém rozkladu muzeme charakterizovat jed-
nim komplexnim ¢&islem (napi. £°/£1) s tim, Ze pted cely kanonicky rozklad vytkneme
jednu konstantu.

Pro kazdy realny antisymetricky tenzor F),, (a tedy i pro tenzor elektromagnetického
pole) plati:

F;w — Ewx Pan +€an Pux, kde @5 =Ppa.

Sest algebraicky nezavislych realngch slozek F wv tedy odpovidé tfem nezavislym kom-
plexnim slozkdm @, 5 (Pyo, Por = P10, P11). Komponenty spinoru elektromagnetického
pole @, lze pomoci vektort E' a B vyjadrit jako

Byo = 1 (C1 —iCy),

By, = —1 O,

&, = —1(Cy +iCo),
kde C = E —iB.
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Uzitim kanonického rozkladu (13) dostaneme

Dup = a(AﬁB)-

Nyni nastévaji dvé moznosti:

e o, a (B, jsou umérné — rikame, ze @, je algebraicky specidlni nebo typu N;
e a, a (3, nejsou umérné — rikame, ze spinor @, je algebraicky obecny nebo typu I

Uzitim (3) lze dokazat nasledujici tvrzeni:
Elektromagnetické pole je typu N <= &,,P*" = 0.

Tuto podminku Ize pomoci vektorového a tenzorového poctu zapsat jako

—

1FwF"™ =|B? - |[Ef =0, 1F,F*" =-E B=0. (14)

Tuto vlastnost spliiuje napt. pole rovinné elektromagnetické viny. Obecné odpovidaji
elektromagnetickd pole typu N polim zafivym. Nulovy vektor jednoznac¢né urceny
dvojnasobnym vlastnim spinorem «, je az na nasobeni konstantou roven vlnovému
Ctyfvektoru k = (w, E), kde k je smér Sifeni elektromagnetickych vin a w jejich frek-
vence.

Elektromagnetické pole obvykle byva typu I. To je i pfipad elektricky nabitého
télesa. Zacne-li toto téleso oscilovat, stane se zdrojem elektromagnetického zareni,
avsak jeho celkové elektromagnetické pole bude stéle typu I. V dostatecné vzdalenosti
od te€lesa vsak prevladé zariva cast elektromagnetického pole, ktera je typu N.

Podobnym zpisobem jako pole elektromagnetické lze algebraicky klasifikovat i pole
gravitaéni (bez pouziti spinorového poctu je vytvorfeni této klasifikace zna¢né zdlou-
havé). V oblasti, kde nejsou pfitomny zdroje gravitaéniho pole (tj. napf. hmota
ani elektromagnetické pole), je Riemanntv tenzor popisujici gravitacni pole roven
jednodussimu Weylovu tenzoru Cgys, kterému odpovida tplné symetricky Weyliv
spinor ¥, pcp

Capvs «— Wapcp Ewxevz +VYwxvz €anEen-
Spinor ¥, zcp ma pét nezavislych komplexnich slozek. Weylav tenzor ma diky svym
symetriim jen deset nezavislych realnych slozek a lze jej tedy plné popsat spino-
rem ¥, pcp.-

Podle (13) muZeme psat

Yipop = Oé(AﬁB’YC(sD)
a gravitacni pole se tedy déli na 6 ruznych typu:
e Typ I nebo {1,1,1,1}: 7adné dva vlastni sméry se neshoduji — toto je algebraicky
obecny pripad.
e Typ IT nebo {2,1,1}: dva vlastni sméry se shoduji — tento a vSechny nasledujici
pripady nazyvame algebraicky specidlni.

e Typ D nebo {2,2}: jsou zde dvé (rtizné) dvojice vlastnich sméra.
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e Typ III nebo {3,1}: shoduji se t¥i vlastni sméry.
e Typ N nebo {4}: vSechny ¢tyii vlastni sméry jsou shodné.
e Typ O nebo {0}: ¥,pcp = 0 — odpovidd plochému prostoru.
Toto rozdéleni se nazyva Petrovova klasifikace a vhodné jej vystihuje Penrosetv

diagram:

I

|

II D

N

II1 N O

Postupujeme-li na diagramu ve sméru Sipky, dochazime k algebraicky stéle special-
néjsim pripadam.

Gravitacni pole typu N je stejné jako v elektromagnetickém pripadé zarivé, Rie-
manniv tenzor spliiuje podobné vztahy jako F,, v (14) a ¢tyinasobny vlastni vektor
Weylova spinoru, ktery popisuje smér Sifeni gravitacnich vln, je také nulového charak-
teru.

Prestoze jsou nelinearni Einsteinovy rovnice popisujici gravitacni pole nepomérné
vzdéalenosti od zdroji dominuje z&¥ivé pole typu N, zatimco ostatni slozky (typ I, II,
D a III) klesaji se vzdalenosti od zdroji mnohem rychleji.

Zavérem bych rdd podékoval A. PRAvVDOVE, M. KRiZKovi, S. ZAJACOVI
a J. CHLEBOUNOVI, ktefi svymi cennymi pfipominkami p¥ispéli ke zlepseni textu.
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Koresponden¢ni seminare

Petr Simecek, Praha

Tento text by vam rad predstavil svét stfedoskolskych korespondenénich seminaita
z pohledu ¢lovéka, ktery je po mnoho let fesil a v sou¢asné dobé se podili na organizaci
jednoho z nich.

Pokusim se o co nejobecnéjsi pohled, a¢ konkrétni priklady budu uvadét z Prazského
korespondené¢niho seminafe z matematiky (zndmého spise pod zkratkou MKS nebo téz
PRASE).

1. Trocha historie

Kofeny ceskych koresponden¢nich seminait musime hledat u nasich sousedu na
Slovensku, kde byl v roce 1979 zalozen Bratislavsky korespondenény seminar z ma-
tematiky (BKMS). Sedm let poté vznikd Fyzikdlny koresponden¢ny seminar (FKS)
a o dalsi dva roky pozdéji Korespondenény seminér z programovania (KSP). Jejich
ceské protéjsky se objevuji na Univerzité Karlové v letech 1981-1987. Dodnes méa
Slovensko, co se poétu seminait tyce, nad Ceskou republikou jednozna¢nou pievahu.

2. Jak funguje seminar

Resitelé dostavaji zadani i opravené tlohy postou. Piiklady jsou voleny tak, aby
si vSichni pfisli na své. Lze tedy narazit jak na piiklady velice jednoduché, tak i na
problémy, které se nikomu ze soutézicich nepodaii rozlousknout. K feSeni tloh je
dostatek casu (obvykle nékolik tydnt), lze pouzit odbornou literaturu, vyhledévat
obdobné ulohy a teorii, kterd s nimi souvisi. V korespondenénim seminéfi mohou tedy

PETR SIMECEK (1979) je studentem 3. roéniku MFF UK v Praze, obor matematika (teorie
pravdépodobnosti a ndhodné procesy).
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