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Klima, objekt matematického zkoumani
Cést 1. Matematicky model klimatu

Jiri Hordk, Praha

1. Uvod

Uéelem tohoto ¢lanku je tematicky navazat na informaci [1, str. 322-327] o simulaci
moznych zmén klimatu (klimatickych katastrof) ,pfeskoky“ mezi kvazistaciondrnimi
stavy konecnédimenzionalnich regularnich kvadraticky nelinearnich aproximaci rov-
nic hydrodynamiky. Mluvili jsme o nich jako o systémech hydrodynamického typu.
Redukce nekoneéného pocétu stupiiti volnosti dynamickych systémt (jejich definici
poddme pozdéji) je z praktického hlediska velice zddouci a udava jeden z prioritnich
sméri matematického modelovani pfirodnich jevt. Jiz v [1, str. 180-185] jsme uvedli,
ze procedura redukce je podporena poznatky o existenci a hladkosti koneé¢nédimen-
zionalnich inercidlnich variet. Proto ma smysl prevést otazky o atraktoru evolu¢nich
parcidlnich diferencidlnich rovnic na kone¢nédimenzionalni systémy. Vime, ze pokud
existuje inercidlni varieta a existuje atraktor, ktery nemusi byt ani globalni, pak
atraktor je podmnozinou inercidlni variety.

Kdo se sezndmil s praci [1, odst. 4.6.11.6.6], poznal, Ze jejim jadrem jsou v podstaté
numerické experimenty s jednodus$simi systémy zaloZenymi na superpozici tripletiu
s cilem vytipovat ,preskoky“ mezi jejich stavy. V tomto ohledu citovand stat méla
spiSe ,experimentalni“ charakter. Avsak jiz v jejim zévéru jsme naznacili moznou
cestu podstatné obecnéjsiho ndhledu na mozné zmény klimatu. Prioritni tlohu zde
prisuzujeme samotné teorii dynamickych systémt a jejich atraktorim. Poté na kli-
matické katastrofy nahlizime z pozice dynamiky klimatického systému, soustifedéné
v koneéném ¢ase bud na atraktoru, nebo na inercidlni varieté. A to za podminek, Ze
klimatické charakteristiky finadlnich pohybt jsou spojeny s charakteristikami atrak-
tort, inercidlnich variet i s ptisobenim vnéjsich perturbaci aktivujicich systém. Tuto
myslenku dale podrobnéji rozvedeme na nékolika tlohach, tentokrat jiz matematické
teorie klimatu, a ve druhé ¢asti prispévku v pojednani o prediktabilité zmén klimatu.

Jesté dfive, nez podame definici dynamickych systémil a vymezime centralni lohu
matematické teorie klimatu, je tfeba fici, jak se divime na mozné zmény klimatu
z hlediska existence invariantnich pfitahujicich mnozin — atraktord.

N&hlé zmény klimatu signalizuje zanik jednoho atraktoru nebo inercialni variety
situovanych do urcité oblasti fazového prostoru a jejich generace v jiné ¢asti tohoto
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prostoru. Dochazi ke ,krizi“ atraktoru ¢iinercidlni variety, zndmé z teorie dynamickych
systému. Nastane-li takovy pfipad u modelu klimatu, bod reprezentujici jeho stav
se zane pohybovat v néjaké ¢asti jiné atrahujici (absorbujici) mnoZiny a klimatické
rozdéleni se skokem zméni — nastane klimatickd katastrofa. Staré klima ztraci sta-
bilitu a na jeho misto nastupuje nové stabilni klima. Centralni tlohou matematické
teorie klimatu poté je tloha zaméfend na ziskani jisté (podstatné) invariantni miry,
soustfedéné na atraktoru klimatického systému. Pojem ,klimaticky systém“ zahrnuje
atmosféru, hydrosféru, litosféru, kryosféru a biosféru [2]. Podnebi se definuje jako
statisticky soubor stavi vnitiniho klimatického systému, ktery je v rovnovaze s pomalu
se ménicimi vnéjsimi podminkami, tj. s vnéjsim klimatickym systémem. V matema-
tické teorii klimatu je jeho modelem nekone¢nédimenzionélni nelinedrni disipativni
systém. Pak ovSem vznika otdzka: Jaké funkcionaly Ffeseni tohoto systému mohou
popisovat realné klima a v jakém vztahu budou k signdlim generovanym realnym
atmosférickym systémem? Signalem rozumime potencidlné pfedpovéditelnou slozku
podnebi souvisejici se zménami vnéjsi ¢asti iplného klimatického systému [2].

Nyni jiz k pojmu dynamického systému. Budeme jim rozumét zobrazeni
f: X xG— X, kde X je metricky prostor, G je bud R nebo Z a f spliiuje pod-
minky: 1. Pro vSechna z € X je f(x,0) ==x; 2. Pro vSechna z € X a (s,t) € G je
f(f(x,s),t) = f(x,s+1t). Misto f(z,t) budeme psat f'z. Cas t nemusi byt nutné
spojity. Omezime-li se na diskrétni ¢as t € N, f* budou mocniny jediného zobrazeni f.
Déle f nemusi byt invertibilni, nebude tedy automorfismem, ale jen endomorfismem
prostoru s mirou. Pak {f*} neni grupou, ale jen semigrupou. Teorii, o niZ mluvime
v souvislosti s automorfismy prostoru s mirou, ozna¢ujeme jako metrickou teorii dy-
namickych systémi. Vétsi pozornost byva vénovana homeomorfismim topologického
prostoru a pak mluvime o topologické teorii dynamickyjch systémii.

Pfipomerime, Ze to byla pravé Boltzmannova formulace tzv. ergodické hypotézy [3]
(predlozil ji v r. 1871), ktera dala zaklad vzniku teorie dynamickych systémi. Samotny
objekt této teorie je vdéénym predmétem matematického zkoumani a doznal béhem
¢asu mnoho zobecnéni. Pojem dynamického systému a dalsi, které s nim souvisi, jsou
vysvétleny ve [4], kde je také mnoho tdaji o dilezitém pojmu strukturalni stability.

2. Zakladni véty a tvrzeni o klimatickych modelech

I kdyz jsme se jiz letmo zminili o obsahu pojmu matematicka teorie klimatu, feknéme
si znovu, Ze ji minime teorii klimatu, v niz se zajimame o zakony chovani trajektorii
klimatického systému metodami kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic (kvalitativni
dynamiky).!)

1) Hledisko, které bylo nazvano ,kvalitativni teorii diferencidlnich rovnic*, zavedl H. Poin-
caré v r. 1881. Misto snahy po explicitnim feSeni soustavy diferencialnich rovnic hledame
globalni geometricky obraz trajektorii pole definovaného rovnicemi. V mnoha p¥ipadech to
staci, nebot ndm casto vice nez na kvantitativnich vysledcich zalezi na kvalitativnim vysledku
evoluce systému [5].
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Piedpokladame, Ze pfi tom plati nésledujici hypotézy [6]: 1. Evoluce klimatického
systému je determinovana. To znamena, Ze pro vektor parametri klimatického systému
X (t) existuje zobrazeni f: X (t) —» X(t+ 1), t 20, 7 2 0, které dovoluje urcit stav
systému v Case t+ 7, je-li zndm stav tohoto systému v Case t; 2. Zobrazeni f je
fesenim jistého ,idealniho“ hydrodynamického modelu pfirody a pozorovatelné ve
formé ¢asovych fad (signalt) jsou realizaci feSeni tohoto idedlniho modelu v diskrétnim
Case.

Podle této druhé hypotézy 1ze evoluci klimatického systému s dostatecnou presnosti
pro praxi popsat systémem rovnic termohydrodynamiky. O takové moznosti je ze-
vrubné pojednano v [1] a [7] v souvislosti se stochasti¢nosti v matematickych modelech
vSeobecné cirkulace atmosféry.

Na zakladé obou zde uvedenych hypotéz musi mit model klimatického systému
globalni feSeni, tj. musi platit teorém o existenci a jednoznac¢nosti feSeni rovnic modelu
klimatu pro libovolné velka t. Zdiraznujeme, ze tyto hypotézy povazujeme za zaklad
vystavby matematické teorie klimatu.

Vime, zZe findlni pohyb klimatického modelu se rozviji na jeho atraktoru, kterym
je invariantni kompaktni mnozina. Reseni (pohyb) na atraktoru lze popsat jistou
funkei f(p,t), kde p je prvkem atraktoru. Toto FeSeni je definovédno pro vSechna
t € R =(—00,00). S ohledem na invarianci samotny atraktor miZeme povazovat za
fazovy prostor dynamického systému generovaného f(p,t). Z tohoto faktu je mozno
ziskat pro nas dulezitd tvrzeni. Pfedevsim vSechny body atraktoru A lze rozdélit
na bloudici a nebloudici. Bloudici bod p atraktoru A ma takové okoli U, Ze plati
U(p) N f(U(p),t)=0, kde @ je prazdné mnozina. Nebloudici bod p € A m4 tu vlast-
nost, ze je-li U okoli p, pak existuje t > to tak, ze U(p) N f(U(p),t) # 0. Sjednoceni
vSech nebloudicich bodu feSeni f se nazyva nebloudici mnozinou feseni f a na této
mnoziné je soustfedéna rekurentnost systému.

Prioritni otdzkou je: Jak se chovaji bloudici body na atraktoru? Odpovéd zni: Pro
libovolné € > 0 kazdy pohyb f(p,t) bloudiciho bodu p € A trv4 jen v jistém koneéném
Case T =T(e) vné e-okoli mnoziny nebloudicich bodta. V tomto smyslu lze Fici, ze
pohyb na atraktoru vzdy sméfuje k mnoziné nebloudicich bodd. O samotné mnoziné
nebloudicich bod muZeme podat jen kusé informace. Zcela jisté vsak plati, ze pokud je
tato mnozina tvofena stacionarnimi body, pak se vSechny trajektorie nachézeji v okoli
téchto bod.

V terminech teorie pravdépodobnosti mtzeme predchazejici véty formulovat na-
sledovné. Budiz ¢g(x) charakteristickou funkci mnoziny E C A a necht k pohybu
f(p,t) dochazi v ¢ase {0, T). Poté ¢as pobytu (¢as Zivota) pohybu f(p,t) v mnozing F
vyjadfuje integral

(p, T, E) =/0 or(f(p,t) dt

a plati 0 < 7/t < 1. Pokud existuje

1 T
lim — d
/0 eu(F(p.1)) dt,

T—oo T
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nazyvame ji pravdépodobnosti vyskytu bodu p v mnoziné E a piSeme P( f(p,t) € E)
MnozZinu V nazveme centrem pfitazlivosti pohybu f(p,t), jestlize pro libovolné € > 0
plati

P(f(p.t) € U(V)) =1,

kde U.(V) je e-okoli mnoziny centralnich pohybt. Je tedy mnozina centralnich pohybi
centrem pritazlivosti vSech trajektorii na atraktoru. Az dosud jsme predpokladali, Ze
vyse uvedena limita existuje. K tomu si feknéme, Ze jeji existenci lze zarudit pro témér
vSechny body p atraktoru, pokud na ném existuje invariantni mira.

3. Invariantni pravdépodobnostni miry

Mira 41 se nazjva invariantni, jestlize pro libovolné E C A mame pu(E) = u(f(E,t))
pro vSechna ¢ € R. Pravdépodobnostni miru na atraktoru lze vzdy ziskat. Podstatné

Maéame moznost sestrojit na ném invariantni miru, vyjdeme-li z kompaktnosti atrak-
toru a uzijeme-li metodu navrzenou Bogoljubovem a Krylovem. Jesté dfive, nez se zde
budeme zabyvat touto metodou, pfipomenime si Kolmogorovovu metodu [8]. Ta je za-
lozena na pozorovani, Ze kazdy realisticky model néjakého fyzického nebo pocitacového
experimentu by mél v sobé obsahovat nedeterministickou slozku odpovidajici nahod-
nému Sumu v systému. Vychozim vztahem je pro nas rovnice & = F' (x(t)) + cw(t), kde
w je néjaky Sum a £ > 0 parametr. Pro vhodny Sum ma stochasticky proces definovany
touto rovnici jedinou stacionarni miru m.. Pak pro systém = = F' (sc(t)) je vhodna mira
limm. = m pro € — 0. Mizeme vSak postupovat i takto (odvolavdme se na [8]): ze
vSech invariantnich mér vybereme pouze takové m, pro néz existuje né€jaka podmno-
zina fazového prostoru M s kladnou Lebesgueovou mirou tak, ze pro libovolné x € M
je m dano pfredchozim vztahem. Mnozina takovych mér je pro radu ,,rozumnjych*
systémi jednoprvkova. Takové miry nazyvame Sinaiovymi-Ruelleovymi-Bowenovymi
mirami. Pro nékteré ,rozumné“ systémy, napf. systémy splitujici tzv. axiom A [7], lze
ukézat, zZe ob€é tyto miry jsou stejné.

Ttebaze Kolmogorovova mira je opravdu velmi ,rozumnd“ a pfirozend (citujeme
podle [8]), bohuZel nevime, zda existuje i tfeba jen pro ,rozumné“ fyzické systémy.
Proto davame prednost jiné metodé, ktera vychazi z Bogoljubovovy a Krylovovy teorie
invariantni miry. Podle jejich véty je postacujici podminkou k existenci alespon jedné

2) V reélnych fyzikalnich problémech, s vyjimkou dilezitého, ale specidlniho pfipadu ha-
miltonovskych systémii, mame obvykle zadan jen fizovy prostor a transformace {f*}. Ukolem
pak je urcit, jaké vSechny invariantni miry takovy prostor pfipousti, a vybrat z nich vhodné.
Invariantnich mér bude vétsinou vice, tak napt. pro hamiltonovské systémy to jsou vsechny
miry Pg s ,hustotou” §(H(xz) — E) a vSechny jejich kone¢né ¢i nekoneéné linedrni kombinace.

N-1
Pii jejich hledani nelze vyuzit ergodickou vétu, podle niz (1/N) 3. f'x konverguje pro skoro
k=0

vechna z k invariantni funkci f(z) a pro ta z, pro néz to plati, je f(z) linedrni nezaporny
funkcional. Ergodickou vétu nelze pouzit, protoze jeji diikaz sdm netrividlnim zpisobem
vyuziva existence invariantni miry [7].
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kone¢né invariantni miry kompaktnost metrického prostoru. O tom, ze pozadavek
kompaktnosti je nezbytny, se mizeme presvédcit na prikladu dynamického systému,
za kterjy vezmeme posuv doprava na redlné ose R = (—o0,00): flx =z +t. V ob-
vyklé topologii R neni kompaktni a kone¢na invariantni mira pro {f’x} neexistuje.
Pfidame-li k R bod oo a k topologii jeho okoli (jednobodova kompaktifikace), bude
jedingm spojitym rozsifenim ffoo = oo a existuje kone¢né invariantni mira &, (9, je
mira soustfedénd v bodé x: [ fdd, = f(x)). Jak vime, prioritni Glohou matematické
teorie klimatu je konstrukece (ziskani algoritmu) vhodné invariantni miry soustfedéné
na atraktoru klimatického systému a otazka o jeji existenci a jednoznacnosti. Proto
invariantnim miram vénujeme v nasem pojednani zvySenou pozornost.

4. Bogoljubovova a Krylovova metoda ziskani invariantni pravdépodob-
nostni miry na atraktoru

Jejich procedura se opirad o Rieszovu-Radonovu vétu, kterou zde vyslovime ve tvaru:
Kazdy linedrni spojity a nezdporny funkciondl L(y) definovany na mnoZiné spojitych
funkei {p(p)} zadangch na atraktoru A generuje n&jakou miru a funkcionél sdm lze
pomoci této miry vyjadrit integralem

L(p) = /Aw(p)u(dp)

Mira p je pravdépodobnostni mirou, jestlize L(1) = 1. Vyjdeme-li z tohoto faktu,
mame moznost prokazat, ze na atraktoru existuje alespon jedna pravdépodobnostni
mira invariantni vi¢i dynamickému systému plisobicimu na atraktoru [6]. Na zde
citovanou praci se budeme odvolavat Castéji.

Naznac¢me postup, kterym lze dospét k takové mire. Vezméme libovolnou prav-
dépodobnostni miru m na atraktoru. Mize to byt napf. mira m,, p€ A a £ C A,
pro kterou plati m,(E) = 1, jestlize p € E, a my(E) = 0, jestlize p ¢ E. Tato mira je
invariantni a ergodické a jeji vyznam spociva v tom, Ze libovolna pravdépodobnostni
mira je limitou (ve slabém smyslu) linedrnich kombinaci mér m,,:

n n
g QM g oa; =1, o; >0.
Jj=0 Jj=1

Nyni polozme
1 /7
Lelo) =7 [ at [ (7 0)micp)
T Jo A
Podle Rieszovy a Radonovy véty tento funkcional generuje miru my a plati

Lr(p) = /A o(g)mr(dg).
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Protoze atraktor A je kompaktni mnoZinou, madme mo7nost ze souboru mér {mr}
vybrat slabé konvergujici posloupnost {mr, }, T, — oo, tj. existuje mira p takova, ze

lim [ o(q)mr, (dg) = /A o(q)u(dg),

T—o0 A

kde ¢(q) je libovolna spojitd funkce na atraktoru A. Mira u je jiz invariantni pravdé-
podobnostni mirou na atraktoru a definujeme ji rovnosti

im_ 7= [ de [ olr0)mian) = [ elano) (4.1)

Ty —00 A

Jestlize za vychozi miru m vezmeme miru m, (nazyvdme ji individudlni mirou)
a limitni miru oznaéime p,, (4.1) nabyva tvaru

O _
lim —/0 e(f(p1)) dt—/Aw(Q)up(dQ)-

Ty —o00 Tn

Pov§imnéme si, 7e limita na levé strané zapisu (4.1) je stfedni hodnotou pies f(p,t)
a pravé strana pfedstavuje zpriameérovanou hodnotu ¢(p) na atraktoru. Stfedni hod-
nota brana pfes trajektorie existuje pro téméi viechny body atraktoru A3).

Dosud jsme se zamérili na algoritmus ziskani pravdépodobnostnich invariantnich
mér na atraktoru. Ukézali jsme, Ze takovych mér mize byt mnoho, a neni zfejmé,
kterou z nich mame vybrat. Pfizniva situace nastava, kdyz zname pravdépodobnostni
rozdéleni pocatecnich dat o systému. Tehdy na atraktoru existuje invariantni prav-
dépodobnostni mira, které dame prednost pfed druhymi mirami. Touto tlohou se
budeme zabyvat pozdéji. Nez tak ucinime, vyslovime zakladni tvrzeni o pohybu na
atraktoru za predpokladu, Ze na ném je soustfedéna invariantni mira.

Prvni se tykd Poincarého rekurentniho teorému a druhé Birkhoffova ergodického
teorému. Necht na atraktoru A je zaddna pravdépodobnostni invariantni mira p. Poin-
carého teorém pak k4, Ze pro libovolnou mnozinu E kladné miry (u(E) > 0) existuje
takové t, ze u(E N f(E,t)) > 0 a téméF vSechny body (ve smyslu miry p) atraktoru
jsou stabilni ve smyslu Poissona. Body, které jsou stabilni ve smyslu Poissona, jsou
nebloudicimi body. K tomu lze Fici, Ze pfi existenci dynamického systému na atraktoru
a jeho invariantni miry jsou témétr vSechny body atraktoru nebloudicimi body.

3) Je-li zaddna jista invariantni mira p, kterd neni ergodickd (viz dale), mizeme s jeji
pomoci predlozit libovolné mnoho druhych invariantnich pravdépodobnostnich mér genero-
vanych dynamickym systémem f(p,t). Kdyz E C A a E je invariantni, mnozinu invariantnich
mér pa, 0 < a <1, u(E) > 0, udava predpis [6]

w(E N B)
WE)

(X - E)N B)

polB) = a WX~ B)

+(1-a)
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Pfejdéme k Birkhoffovym teorémtm. Jsou dva a prvni mizeme formulovat takto:
Budiz p invariantni pravdépodobnostni mira na atraktoru A (u(A4) = 1). Tehdy pro li-
bovolnou integrovatelnou funkci ¢ existuje ¢asova stfedni hodnota dynamické funkce ¢
pro témér vsechna p € A

lim l/ o(f(p,t)) dt = @(p). (4.2)
0

T—oo T

Pfitom @¢(p) = gb(f(p, t)), t € R, a dale

/ o(p)u(dp) = / ¢(p)u(dp). (4.3)
A A

Jestlize ¢ bude charakteristickou funkci ¢ mnoziny F C A, dostavame

tim 7 [ e (r00)dt = 2r0) (4.4)

T—oo T

Integral na levé strané rovnosti (4.4) dava ¢as pobytu FeSeni f(p,t) v mnoziné F a tento
Cas je roven @(p). Abychom mohli nalézt @(p), je tfeba vyslovit pfedpoklad o ergo-
di¢nosti dynamického systému na atraktoru. Dynamicky systém nazveme ergodickym
s ohledem na miru u, jestlize atraktor nelze rozlozit na dvé invariantni neprotinajici
se mnoziny kladné miry.

Druhy Birkhoffuv teorém fika, ze pro ergodicky systém a invariantni miru p je
Casové stfedni hodnota (4.2) konstantni pro téméf vSechny body p € A, tj. limitni
funkce ¢ = ¢ = konst. Poté z (4.3) vyplyva, ze plati

cz/Aw(p)u(dp) (4.5)

Pfihlédneme-li nyni k zapisim (4.2)—(4.5), dojdeme ke znamé formulaci druhého
Birkhoffova teorému o tom, ze pro ergodické systémy plati ekvivalence obou zptisobti
stfedovani. KdyZ ¢ = pg pro mnozinu E C A, mizeme psat ¢ = pu(F) a (4.4) mé tvar

T
tim 7 [ ep(f0.0) dt = (). (4.6)
0

T—oo T
Z (4.6) dostavame, Ze stfedni doba pobytu v mnoZiné E je pro téméf kazdé feseni
ergodického systému imérna mire této mnoziny. Jinak feceno, je-li systém ergodicky
na atraktoru, pak trajektorie témér kazdého jeho bodu se budou vyskytovat v kazdé
mnoziné kladné miry a zistanou tam po dobu timérnou této mire.

5. Pravdépodobnostni mira zadana v prostoru pocatec¢nich dat klimatic-
kého modelu

A7 dosud jsme uvazovali libovolnou pravdépodobnostni miru na atraktoru a z ni zis-
kali invariantni pravdépodobnostni miru pomoci Bogoljubovovy a Krylovovy metody.
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Nyni se budeme vénovat pripadu, kde je pravdépodobnostni mira zadana v prostoru
pocatecnich dat klimatického modelu. Ukazeme, ze pfi procesu evoluce nas tato mira
privede k invariantni pravdépodobnostni mife soustfedéné na atraktoru klimatic-
kého systému. Nazveme ji ,podstatnou”, nebot proti invariantnim mirdm ziskanym
v predeslém oddilu je tato mira spojena s fyzikou a dynamikou konkrétniho modelu.
Pfislusnou proceduru zalozime na rovnici vorticity (vifivosti) barotropni atmosféry na
rotujici kulové plose [6]:
Ow

— 4+ J A v, wH) = —ow+vAw + f,

ot (5.1)

w’t:ﬂ = Wo-

Zde je w = A, Y = (A, p,t) vlnova funkce v geografickych souradnicich A (délka)
a @ (8ifka), J jacobidn v tychz soutfadnicich, | = 262 sin ¢ (§2 je tthlova rychlost rotace
Zemé), ow popisuje rayleighovské tfeni v planetarni pfizemni vrstvé, vAw turbulentni
vazkost a f = f(\, ¢) zdroj vnéjsi vorticity nezavisejici na ¢ase t. Ulohu (5.1) budeme
uvazovat v prostoru

H(S) = {w tw € Ly(S5), /

Swds:O}

skalarnich funkci na kulové plose S integrovanych na S s druhou mocninou a s nulovou
stfedni hodnotou. Normu a skaldrni sou¢in v tomto prostoru oznacme ||.|| a (., .).
Jestlize funkce f € H(S), lze psét

kde Y., jsou sférické funkce. Budiz A = —A Laplaceho-Beltramiho operator na kulové
ploge. Definujme prostor H§'(S) = D(A%/?), a € R, tak, ze

ull g = llufla = [(—A)*2ul.
Kdyi f € H0—1 a wg € H, existuje jediné feSeni tlohy (5.1) takové, Ze
we C(<Oa OO), H) N L2(07 T, H(})

pro libovolné T' > 0. Toto FeSeni lze psat ve tvaru w(t) = S(t)wo, kde S(t): wo — wo(t)
je semigrupa spojitych operatort ptisobicich v H.

Necht je v prostoru pocatecnich dat wy € H zadana pravdépodobnostni mira, tj.
o g (H)-algebra borelovskych mnozin, na niz je dana o-aditivni nezaporné funkce po(E)
pro vSechna F € op(H) takovd, ze uo(H) = 1. Uvazime-li tuto pravdépodobnostni
miru po(E), miZeme zavést pojem statistického Feseni rovnice (5.1) jako souboru mér
u(t, E), E € op, vyhovujicich podmince

w(t, B) = uo(S; 'E)  pro viechna F € op,

L B (5.2)
; ={weH:SweE}, S=S5@).
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Protoze operator S; je spojity, S{lE € op, a tedy ,u(t, E)) je pravdépodobnostni mira
na op.

Statistické Teseni (¢, F) nazveme stacionarnim, jestlize soubor mér u(t, E') nezévisi
na t, tj. u(t, E) = pu(E) pro v8echna ¢ = 0. MuZeme dokézat, ze mira u(E), E € op,
je invariantni vii¢i semigrupé S(¢) préavé tehdy, kdyz p(F) je staciondrni statistické
feSeni rovnice (5.1). Ze vztahu (5.2) dostavame, Ze

/ﬂ&wmmwz/fwmmm» (5.3)

pro libovolny spojity funkcional F' : H — R, pro ktery existuje jeden z integrali v (5.3).
Vyjdeme-li ze statistického FeSeni u(t, E) a uvazime-li proceduru vysSetfovani, do-
jdeme k pravdépodobnostni mite

T
0
a to pro vSechna E € o(H). Tvrdime, Ze existuje slabd limita (dtkaz je proveden v [6])
Jim pr(B) = (E)

a touto limitou [i(E) je pravdépodobnostni mira na H(S), invariantni vici semi-
grupé S;. Mira i(E) je soustfedéna na atraktoru A C H semigrupy S;: i(A) = 1. Pro
dtkaz invariance miry [i(E) sta¢i ukizat, ze

[ Pt = [ Fswita)

pro libovolny spojity na H ohraniceny funkcional F', a to pro vsechna ¢t > 0. Dikaz
tvrzeni, ze i(A) = 1, provedeme sporem.

Shriime vysledky, k nimz jsme zde dospéli. Libovolna poc¢atecni pravdépodobnostni
mira po(E), E € op, generuje invariantni miru /i(E) na atraktoru, a to ,jako by
zaroven byla zapomenuta® jeji pocatecni hodnota. Pokud je S; ergodické semigrupa,
pak i(E) je jediné. (Otézka o ergodi¢nosti S; je oteviend.)

K tomu je tfeba dodat, Zze vSe, co bylo feCeno o invariantni mife i na atraktoru,
Ize prevést na pohyby, k nimz dochézi na atraktoru s invariantni mirou, tentokrat jiz
klimatického modelu.

6. Invariantni pravdépodobnostni mira soustiedéna na atraktoru

Budou néas zde zajimat kvazistacionarni rezimy atmosférické cirkulace v relaci se
stacionarnimi body dynamického systému [6].
Nadéle budeme predpokladat, Ze nizkofrekvenc¢ni rezim atmosférické cirkulace je
popsén rovnici vorticity ve tvaru
Ow

E—}—J(w,w—&—l):—aw—&—qu—i—f. (6.1)
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Stacionarni feseni{ systému (6.1) vyhovuje rovnici
JW,@+1) = 0w+ vAw + f (6.2)

(pfedpokladame, Ze f nezdvisi na Gase).
Budiz {%;,®;} mnozina staciondrnich feSeni, i = 1,2,...,n, a §2; dostate¢né malé
okoli staciondrniho feseni @;. Jestlize w(t) € (2;, pak

(w, @) (|l flasl) ™" ~ 1. (6.3)

Jestlize trajektorie systému (6.1) budou podstatnou dobu lezet v mnoziné, kterou
dostaneme sjednocenim (?2;, bude

. 1
AT Z ni=1
kde

T—oo T

1T
7, = lim —/0 gl(w(t)) dt, (6.4)

gi(w) =1 pro w(t) € 2; a g;(w) = 0 pro w(t) ¢ §2;.

Budeme Fikat, ze Teseni (6.1) je i-tym kvazistaciondrnim cirkula¢nim rezimem, po-
kud w(t) ¢ £2;. Jestlize nas vychozi systém ma vlastnosti ergodicity, lim 7; /T, T — oo,
bude mirou okoli 2;. Obecné vzato predpoklad o existenci stacionarnich feseni neni
podstatny, sta¢i, kdyz bude splnéna podminka (6.3), kde za @; a w miZeme povazovat
feSeni systému v ruznych ¢asovych okamzicich a w € §2;, © € §2;.

Hledejme nyni algoritmus vypoctu w; z fady pozorovatelnych a vyse uvedenych mo-
delovych predstav. P¥i platnosti vztahu (6.3) pro diagnézu klimatickych charakteristik
mizeme trajektorii systému (5.1) s vyhovujici pfesnosti aproximovat zapisem

w(t) = Z o ()@, (6.5)

kde o; = 1 pro w(t) € £2; a a; = 0 pro w(t) ¢ 2;. Po ¢asovém vystiedovani dostaneme

n
B=) i,
=1

kde &; =lim7;/T, T — oo, a pro 7; plati (6.4). Je znadmo, Ze stfedni doba Zivota
trajektorie dynamického systému generovaného rovnici barotropni atmosféry na kulové
plose v okoli stacionarnich bodt je urcena charakteristikami jeho stability. Za takové
charakteristiky bychom mohli povazovat lokalni Ljapunovovy exponenty. AvSak pro-
toze samotna doba zZivota je hledanou veli¢inou, 1épe nam vyhovuji ,,modifikované“ lo-
kélni Ljapunovovy exponenty, které v piipadé barotropnich proudovych poli vyznamné
koreluji s enstrofii toku. Minime ji integral ¢tverce vifivosti. Procedura ziskani takto
pojimanych Ljapunovovych exponentl je podrobné popsana napf. v [8]. Struéné se
o ni zminime v oddilu 7. Opira se o tzv. multiplikativni ergodickou teorii.
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VyuZijme existence takové korelace a zvolme enstrofii stacionarniho bodu za pa-
rametr urcujici stfedni dobu Zivota trajektorie v okoli tohoto bodu. Pfi rovnosti
téchto dvou charakteristik pro n =2 mizeme polozit @ = (w1 + &) a volbou
¢ = 1(&1 — @) dostdvame @1 = @ + ¢', w2 = @ — ¢/, kde ¢’ vyhovuje linedrni rovnici

L(y,@)¢" =0, (6.6)

kde L je operator tlohy (6.1), linearizovany vzhledem ke vztahu (@,1), kde Ay = @.

Ze zépisu (6.6) vyplyva, ze pfi redlnych L a ¢’ bude ¢’ vlastni funkei odpovidajici
nulovému vlastnimu ¢&islu operatoru L* L (L* je adjugovany operétor k L). Mizeme jit
jesté dale a prokazat souvislost vlastnich funkci tohoto operatoru s vlastnimi funkcemi
autokorela¢nich matic (citujeme podle [6]).

Protoze nasim konec¢nym cilem je ovéfit adekvatnost modelu klimatu, tj. identifikaci
metrickych a topologickych invariantt za predpokladu, ze mame k dispozici méfeni
jistych signalii ve formé ¢asovych fad, pisme w(t;) € RY pro viechna t;,i = 0, [, kde [ je
dostateéné velké ¢islo. Nagim dalsim pozadavkem je i nadéle volba n = 2 (n vystupuje
jako mez séitani v (6.5)). Pak médme @ = ay&1 + (1 — &)@z, a spocitdme-li @ z (6.5),
dostaneme:

w(ti) —w = a1(t)(&)1 — (IJ) + Ozg(t)((f)g — w).

KdyZ nyni polozime p(t;) = w(t;) — @, ¥;(t;) = ©; — @, dojdeme ke vztahu pro vypocet
autokorela¢ni matice

(ppTy=C= <Z Otﬂ/h‘zaj%r> = Z@iwiw? = Z@iMi- (6.7)

Vztah (6.7) je disledkem platnosti vyrazu {o;, ;) = d;;&;.Pfihlédneme-li k zépisu
@ = Q101 + aows (odpovidd volbé n = 2), mame @11 + (1 — @1)1p2 = 0, tj. vektory
11 a P9 jsou linedrné zavislé a matice C' ma hodnost jedna.

Dfive nez v nasem usili o nastin matematické teorie klimatu pokroc¢ime dale, je
tfeba, abychom si stale uvédomovali, ze idea, kterou se snazime realizovat, spociva
v pouzivani vSeobecné prijatych statistickych charakteristik — invariantd pocitanych
z experimentalnich dat — pro vytipovani cirkula¢nich rezimt. A to za pfedpokladi,
ze takové rezimy existuji.

V tomto duchu pfedpis ¥e = —&@191/(1 — @1) ukazuje na to, Ze v bdzi tvorené
vlastnimi vektory matice C' miize byt vztah (6.7) pfepsan do maticového tvaru

A 0) @ el p1pe
0, 0) 1-a \y1p2, 35 )’

kde 1, @2 jsou Fourierovy koeficienty v rozvoji ¥; podle vlastnich vektort matice C'.

Odtud dostévdme, Ze A\ = p3a1/(1 — ay). Jestlize je n vlastni vektor odpovidajic
¢islu A, pak mtzeme psat

(A1 = ay)/a1) ',
(Aar/(1—a))*n.

L= (6.8)

Wo = W
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Nadale predpokldadame, Ze veli¢iny @, A a n jsou znamé. Abychom mohli jednoznac¢né
vyfesit (6.8), je tfeba zavést jisté dopliiujici vztahy. Nabizl se ndm zde jiz dfive vzpo-
menutéd vazba mezi enstrofii stacionarnich feseni, ,modifikovanymi“ Ljapunovovymi
exponenty a stfedni dobou zZivota trajektorie v okoli stacionarnich bod:

— 112
19101% _ 611 - @), (6.9)

@22

kde || . || rozumime normu v prostoru L. Pravé diky (6.9) je vztah (6.8) uzavien (dvé
rovnice pro dvé proménné)?).

Na zékladech jiz postavenych mtizeme vystavét analyzu regionalnich rezimi cirku-
lace atmosféry. Pro tento ticel byl vybran rezim zimni cirkulace nad regionem Severniho
Atlantiku a Evropy, vychazejici z méfeni jistych signéla generovanych atmosférickym
systémem. V nasem piipadé Sestimésicni fady vysky hladiny 500hPa generované
modelem vSeobecné cirkulace atmosféry, ktery byl navrzen v Institutu aplikované
matematiky RAN [6]. Z fady ¢asovych Gdaji této veli¢iny byly odfiltrovany frekvence
odpovidajici synoptickym oscilacim (7' < 6 dnil). Pfipojeny obrazek, na némz jsou
zakresleny hladiny 500 hPa odpovidajici @1 (a1 = 0,1) a @2 (a2 = 0,9), dokumentuje
situaci, kdy vytipované cirkula¢ni rezimy generované matematickym modelem vseo-
becné cirkulace atmosféry uspokojivé simuluji dobfe znamé rezimy zonalniho prenosu
a blokovani. Rozumime jim pferuseni zonalniho proudéni (proudéni vzduchu ptiblizné
ve sméru podél rovnobéZzek, obvykle ve sméru zipad—vychod) vysokou a teplou
anticyklénou, vytvarejici se v malych zemépisnych Sitkach, a s tim spojeny odklon
trajektorie cyklén a anticyklén postupujicich v zapadovychodnim sméru (podle [2]).

Pripojme kratky komentai k podmince existence dvou cirkula¢nich rezimi, které
jsou spojeny s pritomnosti izolovanych rezonancénich mod v casové vystfedované
rovnici vorticity (6.1), pfevzaty z [6]. PoloZzme

1 [T
(I):?/ wdt, w=Ilmw pro T — a W= -
t
Pokud T je dostatecné velké, takze ve vystiedované rovnici lze zanedbat ¢len 0w /0t,
pro ' dostaneme operatorovou rovnici L(t), & + l)w’ = f. P¥i nahodné vnéjsi sile f za
jistych dostateéné obecnych podminek se vlastni vektory autokorela¢ni matice {w’w'?")
(pfedpokladé se, Ze analyzu provadime v kone¢nédimenziondlnim prostoru) shoduji
s vlastnimi funkcemi operatoru L*L. Pii existenci redlného izolovaného rezonanc-
nitho modu operatoru L autokorela¢ni matice bude mit jediny vektor s nenulovym
vlastnim ¢islem, ktery se shoduje s timto modem, a budou splnény nutné podminky
platné pro vySe provedenou analyzu. Samotné existence rezonanéniho modu jesté
nezarucuje existenci dvou cirkula¢nich rezimt. Pro matematicky model vSeobecné
cirkulace atmostéry s rezonanénim modem (nebo modem blizkjm k rezonanénimu)

4) V pfipadé tplné symetrie staciondrnich bodi (@1 = %) plati (@,n) =0, tj. vlastni
vektor autokorela¢ni matice odpovidajici nenulovému vlastnimu ¢islu je ortogonalni k vektoru
stfedniho stavu. Tuto podminku lze pouzit pfi pfedbézné analyze predpokladané symetrie

stacionarnich bodi. Plati 0 < a; < 1.
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veskeré zpriimérované anomalni odezvy cirkulace na anomalni perturbace budou lezet
v podprostoru ,navleCeném“ na tento mod. Existence takovych mod je potvrzena
vysledky studie [9].

7. Dodatek. Lokalni Ljapunovovy exponenty barotropni atmosférické cir-
kulace

V oddilu vénovaném kvazistaciondrnim rezimtm atmosférické cirkulace a stacio-
narnim bodim (invariantni mira byla soustfedéna na atraktoru v malych okolich
stacionarnich bodw) jsme se zminili o tom, Ze stfedni doba Zivota trajektorie systému
generovaného rovnici barotropni atmosféry na kulové plose v okoli stacionarnich bodu
je urcena charakteristikami jejich stability. Rekli jsme, Ze takovymi charakteristikami
mohou byt lokalni Ljapunovovy exponenty. V této souvislosti jsme naznagcili, ze nej-
lépe nam budou vyhovovat jejich jisté ,modifikace“. Minili jsme jimi tzv. ,akutni®
nebo — jinak feceno — ,okamzité“ Ljapunovovy exponenty, které vyznamné koreluji
s enstrofil toku. Tou je, jak jiz vime, integral ¢tverce vifivosti (vorticity), tedy veli¢ina
I=] D(Vw)2 dz dy, kde integrujeme pres proudovou oblast D. Nasim tkolem je tyto
exponenty definovat.

Vyjdéme z tlohy tykajici se autonomniho dynamického systému, jejiz feSeni pred-
lozime ve tvaru

w(t + At) = F(w(t)). (7.1)

Jestlize v ¢ase t dojde k perturbaci feSeni systému (7.1), pak piSeme &(t) = w(t) + ' (¢)
a rovnice pro w’ na intervalu (¢,t + At) bude mit tvar

W' (t+ At) = B(t)w'(t), (7.2)

kde B(t) = 8B/8w’w:w(t) je linedrni operator. Volme nyni At = 1 a polozme

M, =[] B(t),

k=—n
M = lim %/M:M,.

Pro Ljapunovovy exponenty systému (7.2) pak plati vztah
Ao = In X, (M),

v némz A(M) znadi vlastni hodnotu matice M. Je zndmo, Ze soucet kladnych Lja-
punovovych exponentt Y. Al se shoduje s Kolmogorovovou K-entropii, tj. veli¢ina
1/>°, AL udévé stiedni charakteristickou dobu prediktability trajektorie systému
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Na hornim obrazku je vynesena vyska hladiny 500 hPa, odpovidajici hodnoté & (a1 = 0,1).
Dolni obrazek odpovida vysce hladiny 500 hPa pro @ (&2 = 0,9). Na vodorovnou osu je
vynaSena zemépisnd Sifka [6]. Vyznacené rezimy vSeobecné cirkulace atmosféry jsou blizké
znamym rezimuim typu zonalniho pfenosu a rezimu blokovani.
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(7.2). Trebaze tyto stiedni charakteristiky chovani trajektorie systému ve fazovém
prostoru jsou bezpochyby velmi dtlezitymi ukazateli chovani dynamického systému,
neméné dulezité jsou veli¢iny popisujici stabilitu konkrétni trajektorie v koneéném
case T = nAt. Dobry zaklad pro dalsi pocin predstavuje vztah definujici lokalni
Ljapunovovy exponenty

1
Aa(T,w) = 5= Ao (M M)

aT(w) = (>, A;;(T,w))_l je poté stfedni dobou vzdalovani se od sebe (v ¢ase T')
pivodné (v Case t) navzajem k sobé blizkych trajektorii. Za veli¢inu Y AL (T, w)
povazujeme tzv. index nestability nestaciondrniho feSeni w(t) na intervalu T'. Jestlize
T = At, tj. n = 1, lokdlni Ljapunovovy exponenty nazveme jakutnimi“ [8].
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