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Matematika hudebnich nastroji

Rachel W. Hall a Kresimir Josié¢

1. Uvod

Historie hudebnich nastroju je stard desetitisice let. Zlomky fléten a pistal z kosti
nachézime uz u neandrtalcti. Nedavno v Ciné nalezena 9000 let stara flétna je asi na
svété nejstarsim hudebnim nastrojem, na ktery lze dosud hrat (obrézky i nahravky
zvuku této flétny najdete na http://www.bnl.gov/bnlweb/flutes.html). Tyto rané
nalezy ukazuji, ze se lidé jiz davno snazili vytvaret zvuky urcitych vysek — tedy
zvuky, u nichz pfevazuje jisty kmitocet (frekvence). Otvory v téle flétny prozrazuji, ze
pravéky muzikant jiz musel mit jistou koncepci hudebni stupnice.

Matematické studium hudebnich néastroji nachézime uz u pythagorejci, ktefi obje-
vili, Ze jisté prijemné znéjici kombinace téntt maji vysky v poméru malych celych cisel,
jako 2 :1 a 3: 2. Otazkami ladéni a akustiky se zabyvaji od té doby nejskvélejsi ptiro-
dovédci. Uvedme jako t¥i vynikajici piiklady studii Harmonie universelle (Vieobecnd
harmonie) z r. 1636 [19], v niz se Marin Mersenne zabyva ladénim a akustikou, préaci
On the Sensation of Tone (O vnimdnt tonu, H. v. Helmholz) z r. 1870 [15] a plodnou
The Theory of Sound (Teorie zvuku, Lord Rayleigh), z r. 1877 [21].
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Obr. 1. Muzikolog Ola Kai Ledang hraje na flétnicku.

O tomto predmétu bylo jiz napsano mnoho. Zde uvedeme jen piehled a pro po-
drobnosti odkaZzeme zvidavého Ctenafe na literaturu a na nasi webovskou stranku
www.sju.edu/"rhall/newton.

2. Willow flute — flétni¢kal)

V tomto odstavci se budeme zabyvat fyzikalnimi vlastnostmi norského lidového
nastroje — flétnicky seljefloyte (vrbova pistalka). Tento nastroj mzeme pokladat za
primitivni proto, Ze nemé otvory, které bychom zakryvali prsty, a tim vytvafeli tény
riznych vysek. Misto toho hra¢ méni silu dechu a tim voli nékterou z harmonickych,
coz jsou tony s kmitoctem, ktery je celistvym nésobkem kmito¢tu nejhlubsiho —
zdkladniho toénu flétnicky. Tény, které takto muzeme dostat, tvofi zhruba durovou
stupnici s ponékud vyssi kvartou a trochu nizsi malou sextou — a s niz$i malou
septimou navic.

Flétnicka patii do rodiny zobcové flétny (podélné), ackoliv ji drzime pficné. Je vy-
robena z vrbové vétvicky (nebo v soucasnosti z trubky z PVC, viz vtipnou a vystiznou
webovou stranku http://www.geocities.com/SoHo/Museum/4915/SALLOW.HTM). Je-
den konec mé otevieny, na druhém je stérbina, do niz hrac¢ fouka, a tim nuti vzduch
proudit pres zafez do télesa flétnicky. Takto vznikajici kmity budi uvnitf nastroje
stojaté vlny; jejich kmitocet urcuje vysku ténu. Zatimco zobcova flétna ma otvory,
jejichz zakryvanim prsty méni hra¢ kmitocet stojatych vln, flétnicka zddné otvory
nemé. Ze zapisu melodie Willow Dance (Tanec pro flétnicku), obr. 2, jak jej na
flétnicku hraje Hans Brimi [8], je v8ak vidét, Zze na flétnicku lze hrat docela dost
riznych tond. Jak je to mozné?

Odpovéd ndm dé matematika zvukovych vin. Oznadéme u pretlak v trubici, z polohu
podél ni a t ¢as.

1y Doslova: vrbova pistalka. Prekladam vSak radéji ,,flétnicka®, protoZe zobrazeny nastroj
vypad4 spis jako dlouhd pfi¢nd flétna nezli kratkd podélna pistalka, kterou u nés otloukali
hosi. Pozn. prekl.
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Obr. 2. Notovy zapis Willov Dance (Tanec pro flétnicku), jak jej na flétnicku hraje Hans
Brimi.

Jednorozmeérna vlnova rovnice

5 O%u  0%u

o~ o
dava dobry model pro chovani molekul vzduchu v trubici; ¢ je kladné ¢islo — rychlost
vlny. Protoze jsou oba konce trubice oteviené, je na nich tlak stejny jako vnéjsi
atmosféricky tlak a pretlak u je roven nule. Znacime-li tedy L délku trubice, je
u(0,t) = 0 a u(L,t) = 0. ReSenim vInové rovnice je linedrni kombinace funkci tvaru

. nux . nruct nmnct
u(x,t) =sin —— | asin —— + bcos ,

L L

kde n=1,2,3... a a, b jsou konstanty. Odvozeni této rovnice najdete ve vétsiné
ucebnic diferencialnich rovnic, napf¥. [7].

Jak predpovida naSe feseni mozné kmitocty tént hranych flétnou? Uvazujme pro-
zatim feseni obsahujici jedinou hodnotu n. Ponechme x a n pevna a ménme ¢. Tlak
se méni periodicky s periodou 2L/cn. Proto je

kmitocet = a
2L
pron=1,23,....

Tento vzorec naznacuje, ze je dvoji zpusob, jak hrat na flétni¢ku razné tény: bud
ménit délku L, nebo ménit n (u smyccovych nastroji, které se také ¥idi jednorozmér-
nou vlnovou rovnici, mame tf¥i zpusoby, protoze miizeme také ménit rychlost ¢ tim,
7ze ménime napéti struny — napr. jejim natahovanim — nebo tim, Ze ji nahradime
strunou jiné hustoty, napf. opfedenou médénym dratkem). Spojitou zménou L, jako na
pozounu nebo pfi piskani, dosdhneme spojité zmény vysky ténu. Obvyklejsi zptsob,
jak meénit L, je pouzit trubici s otvory, ¢imz umoznime diskrétni zmény vysky. Jina
cesta pro zménu vysky je zménit n — to jest preskakovat mezi feSenimi vinové rovnice.
Tény, které ziskdme zménou n, nazyvame vyssi harmonické. Tén s kmitoctem cn/2L
nazyvame n-tou harmonickou; pro n = 1 mluvime o zékladni neboli prvni harmonické.
Také se uziva nazvu tény alikvétni, ¢astkové apod.

Posloupnost poméri kmitoc¢tl zakladniho ténu k vyssim harmonickymje 1: 1,1 : 2,
1:3,1:4,... (vzpomefime si na nézev ,harmonickd fada“ pro fadu 1+ % + % + 2+
+ - +-). Je-li zdkladni tén ¢!, pak nasledujicich pét harmonickych je c?, g2, 3, e3, g3,

PN
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kde &isla nahofe znaéi vidy dalsi vyssi oktavu. Ctvrta, pata a Sestd harmonickd tvoii
durovy kvintakord, jeden ze zakladnich stavebnich kamenu zapadni hudby. Pfesto vSak
toto Teseni jesté nevysvétluje plné fliétnicku.

Podivejme se zevrubnéji na pravou ruku hrace na flétni¢ku (obr. 1). Svymi prsty
muze uzaviit nebo nechat otevieny otvor na konci flétny: miize na tomto konci zménit
okrajovou podminku. Na uzavieném konci se ve sméru x tlak plynu neméni, takze
okrajovd podminka pro pretlak u zni u(0,t) =0 a u,(L,t) = 0. Jestlize tyto rovnice
feSime stejné jako vyse, dostaneme Teseni s kmitocty

kmitocet =
mitocet = —
4L

pron =1,3,5,7,.... Protoze pivodni hodnoty byly cn/2L, zptsobil uzavieny konec
snizeni zakladniho ténu o oktavu a vymizeni vSech sudych harmonickych. Kombina-
cemi vys$Sich harmonickych vznikajicich pii otevieném a zavieném konci dosdhneme
ve tieti oktdvé (vidi zdkladnimu ténu flétnicky) devititénovou stupnici; nazyvejme ji
stupnici hratelnou na flétnicce. Obé mnoziny harmonickych, pfi otevieném i zavieném
konci, jsou spolu s odpovidajicimi poméry kmitoctt ukazany na klavesnici klaviru
na nejblizsich klavesach (pokud by zakladni kmitocet flétnicky odpovidal ténu C).
Pripomenme, Ze klavir samoziejmé nebyva ladén podle stupnice flétnicky!

o - Tony pfi otevieném konci
| = Tony pfi zavieném konci

Obr. 3. Ptiblizné polohy tént flétnicky na klévesnici klaviru.

Jak dalece je nezbytnd druhd mnozina harmonickych? Harmonické vznikajici pii
otevieném konci ve ctvrté oktavé od zakladniho ténu vytvareji tutéz stupnici jako
kombinace stupnic otevieného a zavieného konce, jen o oktavu vyse. Kdybychom se
tedy nestarali o to, ve které oktavé hrajeme, mohli bychom dostat teoreticky tony
libovolné blizké libovolné stupnici, a to i beze zmén okrajové podminky. Ale takové
feSeni by nebylo praktické. Vyssi harmonické jsou nasemu uchu méné prijemné a navic
se obtiznéji ovladaji. Aby mohl hra¢ zahrat rychlé noty ve Willov Dance, musi pouzit
zakryvaji jen zCasti, ¢imz vytvareji mezilehlé tény, anebo spojité méni zakryti a tim
spojité meéni i vysku ténu flétnicky.

A7 dosud jsme uvazovali jen feseni vlnové rovnice ve tvaru

. nnT . nmct nmct
u(z,t) =sin —— { asin —— + bcos .

L L

40 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 47 (2002), ¢. 1



Obecnéjsi feseni ziskdme jako linearni kombinace téchto vyrazt. Cleny s nejmensimi
hodnotami n maji obecné nejvétsi amplitudy va2 + b2 a uréuji vysku a barvu ténu.
Zakladni tén zpravidla prevazuje a vnimame ho jako vysku zvuku. Pomérné hlasitosti
harmonickych nam umoznuji rozliSovat tény zahrané rtznymi hudebnimi nastroji.
Tak napiiklad tén klarinetu obsahuje jen liché harmonické, stejné jako tén flétnicky
se zavienym koncem. Ve fascinujici Seathersové knize [25] se uvadi myslenka, Ze za-
padni hudba pouziva intervaly zalozené pfesné na pomeérech kmito¢t danych malymi
celymi ¢isly proto, ze zvuk dechovych a smyccovych nastroji je tvofen harmonickymi.
Kdyz dva takové nastroje hraji tény z téze stupnice, odpovida si spolu mnoho jejich
harmonickyjch, coz je nasemu uchu pfijemné.

Abychom plné popsali zvukové vlastnosti hudebnich nastroj, musime uvazit i ne-
linedrni jevy. Toto je stdle zivy pfedmét vyzkumu; dobry piehled nalezneme v [12].

3. Od melodie k harmonii: klavesové nastroje

V tomto odstavci nam flétnicka poslouzi jako vychozi bod pro vyklad, jak vytvorit
stupnici. Tény hratelné na flétnicce se odvolavaji na matematiku, protoze kazdy pomér
kmitoctd mezi nimi mtzeme vyjadiit pomérem maljch celych ¢isel. Protoze hudba
hrana obvykle na flétnicku je vyluéné melodicka a je v téniné zakladniho ténu flétnicky,
nezajima nas prilis, jak spolu tény ve stupnici navzijem souviseji. Jakmile bychom
vSak chtéli pouzit tento systém pro navrzeni klavesnice, nastanou problémy. Naptiklad
bychom chtéli, aby se poméry 4 : 5 : 6 kmitocti téni durového kvintakordu opakovaly
na riznych mistech nasi klavesnice, a samozirejmé také aby nas nastroj ,dobfe znél“
v riznych téninach. Ukazuje se, Ze tyto podminky nejsou splnitelné soucasné. Historie
pokusti o feSeni tohoto rozporu nam ukazuje jeden z nejzajimavéjsich styénych bodi
matematiky a estetiky.

Pfirozena ladéni. Za¢néme s poméry kmitoc¢tli ténl ze stupnice deviti hratelnych
t6nt na flétnicéce vici prvnimu ténu piislusné oktévy (obr. 4). Jsou spoéteny vydélenim
poméru kmitoc¢tu pfislusného ténu k zdkladnimu ténu flétnicky pomérem kmitoctu
prvniho ténu oktavy (8 : 1) k témuz zdkladnimu ténu a poté pfipadnym vykracenim.
Vsimnéte si, ze posloupnost pomérid pred vykracenim zac¢ind 8:8,9:8,10:8, ...

Durovy kvintakord je tvofen tfemi tény s pomérem kmitocti 4 : 5 : 6 (podle potieby
pridejte ¢i uberte v jiné poloze oktavu). Vidime, ze flétni¢ka ma mezi hratelnymi tény
dva durové kvintakordy: akord tvofeny prvnim, tfetim a patym ténem stupnice (zvany
tonika, zkratka T) a akord tvofeny patym, sedmym a druhym ténem (dominanta, D).
Prirozené ladéni je zaloZeno na osmiténové stupnici, kterou mtzeme rozlozit do tii
durovych kvintakordd, T, D a subdominanty S, tvofené ¢tvrtym, Sestym a osmym
ténem pfirozené ladéné stupnice. Mezi 15. a 18. stoletim bylo navrzeno mnoho rtznych
ptirozenych ladéni, lisicich se tim, jak vytvareji zbyvajici tony chromatické stupnice
(tzv. alterované tény), [3], [5]. Historii riznych takovych systémi s praktickymi ndvody
pro jejich pouzivani spolu s diskusi Mersennovy prace v této problematice najdete
v [16].
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piirozené
ladéni

1:1

flétnicka

1:1
9:8
54

11:8
3:2
13:8
T4
15:8

2:1 21 Obr. 4. Porovnani stupnic pfirozeného ladéni
’ a flétnicky.

Prirozené ladéni mé nékteré problémy. Jeden z nejkiiklavéjsich je pomér kmitoc¢ti
Sestého a druhého stupné, ktery je 40 : 27, a nikoli 3 : 2. V pfirozeném ladéni mize
mit t4Z nota ruznou vysku v rtznych stupnicich. Naptiklad pomér vysek ténu A : G

je 10 : 9 ve stupnici C-dur, ale 9 : 8 v G-dur. Hrac na smyccovy nebo dechovy nastroj
muZe pri hie tyto malé rozdily dodrzet, ale pro néastroje s pevnymi tény je potieba
vytvofit vhodna pravidla. Byly navrzeny rtzné kompromisy vcéetné temperovaného
ladénd, které doladuje i tény pfirozeného ladéni. Jiné feSeni pro klavesové nastroje
jsou dodatecné klavesy nebo pouziti specidlniho pedalu ¢i padky k doladéni né€kterych
ténil. Bylo vyvinuto mnoho vynalézavych systémi, jak prevést tyto myslenky do praxe.
Jeden z nejranéjsich je na varhanédch sv. Martina (Lucca), ktery mé samostatné klavesy
pro Es a Dis. Tanakovo ,enharmonium* déli oktdvu do 312 ténd [3]. Jeden z nékolika
mala takovych nastroji, které se nyni uzivaji, je anglicka ,,concertina“ — Sestihranna
chromatickd harmonika, majici samostatné knofliky jednak pro Es a Dis, jednak pro
As a Gis. Presto vétSina modernich hrac¢t na concertinu se kloni k temperovanému
ladéni.

Pythagorejské ladéni. V prfedchozim textu jsme se setkali s intervaly tvofenymi
nasobky zakladniho kmitoc¢tu racionalnim ¢islem. Pythagoras objevil, ze pomeér 2 : 1
pro oktavu a 3:2 pro kvintu jsou zvlasté libozvucné a pouzil je jako zaklad pro
stupnici. V jeho konstrukci odpada problém nékterych rozladénych kvint v pfirozeném
ladéni. Vychazi ze zakladniho ténu a jeho frekvenci opakované nasobi %, ¢imz ziskava
dalsi tény pro stupnici. Dva tény lisici se oktavou predstavuji tentyz stupeii ve stupnici.
Jestlize tedy nasobenim frekvence f c¢islem % pfekro¢ime nad rdmec oktavy (2fo)
od vychoziho ténu fo — tedy je-li f' = %f > 2fo — pak tén f’ snizime o oktévu
(f" = f'/2), ¢imz se vratime do ptivodniho rozsahu oktavy fo az 2 fo.
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Je vyhodné pracovat nikoli pfimo s kmitocty, ale s jejich logaritmy o zakladu 2. Tén
s frekvenci 1 by mél v logaritmické stupnici logaritmicky kmitocet o hodnoté log, 1 = 0
a tén o oktavu vyssi bude mit logaritmicky kmitocet 1, protoze 2! = 2, a tedy log, = 1.
Oznacime-li x = log, f, pak s uzitim logaritmu o zakladu 2 dostavame

sr:—>sr:+10g2%

jako zobrazeni prevadéjici tén na jeho kvintu v logaritmickych jednotkach. Protoze
déleni dvéma odpovida v této logaritmické stupnici odecteni 1 a protoze odcitame 1,
jenom kdyz = + log, % > 1, obdrzime néasledujici zobrazeni do intervalu [0,1]:

z— x+logy 3 >1 (mod 1).

Jestlize tise¢ku o krajnich bodech [0, 1] sto¢ime do kruznice, miizeme toto zobrazeni
popsat jako rotaci kruznice o iracionalni thel. Je zndmo, ze se pfi ni pocateéni bod
nikdy nevrati do své vychozi polohy, ale jeho obrazy postupné husté vyplni celou
kruznici [11]. Proto se kvintovymi kroky nahoru (a oktdvovymi dol) nikdy nemu-
zeme vratit presné do vychoziho kmitoétu. To mé nestastné disledky pro konstrukci
stupnice, jak zjistil Pythagoras. Tento problém je zvlasté zfejmy na nastrojich s pevnou
vyskou ténu.

Temperované ladéni. Temperované ladéni nahrazuje iracionalni thel rotace kruz-
nice racionalnim (v celych otackach, resp. ve stupnich). Pfedvedeme jednoduchou
geometrickou interpretaci tohoto postupu. Graf pfimky y = px protina svislice x = q,
kde ¢ je kladné celé ¢islo, v bodech o y = ug. Desetinna ¢ast tohoto cisla je praveé ¢-ta
iterace nuly pfi rotaci podle zobrazeni x — x + p (mod 1).

Je-li p iracionalni, pak tato pfimka nikdy neprojde zadnym uzlovym bodem
miize Z X Z, a proto rotace o iracionalni tthel netvofi Zadnou periodickou posloup-
nost. Piimka prochézejici nékterym miiZzovym bodem (g, p) lezicim pobliz p¥imky
y = pa popisuje rotaci podle zobrazeni  — = + p/q (mod 1), kterd aproximuje rotaci
x— x+ u (mod 1). Je-li zlomek p/q v zdkladnim tvaru, mé pohyb kazdého bodu
periodu ¢ a zobrazeni bodl jsou rovnomeérné rozlozena podél kruhu. To je tedy
cesta, kterou mizeme rozdélit oktédvu na ¢ stejnych dilt. Takto sestrojené stupnice
se nazyvaji rovnomérné temperované.?)

Poddme geometrickou konstrukci, jak najit posloupnost bodi (q,p) € Z x Z, ktera
se blizi FeSeni rovnice y = pxz. Rozbor provedeme podle Kleinovy konstrukce v [1].
Predstavme si nit vedouci z nekone¢na do pocatku soutradnic podél pfimky y = ux.
V kazdém bodé celociselné miize necht je hiebik. Jestlize volny konec nité vychy-
lime z pocatku soufadnic nahoru nebo dold, dotkne se hiebikt, které jsou nejblizsi
pfimce y = px. Oblast zdola vymezend niti vychylenou nahoru je konvexnim obalem

X

2y Casto i bez uréeni ,rovnomérné“. Nerovnomeérné temperovana ladéni déli rovnomérné
jiny interval, napf. &istou velkou tercii + 2 oktdvy c'—e® na pét p¥ibliznych kvint c'-g!'—d%-
—a?—e3. Pozn. prekl.
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Obr. 5. Aproximace piimky y = (log, 2)z.

celociselnych bodi lezicich nad pfimkou y = px, podobné oblast shora vymezena niti
vychylenou doli je konvexnim obalem celoé¢iselnych bodt lezicich pod pfimkou y = pzx.

Je-li napt. 1 = log, 3, dotkne se nit pri vychyleni nahoru bodi (1,1), (5, 3), (41,24),
(306,179), ..., pfi vychyleni dolt bodu (2, 1), (12,7), (53,31), ..., jak je vidét z obr. 5,
kde nit tvofi hranice Sedych ploch. Vyraz u = logzg je proto dobfe aproximovan
posloupnosti 1, %, %, %, %, %, %,

Pojem ,dobré aproximace“ mizeme upfesnit. Uvazujme nésledujici konstrukei: bu-
diz e_1 = (0,1) a eg = (1,0). Je-li zndmo ey_; a ey, pak polohovy vektor bodu ej41
ziskame tak, ze k vektoru eg_1 pri¢itdme vektor ey tolikrat, abychom pravé neptrekrocili
pfimku y = px.

Lemma 1. Orientovand plocha rovnobézniku vymezeného vektory ex—1 a ey je rovna
(="

Diikaz: Kazdy néasledujici rovnobéznik mé stejnou zékladnu i vysku jako predchéze-
jici. O

Véta 1. Body ey, k > 0, jsou vrcholy horni a dolni oblasti.

Diikaz: Kdyby body er_1 a ex nelezely na hranici oblasti, pak by rovnobéznik vy-
mezeny vektory ey_; a e musel obsahovat bod mnoziny Z x Z. Podle Pickova teo-
rému [26] by vSak takovy rovnobéznik mél obsah vétsi nez 1, ve sporu s lemmatem 1. O

Dalsi véta [1] fika:

Véta 2. Jsou-li i, a pr soutadnice bodu ey, pak pro k > 0 plati
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Tato véta tika, ze Cisla ziskand geometrickou konstrukei jsou castecnymi vysledky
fetézového zlomku pro ¢islo g a v tomto smyslu jsou jeho nejlepsim priblizenim.
Podrobné diskuse Fetézovych zlomku je napf. ve [14] a jeji aplikace v hudbé v [2].
Vsimnéme si zejména, ze p = log, % je transcendentni ¢islo, citatel i jmenovatel ¢as-
te¢nych zlomkd rychle roste a aproximace tedy rychle konverguje.

Pri vybéru vhodné aproximace pro zdklad stupnice musime pamatovat na rtizné
véci. Perioda racionélnich rotaci je ddna jmenovatelem ¢ zlomku p/q. Velky jmenovatel
by znamenal stupnici s mnoha tény. To by nebylo praktické, jednak kvili fyzikalnim
podminkdm v nastroji, jednak c¢lovek neni schopen rozlisovat tény s prili§ blizkou
vyskou.

C C
B Ct Br..-.— CH
Bb D Bb ‘\\ D
A Df
v \\ & E
G h F G w F

Obr. 6. Kruh rozdéleny na 12 a 41 stejnych casti.

Témto okolnostem alespon ¢astecné vdécime za to, ze aproximace log, % ~ % se
pouziva jako zaklad v zapadni hudbé. Obr. 6 ukazuje, jak rovnomérné jsou rozdéleny
tény ziskané rozdélenim oktdvy na 12 a na 41 &asti (coz je nejblizsi dalsi aproxi-
mace). Sedé tecky zobrazuji tény piirozeného ladéni. Je to celkem $tastna nahoda,
protoze v nasem postupu jsme ani neuvazovali o moznosti aproximovat zlomek 5 : 4,
popisujici velkou tercii. Zustava stale predmétem diskuse, zda vyhody této kon-
strukce vyvazuji cenu, kterou platime za ,necistotu“ vsSech intervali. Na strankach
www.sju.edu/ rhall/newton najdete aplikaci programu Mathematica, vyuzivajici
této konstrukce.

Jsou i jiné cesty, jak vytvofit temperovanou stupnici. Mohli bychom se pokusit
najit raciondlni ¢isla se stejnymi jmenovateli, kterda by dobfe aproximovala jak kvintu,
tak i velkou tercii. Jim pfislusné rotace by délily kruh na stejné casti. Tento postup
vede k teorii vicerozmérnych fetézovych zlomkt, které jsou stale predmétem rozsah-
lého vyzkumu, viz [2] nebo [18]. V minulosti bylo prozkoumano mnoho temperova-
nych ladéni, od sedmnactiténové arabské stupnice po osmdesatisedmiténovou, kterou
ocefioval Bosanquet. Easley Blackwood [6] slozil skladby pro kaZzdou z rovnomérné
temperovanych stupnic obsahujicich 13 az 24 ténid. J. M. Barbour [3] a D. Benson [5]
podavaji vynikajici historicky pfehled této latky. Ctenafe také zveme k porovnani
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zakladtl riznych déleni s pouzitim systému Mathematica pomoci programu na webové
strance autorii.

Stupnice s 12 rovnomeérné temperovanymi tény vede k dalsi zajimavé otézce.
Vzdalenost mezi prazci na rovnomérné temperovaném strunném nastroji, jako je
kytara nebo loutna, je skalovana v poméru 21/12 : 1. Protoze plati 21/12 = (21/3)1/4 je
tento problém ekvivalentni klasickému problému zdvojeni krychle, ktery nelze vytesit
kruzitkem a pravitkem. Konstrukce tohoto poméru metodami méfeni dostupnymi
v 16. a 17. stoleti byla obtiZznym problémem a nalezeni aproximace bylo podstatnym
pfinosem. Rada riiznych p¥istupt, véetné dfimyslné konstrukce navrzené otcem Galilea
Galileiho a Stéhlem, je rozebrana v [4].

4. Bubny a jiné vicerozmérné nastroje

A7 doposud jsme uvazovali pouze nastroje, které byly v principu jednorozmérné.
Patfi sem vSechny strunné a dechové nastroje, nikoli vSak bici, jako jsou bubny a zvony.
Pro¢? Uvazujme buben s kruhovou blanou jako kruhovou oblasti o poloméru R kolem
pocatku v R?, kde plati vinova rovnice s pevnymi okrajovymi podminkami. Separaci
proménnych v polarnich soufadnicich (r, ) miZzeme ukazat, ze pficnd vychylka blany
je v ¢ase t dana jako F(r,¢,t) = g(t) f1(r) f2(¢), kde

¢+ Prg0) =0, fHe) + nfal) =0, 1)
)+ A0+ (- 5) B =0 )

Konstanta d zavisi na fyzikalnich vlastnostech materidlu a A, u jsou uréeny okrajovymi
podminkami fo(—n) = fa(n) a f1(R) = 0; podrobnosti viz [20].

Rovnice pro g a fo lze fesit snadno. Z podminek pro f» plyne u = m?, takze
(2) je pravé m-t4 Besselova rovnice a jeji feSeni jsou ddna pomoci m-té Besselovy
funkce jako fi(r) = Jm(rv/\). Protoze je bléna upevnéna podél svého obvodu, je
f1(R) = Jn(RVA) =0, a tedy A miize nabyvat jen hodnot

kde x%m) jsou nulové body m-té Besselovy rovnice. Rozdilné hodnoty A urcuji kmitocty

kmitt riznych modt jako u flétnicky. Protoze nulové body maji iracionalni souradnice,
je zfejmé, ze kmitocty vlastnich kmitd blany bubnu nejsou navzajem racionalnimi
nasobky. Proto také buben se svou volné kmitajici blanou a jednorozmérné nastroje
vydéavaji zvuky, které maji zietelné jiny tondlni charakter.

Nastroj, ktery do tohoto schématu nezapada, je tympan. Jeho blana je dvojroz-
mérna, a presto je jeho zvuk blizky zvuku jednorozmeérnych zdroji. Na rozdil od
tamburiny méa tympan uzaviené dno a kmity jeho blany méni tlak v dutiné pod
kmitajici membranou. Ta proto neni volné kmitajici soustavou, a aby ji vinova rovnice
popisovala vérné, musime k ni doplnit dodateéné nelinearni ¢leny vtisténé sily. Pri
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peclivém vyladéni bldny vici mise pod ni lze dosdhnout kmitoc¢ty nékolika maélo
prvnich modt v poméru 2: 3 :4: 5, viz [10].

Nemusime se pochopitelné omezovat na kruhové bubny. Mizeme uvazovat vinovou
rovnici na obecné oblasti D v R? a hledat FeSeni splilujici okrajovou podminku
F(x,y,t) = 0 na hranici D. Separaci proménnych F(x,y,t) = W(VAt) - (x,y) zjis-
time, Ze obecné feseni mé tvar F(z,y,t) = sin(v/At) - &(z,y), kde

V¢ +Ad=0 naD a =0 nadD.

Jak jsme jiz vidéli, tato rovnice ma feseni jen pro nékterda \; ta nazyvame vlastni
hodnoty tlohy. Vlastni hodnoty zaviseji na tvaru bubnu D a jsou rovny druhym
mocnindm kmito¢tt kmitt riznych modda.

Ve svém krasném ¢lanku Can one hear the shape of a drum? (MiZeme slyset tvar
bubnu?) klade M. Kac otdzku, zda dva bubny s tymiZ kmito¢ty musi mit nutné stejny
tvar [17]. Kac dokézal, ze nékteré charakteristiky oblasti, jako obsah jeji plochy a délka
obvodu, jsou opravdu urceny vlastnimi hodnotami tilohy. Problém v obecnosti vsak
zistal nevyresen jesté 24 let, dokud Gordon se svymi spolupracovniky neukazal, ze
dva navzijem nepodobné bubny mohou mit tytéz vlastni hodnoty [13]. Explicitni
konstrukci takovych bubni viz v [9)].

-----

nastroji? Vechny?) trojrozmérné néstroje patii mezi bici. NapiSeme-li vlnovou rovnici
pro néktera jednoduché télesa, napt. pro ty¢, zjistime, Ze kmitoc¢ty raznych modi
kmitt nejsou spolu v racionalnich pomérech. Nastroje tohoto typu nejsou v zapadni
hudbé prili§ bézné. Seathers [25] ukazuje, Ze stupnice pouzivané v indonéském ga-
melanu maji vztah ke spektru nastroji gamelanu, jejichz tény nejsou racionalnimi
nasobky zakladniho ténu. Pfesto jsou i trojrozmérné hudebni nastroje se zvukem
podobnym zvuku jednorozmérnych nastroji: marimba, zvonkohra, zvony a jiné. Jsou
rtzné moznosti, jak toho dosdhnout. Nékteré trojrozmérné predméty, jako napft. tyce,
kmitaji pfevazné v jednom rozméru. Naproti tomu tyce marimby pro nizsi tény maji
na jedné strané hluboké oblouky. Ty jsou vyfezany tak, ze prvni dva mody kmiti
maji raciondlni pomeér. Protoze vyssi tény jsou jiz v oblasti nad 2000 Hz, nejsou tak
dilezité pro urceni zvuku tyc¢i. Vyborné popisy bicich nastroji jsou v Rossingovych
pracich [22], [23], [24] (populdrni vyklad) a ve [12] (spolu s Fletcherem).

Podékovani. Dékujeme vsem, ktefi ndm pomohli; byli to PAUL KLINGSBERG a BILL
SEATHERS svymi poznadmkami, OLA KAI LEDANG poskytnutim fotografii a DAVID
LOBERG CODE informacemi o flétnicce.

3) V celém c¢lanku jde jen o popis ,,v prvni aproximaci“. Kvalita housli je samoziejmé dana
nejen (jednorozmeérnou) strunou, ale i (trojrozmérnym) télem housli, tén flétny je sice urcen
hlavné délkou kmitajiciho sloupce vzduchu, ale vliv mé i jeji prurez, material stén apod. Pro
okarinu s jeji vejc¢itou dutinou by vibec neslo vytvofit jednorozmérny model. Pozn. prekl.
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Sonda NEAR u planetky Eros

Tvo Micek

Do déjin kosmonautiky bylo diky sondé NEAR/Shoemaker provedeno nékolik dal-
Sich vyznamnych zapisi — Laborator aplikované fyziky John Hopkins University
a NASA realizovaly poprvé v historii sondu, kterd se uspésné dostala do tésné bliz-
kosti planetek 253 Mathilde a 433 Eros. Vyvrcholenim mise bylo tspésné pristani na
planetce Eros (radéji bychom maéli fikat dosednuti — s timto projekt sondy ptvodné
vibec nepodital).

Zrekapitulujme si zdkladni idaje — planetka 433 Eros (33 x 13 x 13km) spadéd
do kategorie blizkozemnich, kterd neprotind drahu Zemé. Objevena byla 13.8.1898
Gustavem Wittem (Urania Berlin) a Augustem H. P. Charloisem z Nice nezdvisle na
sobé. Doba obéhu predstavuje 1,76 roku, sklon k ekliptice ¢ini 10,8 stupné, vzdalenosti
v periheliu 1,13 AU a v afeliu 1,78 AU, stfedni vzdalenost od Slunce 1,46 AU (218
mil. km), tthové zrychleni pfedstavuje p¥iblizné 1/1000 pozemského. Stafi planetky se
odhaduje na 4 miliardy let.

Védecké cile mise spocivaly v upfesnéni dalsich moznych vzdjemnych vazeb mezi
planetkami, kometami a meteority a na to navazujicim pochopeni procesu formovani
a vyvoje planet. Hlavni cile 1ze shrnout do néasledujicich bodt:

Ivo MiCEK (1964), absolvent gymnézia ve Straznici, skoleni v oblasti IT v Ceské republice
a v zahrani¢i, dnes konzultant ve firmé Gradua-CEGOS, s.t.o0., ¢len SMPH a CAS, e-mail:
imicek@gradna.cz

Podle materidlt a se svolenim J. Hopkins University, http://near. jhuapl.edu
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