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Klima, objekt matematického zkoumani
Cést 2. Prediktabilita zmén klimatu

Jiri Hordk, Praha

8. Centralni problém teorie klimatu

V minulych kapitolach jsme povazovali za prioritni Glohu matematické teorie kli-
matu hledani podstatné (odpovidajici fyzikalni realit€) invariantni pravdépodobnostni
miry soustiedéné na atraktoru klimatického systému. O mnoziné A z metrického
prostoru H (fazového prostoru) fikdme, Ze je atraktorem, jestlize plati:

1. A je invariantni mnoZzina.

2. Existuje oteviend mnozina U D A takova, Ze tli)rgo Q(S (t)uo, A) = 0 pro vSechna
ug € U, kde o(z, A) = inf o(x,y) pro véechnaz € H a A C H; (., .) je metrika
na H. ved

Druhou podminku ¢asto vyjadiujeme slovy ,,A pritahuje body z U*. Mnozinu U

nazveme bazi atraktoru A. V této podmince mnozina operatort {S(t)},>, spliuje
nasledujici podminky: B

1. S(t) je spojity operator zobrazujici prostor H do H pro v8echna t = 0.

2. 5(0) = I, kde T je identické zobrazeni na H.

3. S(t+s)=5(t)S(s) = S(s)S(t) pro s,t = 0.

Mnozinu operéatori {S(t) };>¢ spliiujici vyse uvedené podminky nazveme semigrupou

evoluénich operétori dynamického systému, zkracené semigrupou operatort.

Predpokladame, ze pravdépodobnostni mira na atraktoru klimatického systému

existuje a je jednoznacna. Protoze vsak dosud nezndme konstruktivni algoritmus,
jak 1ze tuto miru ziskat, Glohu chdpeme méné obecné a pozadujeme, aby invariantni
pravdépodobnostni mira na atraktoru byla soustfedéna do okoli stacionarnich bodi
klimatického systému. Tento pozadavek vychazi z chovani atmosféry, pojimaného jako
rezim hydrodynamického toku generovany jeji nestabilitou, charakterizovany piecho-
dem mezi dvéma stacionarnimi stavy. Odtud se nésledné odvijeji prace o stabilité
atmosférickych déju velkych méritek a objevuje se hypotéza o formovani kvazistacio-
narniho rezimu atmosférické cirkulace pfi prichodu trajektorie klimatického systému
blizko jeho stacionarnich bodii [1, 2]. Cas Zivota takového rezimu zavisi na tom, podle
jaké trajektorie dochazi k pohybu ve fazovém prostoru blizko stacionarniho feSeni.
Existuje souvislost mezi ¢asem existence kvazistacionarniho rezimu atmosférické cir-

RNDr. Jiitf HOrRAK, CSc. (1929), Ustav fyziky atmosféry AV CR, Boéni I1, ép. 1401, 141 31
Praha 4.
1. ¢4st ¢lanku byla otisténa v PMFA 46 (2001), ¢. 4, str. 313-327.
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kulace a stupném nestability piislusného stacionarniho feseni. Mluvime o ni jak pri
analjze rezimt barotropniho modelu cirkulace na kulové plose S2, tak i pfi studiu
realnych kvazistacionarnich rezimt typu blokovani.!).

V prvni ¢asti naseho ¢lanku [1] jsme naznadili, Ze existence dvou cirkula¢nich
rezimd je spojena s pfitomnosti izolovaného rezonan¢niho modu v casové vystfedované
rovnici barotropni atmosféry. Prokazalo se, ze v matematickém modelu vseobecné
cirkulace atmosféry s takovym rezonanénim modem blizkym k rezonan¢nimu budou
vSechny vystfedované anomalni odezvy cirkulace na anomaélni vzruchy v podprostoru
ynavleGeném“ na tento mod (citujeme podle [4]).

V koncepci matematické teorie klimatu zalozené na kvalitativni dynamice je krajné
dilezitou otazkou struktura atraktoru generovaného systémem rovnic barotropni at-
mosféry, jeho stabilita vi¢i vnéjsim (tfeba i malym) perturbacim i odhad maximéalni
mozné citlivosti klimatického modelu na vnéjsi vzruchy. Predev§im nas bude zajimat
maximalni moZné citlivost modelu z hlediska struktury nizkofrekvencnich vnitinich
,hestalosti“ atmosférické cirkulace.

Na centralni problém matematické teorie klimatu lze nahlizet bud z pohledu dia-
gnostické metody a numerického modelovani (rozpracovani globalnich modelt kli-
matu), nebo z pozice analyzy klimatickych modeli metodami analyzy nelinearnich dy-
namickych systémii. Tehdy za matematicky model klimatického systému povazujeme
jistou soustavu diferencidlnich rovnic, obyc¢ejnych nebo parcidlnich. V tomto pojeti
vystupuje do popfedi tzv. ,idedlni“ model klimatu. Pfedpokladejme, Ze existuje a pak
splituje nasledujici podminky [4]:

1. Je dan systémem nelinearnich diferencialnich rovnic

% — Lo (81)
pro vSechna ¢ 2 0, kde ¢ je prvkem fazového prostoru H, ¢|i—o = @o, L je
operétor zobrazujici prostor R” x R* do R™ a y je z prostoru parametr R¥.

2. Systém (8.1) je ze tfidy nelinedrnich disipativnich semidynamickych systémd, tj.

mé absorbujici mnozinu a jeho Feseni je jednozna¢né pro t = 0?).

1) Po formulovani ulohy pro rovnici barotropni vorticity a po nezbytnych matematickych
krocich zaméfujeme pozornost na korektni fesitelnost této rovnice, na jeji absorbujici mnozinu
a jeji atraktor. Nasleduje dukaz existence inercidlni variety a odhad jeji dimenze. Také nés
zajima Cas, v jehoz prubéhu dochazi k pfitazeni trajektorie systému, vychézejici z bodu uo,
inercidlni varietou. Podle [3] je, volné FeCeno, dynamika YFeSeni této rovnice jiz v pomérné
kratké dobé dynamikou na inercialni varieté, tj. dynamikou kone¢nédimenzionélniho systému.
Pfipomertime si, ze pokud existuje inercidlni varieta M a existuje atraktor A (nemusi byt ani
globélni), potom plati A C M. Jesté si feknéme, co rozumime pojmem ,absorbujici“ mnozina.
Pti daném dynamickém systému, oteviené mnoziné U v H a mnoziné B C U, fekneme o B, ze
je absorbujici v U, jestlize pro kazdou omezenou mnozinu By takovou, ze By C U, existuje t1
takové, ze S(t)Bo C B pro viechna t = t;.

2y S teorii (diskrétnich) semidynamickych systémi na R se lze seznamit v [5]. Tyto systémy
maji velmi slozitou topologickou strukturu semitrajektorii (semitrajektorie se definuje stejné
jako kladnd semitrajektorie dynamického systému) a jejich studium je dilezité mimo jiné pro
poznavani globalnich vlastnosti trajektorii dynamickych systémi na chaotickych (podivnych)
atraktorech.
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3. Systém (8.1) m4 globélni kone¢nédimenzionalni atraktor. Dynamika systému je
soustfedéna na tomto atraktoru a generuje chaos v case.

4. Systém (8.1) je na atraktoru systémem ergodickym. K tomuto tvrzeni je tfeba
dodat: Mé&jme dan dynamicky systém s fazovym prostorem H C R™. Mé&me na H
definovanou miru m. Necht pro skoro vSechna (vzhledem k mife m) ug € H plati

t

tlinolo tl/o f(S(t’)uO) dt’ = /Hfdm pro vSechna f € Li(H,m).
Potom tikdme, Ze mira m je ergodickd a dynamicky systém uvazovany s touto
mirou nazveme ergodickym systémem. Je to tedy systém, kde casovy primeér
fyzikalni veli¢iny ,,podél“ libovolné fazové trajektorie mizeme nahradit integraci
pres cely fazovy prostor, v naSem pfipadé pfes atraktor A C B. Pfedpoklad 4 je
nezbytny k tomu, abychom mohli pii vipoctu statistickych deskriptort atraktoru
systému (8.1) vyjit z jeho trajektorie.

5. Atraktor systému (8.1) je ve statistickém smyslu jimi plné popsdn pfi existenci
jeho invariantni miry.

Pozndmka. Mluvili jsme zde o chaosu v ¢ase. Doplime tento vyrok tvrzenim o tom, ze
jeho geometrickym obrazem nemusi byt jen podivny atraktor. Mtze jim byt i nékolik
stabilnich uzavfenych trajektorii, mezi nimiz v dusledku malych fluktuaci dochazi
k ,,preskokim“. Turbulentni pohyb tedy muize byt pojimén nejen jako generace sto-
chasti¢nosti, ale také jako zesileni stochasti¢nosti.

Klimatem ,jidealniho“ modelu rozumime uplny soubor nezavislych charakteristik
atraktoru systému (8.1), tj. charakteristickych invarianti atraktoru tohoto systému.
O invarianci zde hovofime proto, zZe tyto charakteristiky jsou invariantni vicéi hladké
transformaci soufadnic. Abychom docilili shody mezi takto definovanym klimatem
a tradicné pojimanym klimatem jako souborem stavi fyzikalniho systému za dosta-
tecné dlouhou dobu, je tfeba nyni touto dobou rozumét neohraniceny casovy interval.
V tomto pripadé nahlizime na soubor statistickych deskriptort atraktoru v kone¢ném
case jako na ,aktualni“ ¢i ,lokélni“ klima. Protoze soubor stavt realizovanych sys-
témem (8.1) na atraktoru lze povazovat za realizaci jistého ndhodného staciondrniho
procesu, s vyhodou zde pouzijeme aparatu matematické statistiky. Pritom je tfeba
rozliSovat mezi zménou a nestalosti klimatu. Zménou klimatu budeme nadéle rozumét
zmény charakteristik atraktoru systému (8.1) pfi zméné parametra y systému, zatimco
nestalost klimatu chapeme jako nehomogenitu atraktoru ¢i jako nestacionarni odezvu
na zménu vnéjsich parametrt [4].

9. Prediktabilita a stabilita
V matematické teorii klimatu zalozené na teorii dynamickych systémi chapeme

problém predikce klimatu jako problém souvisejici s predikci fazové trajektorie sys-
tému (8.1). Vyjdeme-li z ,idedlniho“ modelu klimatu, pro ktery bude platit teorém
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o existenci a jednoznac¢nosti (model klimatického systému musi byt globdlné Fesi-
telny), pak predikce trajektorie bude uréovat nepfesnost pocateénich dat a je t¥eba
prihlédnout k nestabilité téchto dat vi¢i moznym perturbacim. V tomto sméru ma
své misto definice nestability podle Ljapunovova: feSeni systému ¢(t) je stabilni viici
perturbacim pocatecnich dat, jestlize k libovolnému e > 0 existuje § > 0 takové, Ze
ve fazovém prostoru plati |0 — @plla = 9, jestlize ||p(t) — @' (t)||g < € pro vSechna
t > 0. V tomto zapisu jsou ¢(t) a ¢'(t) FeSeni systému pii pocateénich podminkéach
Plt=0 = o, ¢'lt=0 = ¢p-

Pri nestabilni trajektorii a nepfesnych pocatecnich datech je nezbytné zadat jejich
pocatecni rozdéleni, pokud ovSem zname rozdéleni chyb téchto dat. V opacném pripadé
mizeme pfedpokléddat, Zze rozdéleni bude rovnomeérné, jestlize kromé hranice okoli,
v némz pocatecni data lezi, nemame k dispozici zadné dalsi informace. Je zfejmé, ze
v pritbéhu ¢asu se pocatecni rozdéleni bodd, tj. pocateénich dat, bude ,rozplyvat®.

Nasim tkolem je napsat rovnici pro chyby predikce za predpokladu, ze chyby
jsou dostateéné malé a lze tedy vyjit z linearizace systému (8.1). Necht ¢ = ¢ — ¢'.
Linearizaci systému (8.1) vaéi ¢(t) dostaneme

% = A(e(t)e, ¢|,_, = <o (9.1)

kde A je linedrni operator. Reseni (9.1) zapisme ve tvaru £(t) = B(t)eg. Odtud plati,
ze

le(®)||*> = (Beo, Beo) = (B*Bey, o), (9.2)
kde B* je operator adjungovany k operatoru B. Uvazme déle rovnici pro vlastni

funkce 1); a vlastni hodnoty \; operatoru B*B a provedme rozvoj funkce gy podle ;.
Dostavame radu ¢ = ZZ a;; s koeficienty rozvoje a; a muzeme psat

le(®)||> = (B*Beg,c0) = (Z Aii s, Zaﬂ/h‘) = Zkia?.

Odtud vidime, 7e chyba predikce na intervalu (0,¢) je déna singularnimi ¢éisly operé-
toru B(t) a rozdélenim chyb A; v podateénim ¢asovém okamziku. Protoze rist chyb
zavisi na feSeni (8.1), je zfejmé, Ze pro rizna feseni bude riizna i predikce (totéz plati
pro rozliéné , éasti“ feSeni).

Jelikoz nasim hlavnim tkolem je posoudit citlivost atraktoru klimatickych modeld
(doposud jsme definovali klima ,idedlniho“ modelu souboru nezéavislych charakteristik
atraktoru systému (8.1)), je t¥eba Fici, co rozumime stabilitou atraktoru A systému
(8.1). Atraktor A nazveme stabilnim véi ¢asové neménné vnéjsi perturbaci, jestlize
k libovolnému e > 0 existuji dvé ¢éisla 6 > 0 a Gy > 0 takovd, Ze libovolné FeSeni ¢1 ()
systému

1

ﬁ :F<@1,M>+ﬁf(go1)7 Sol‘t:() = ¥0, ﬁ> 07 (93)

bude z e-okoli atraktoru A, tj. ¢1(t) € U-(A) pro vSechna t > 0, jestlize ¢y vybereme
z d-okoli Us(A), tj. wo € Us(A) a B < fo. Je znamo (citujeme podle [4]), Ze atraktor
systému (8.1) vskutku je stabilni viéi ¢asové neménnym perturbacim. To znamend
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toto: jestlize systém (9.3) ma atraktor A;, pro dostatecné mald 5 bude A; lezet
v néjakém e-okoli atraktoru A. Neznamena to vSak, Ze se pro 3 — 0 oba tyto atraktory
budou shodovat.

KdyZ jsme na zacatku této kapitoly mluvili o predikci trajektorie systému (8.1),
uvazovali jsme o stabilité feseni ¢(t) pfi ptisobeni malych perturbaci podle Ljapunova.
Rekli jsme, Ze znalost této trajektorie je nezbytnou podminkou pro predikci klimatu.
Avsak obecné je tfeba mit na zfeteli pfimo stabilitu dynamiky klimatického systému
na jeho atraktoru. Naskytaji se ndm dvé moznosti, jak formulovat tvrzeni o takové
stabilité. Jedna z nich vychézi z pojmu strukturalni stability a druha uprednostnuje
formulaci v terminech stability momenti statistického stacionarniho feseni. Duvody
preference nachazime v tom, Ze znalost struktury takového feSeni je nezbytna v otéaz-
kach ,aktualniho* klimatu. Jinak feceno, je tfeba zaujmout apriorni hledisko tykajici
se funkce rozdéleni pravdépodobnosti v prostoru stavii systému (8.1), tj. ve fdzovém
prostoru H. Zejména je tieba znat, je-li toto rozdéleni jednomodalni ¢i vicemodalni,
a pak vystupuje do popredi otazka o mozZnosti ,prechodi® z jednoho aktualniho
klimatu do druhého aktualniho klimatu.

10. Citlivost klimatickych modelil na malé vné&jsi perturbaci

Dtive nez zde fekneme, jak se na centralni problém teorie klimatu divéa klimatolog,
a poté rozvineme aparat matematické teorie klimatu, je tfeba podotknout, Ze vSechny
momenty statistického staciondrniho fesSeni systému (8.1) jsou stabilni. Jinymi slovy,
nazirdme-li na dynamiku systému (8.1) jako na stacionarni ndhodny proces, predpo-
kladame stabilitu vSech momentt vic¢i malé perturbaci parametri systému. Odtud
vyplyva spojita zavislost momentd na parametrech vnéjsi perturbace, takze napt. pro
prvni momenty plati || — @1|| < C||du||, kde @, $1 jsou prvni momenty vychoziho
a perturbovaného feSeni, du predstavuje perturbaci parametru u, C' je konstanta.
7Z teoretického hlediska hodnota této konstanty neni dilezita. Prakticky vsak méa velky
vyznam, nebot udava citlivost modelu na ty perturbace, pfi jejichZ piisobeni pfechazi
nerovnost na rovnost.

Klimatolog povazuje v posledni dobé za prioritni kol objasnit anomalni vysoké
prizemni teploty vzduchu ve stfednich zemépisnych sitkach severni polokoule v obdobi
od 80. do 90. let. Pramérny ro¢ni nartst této teploty byva vysvétlovan ristem zimni
teploty nad sousi (proménnost teploty povrchu ocednu v zimnim i letnim obdobi je
v priméru prakticky stejnd). Z analyzy prvki meteorologickych poli dostavame, Ze
anomalni pfizemni teplota vzduchu byla pozorovana v centralni ¢asti Asie, Aljasky
a na severovychodé Kanady. Pevniny se anoméalné zahfivaji a oceany se ochlazuji.
Tato anomalni struktura dostala ozna¢eni COWL-index (chladny oceén, tepla pevnina
(citujeme [4])). Anomalni atmosféricka cirkulace se jevi tak, Ze zonalni slozka rychlosti
nad ocednem se zesiluje ve srovnani s klimatem. Anomalni cirkulace je ekvivalentné
barotropni.

Uvadi se [4], Ze rozdil mezi pfizemni teplotou v obdobich 1981-1990 a 1951-1980 ¢ini
0,56 K pro chladnou ¢ast roku, 0,20 K pro teplou ¢ast roku. Z rozdilu 0,36 K pfiblizné
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0,33K Ize pricist COWL-indexu. Projevuje se zde vliv fenoménu zvaného El Nifo,
coz je vysledny jev vyvolany interakci mezi atmosférou a Tichym oceanem. Projevuje
se pfechodnym zanikem studeného Peruanského motského proudu podél pobtezi Jizni
Ameriky a jeho nahrazenim teplym proudem z rovnikovych oblasti Tichého oceanu.
Tento jev vyvolava katastrofické desté na pobiezi, ma zhoubné nasledky pro motskou
fléru i faunu. El Nino je doprovazeno rozsahlymi zménami tlaku vzduchu v oblasti
mezi Austrélii a Jizni Amerikou, nazyvanymi ,jizni oscilace“, které maji vyrazny vliv
na vseobecnou cirkulaci (pfevzato z [6]).

Ptirozené pak vznika otazka: Jaky podil na trendu teploty ma vlastni dynamika?
Pro vSechna vysvétleni jiz popsanych jevi byly pfijaty dvé pracovni hypotézy. Bud
je anomalni dynamika prirozenym dusledkem moznych fluktuaci, nebo jde o odezvu
systému na jisté malé vnéjsi perturbace. Pak by ovSsem musel byt ,idealni* model
krajné citlivy na ptisobeni takovych vzruchi. Muze takova situace viibec nastat?

Pokusme se vytvorit teorii, kterd by uvedenou druhou moznost ptipoustéla. Vy-
chodiskem pro nés budou disipativni-fluktuac¢ni vztahy ziskané na zakladé systému
spliujicich Liouvilletv teorém, majicich kvadraticky integral pohybu, nachéazejicich
se v rovnovazném stavu a na druhé strané to bude dynamicko-stochasticky model
cirkulace s jeji zna¢né nizkofrekvenéni proménnosti [4]. Pouzitelnost disipativnich-
-fluktuacnich vztahi k liouvilleovskym systémitm, realizujicim trajektorii na atraktoru,
bude vénovana pozornost pozdéji®).

Budiz ddn dynamicky systém

8ui
ot

splitujici podminku nestlacitelnosti (divergence fazového toku je nulova)

> O _ (10.2)

=1; = Qi(u,t), weRN i=12... N, (10.1)

8ui
a pro ktery plati zakon zachovani

M= miiu; =0, (10.3)

kde m; > 0. Jestlize na systém (10.1) budou pisobit malé vnéjsi perturbace Jf;,
dostavame

V; = Qi<’l),t) + df;. (10.4)

Polozme du; = v; — u;. Pro dostateéné mala df; linearizaci (10.4) vii¢i u ziskdme vztah

t
Su; = G (t,t)of;(t) ', i=1,2,...,N,
J J
— Jo
J

3) Liouvilleav teorém fika, Ze tok feSeni hamiltonovského systému zachovava objem ve
fdzovém prostoru. Tehdy z Poincarého rekurentniho teorému vyplyva (viz 1. ¢ast ¢lanku),
ze fazovy bod na trajektorii s danou pocateéni podminkou se opakované navraci libovolné
blizko k ptivodni poc¢atecni podmince. Poincarého teorém je dostateéné obecny a nezavisi na
ergodicnosti pohybu. Pozaduje se jediné to, aby tok feSeni zachovaval fazovy objem.
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s Greenovou funkei G(t,t'). Piedpoklddame, Ze k pulzni perturbaci dojde v Case t = 0
a 6U7;|t:0 =0.

Uvazme nyni soubor trajektorii systému (10.1) generovanych souborem poc¢ateénich
dat systému a predpokladejme, Ze tento soubor generuje vicedimenziondlni norméalni

rozdeéleni )
P(u,t) = Cexp<—§ Zmluf) (10.5)
s normovaci konstantou C. Hustota pravdépodobnosti P spliuje Liouvilleovu rovnici
opr 0P,
il =0
675 Z aul ’

z niz po ptihlédnuti ke vztahtim (10.2), (10.3) a (10.5) dostavame

oP . .
E = —ZuzuzmzP =-MP=0.

7
Odtud vidime, Ze proces je staciondrni. Pak ovSem kovariantni matice B(t,t') =
= (u(t)uT(')) (lomenymi zévorkami je zde vyznaceno vystfedovani pres soubor) zavis
jen na rozdilu ¢’ — t a podle [4] miZeme psat

Gij = <é” (t,tl)> = ijij (t/ — t) (106)

Zapis (10.6) je jiz hledanym disipativnim-fluktua¢nim vztahem, ktery ¥ik4, Ze reakce
systému na malou pulzni perturbaci je analogickd reakci na pfirozenou fluktuaci.
Vyjdeme-li nyni z vyjddieni (10.6), miizeme urcit matematickou nadé&ji (stfedni hod-
notu) vyrazu pro du; po forméalnim pfechodu ¢ — oo a pro determinovanou funkci df:

<5u1> = Z /Ooo Gljéf] dt = Z/OOO ijij(Sfj dt. (107)

Je tfeba zdiraznit, ze takovy prechod je mozny pfi stabilnim pravdépodobnostnim
rozdéleni ve fazovém prostoru, ktery nenarusi libovolna ¢asové neménna perturbace.
Pokud §f; v (10.7) neni funkei ¢asu, odezva systému na tuto perturbaci nabyva

: 0
J

tvaru

a v maticovém zapisu bude
(6u)y = / B(r)dr B7Y(0)§f = A~15f. (10.8)
0

Protoze || (du)| < ||A7Y| ||6f|| a rovnost v (10.8) plati tehdy, kdyZ vektor f a piislusny
vektor matice A~! jsou kolinedrni, maximalni mo7né odezva systému v normé ||3f||
bude uréena maximalnim singuldrnim é&islem matice A=1.4)

4y Cisla u, kterd nejsou reguldrnimi hodnotami (reguldrnimi body, reguldrnimi ¢&isly)
operatoru T' v Hilbertové prostoru, nazvéme singularnimi hodnotami. Ta tvoii spektrum
operatoru 1. Operatorem je i ¢tvercova matice, a proto hovofime o singularnich cislech
matice, v naSem p¥ipadé matice A~!.
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Zapis (10.8) je vztahem, z néhoz vyjdeme p¥i analyze citlivosti disipativnich klima-
tickych modelt. Opravnénost takového kroku spociva na existenci pravdépodobnostni
invariantni miry na chaotickém atraktoru nami uvazovaného modelu a na predpokladu,
ze trajektorie modelu jsou realizace jistého staciondrniho ndhodného procesu. Tehdy
u; povazujeme za koeficienty v rozvoji hledanych funkci podle vlastnich vektoru
autokovariantni matice. Nazvéme je pfirozené ortogonalni funkce a oznacme je pro
struénost POF. Soudime o nich, ze jejich rozdéleni je normélni.

Provedme kvantitativni analyzu odezvy systému v pfipadé, Ze disperze Fourierovych
koeficientd v rozvoji hledanych funkci podle POF (disperze je uréitou mirou jejich
variability) v primeéru jsou stejné (m; = konst = a~!). Déle nechf matici B;; lze
aproximovat matici diagondlni B;; = a exp(—t/T;) [4]. Tehdy méme

(Oui) = /0(X> exp(—t/T;) dt of; = T; 6f;. (10.9)

Jestlize nyni |3f;| = |0f| pro vSechna i, z (10.9) dostavame, Ze pomér maximalni mozné
odezvy (du1) ke stfedni odezvé je roven

{bui)N ~ ThN
> (0ui) B > T

Vénujme se vztahu (10.10) trochu podrobnéji. UkdZeme, Ze (10.10) je mozno pova-
zovat za lokéalni prispévek disperze prvni POF v intervalu znac¢né nizkych frekvenci

k=

(10.10)

(0,w), pokud struktura prvni POF v rozlicnych intervalech spektra frekvenci bude
priblizné stejné [4].

K tomu budeme potiebovat spektralni hustotu redlného stacionarniho procesu s au-
tokovariantni funkei a exp(—t/T;). Pro takovou hustotu dostavame

2a0;

@2((4)) = 2a/0 exp(ft/TZ) coswtdt = m,

kde a; = 1/T;. V8imnéme si jesté energie nalezejici intervalu frekvenci (0, w):
. w
EW = n‘fl/ ®;(w) dw = 1~ *2a arctg(wTy).
0

Pak jiz muZeme psét, Ze pomér energie pfisouzené v intervalu (0,w) prvni POF
k celkové energii v tomto intervalu je

arctg(wT;)

kh==———F7>">——, ¢1=12,...,N. 10.11
! >, arctg(wT;)’ TS ( )
V limité w — 0 bude arctg(wT;) — wT;, a tedy
T
ki : (10.12)

:ZiTi.
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Presvédcili jsme se, ze (10.12) je az na konstantni faktor N ekvivalentni (10.10). Proto
muzeme jiz pfimo Tici, Ze maximalni citlivost klimatickych modelt a realného klima-
tického systému lze odhadnout na zakladé prezentace prvni POF (co do jeji disperze)
vici ostatnim POF zahrnujicim nizké frekvence. Kvantitativni charakteristika tohoto
yhizkofrekvencéniho* intervalu bude predloZena dale.

Doposud jsme pracovali se systémem rovnic (10.1), ktery byl ze tfidy liouvilleov-
skych (tj. hamiltonovskych) systémil, nebot byly splnény podminky (10.2) a (10.3).
Pokracujme v nasem 1sili o odhad maximalni citlivosti klimatickych modeld k vnéjsim
vzruchiim tentokrat jiz s disipativnim systémem rovnic

2 _

5 = Flom) +f, (10.13)

kde ¢ € RN a f nezavisi na ¢ase.’) Necht systém (10.13) m4 atraktor, na némz se
realizuje dynamicky chaos, ktery lze zakddovat jako nahodny stacionarni ergodicky
proces.

V prvnim pfipadé to znamen4, Ze dynamicky systém generovany (10.13) je stochas-
ticky. Tehdy dochézi k exponencidlnimu rozchézeni trajektorii systému vychéazejicich
ze dvou blizkych bodt ve fazovém prostoru, kazda trajektorie ve fazovém prostoru je
v ném hustd a dynamicky systém je systémem s misenim (mixing). Pod timto pojmem
rozumime obecné toto: Méjme dynamicky systém s fazovym prostorem H C RY
a méjme na H definovanou miru m. Potom plati tlin;om(A N S(t)B) = m(A)m(B)
pro vSechna m-métitelnd A, B € H. V druhém piipadé plati ergodické véta pro spojité
staciondrni procesy: Kdyz £(t) je spojity stacionarni proces, potom ndhodné proménné

T
vyjadiené integraly 7! / &(t) dt konverguji podle kvadratického stiedu pro T — oo
0 T
ke stiedni hodnoté u ndhodné funkce £(¢) a ndhodné proménné 71 / E(t+ T)E(t) dt

0
konverguji (podle kvadratického stiedu, tedy i podle pravdépodobnosti) ke korela¢ni
funkci B(7) daného procesu.
Vratme se k systému (10.13), ktery vystiedujeme v case. Budtez

t+T/2

p=T [ el p=tm g @ =5-s (10.14)
t—T/2 T—oo

kde ¢ nezavisi na t. Tehdy bude

oy’
ot

+A(@)e" = f". (10.15)

Operator A dostaneme linearizaci (10.13) viac¢i ¢. Budeme predpokladat, Zze
Re A(A) > 0 () jsou vlastni &isla operatoru A). Reknéme si jiz zde, Ze odhad maximalni

5) U liouvilleovskych systémt neexistuji atraktory a oblasti pritazlivosti. Fazovy bod na
trajektorii s danou pocatecni podminkou v pripustné ¢asti fazového prostoru se opakované
navraci libovolné blizko k ptvodni poc¢atecni podmince a mnozina nebloudicich bodu je cela
pfipustna cast fazového prostoru. Omezeni je dano tim, ze systém neni disipativni.
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citlivosti klimatického modelu (10.13) na malé vné&jsi perturbace, aktivujici disipativni
systém, bude shodny s odhadem maximalni citlivosti jiz uvedenym.

Tim, Ze pozadujeme, aby ReA(A4) > 0, vytvafime vlastné nezavisly pfedpoklad
o veli¢ing f. Pravé diky jemu disperze funkce ¢’ konverguje k nule pro T — oo a pak
pro dostatec¢né velké T' lze povaZovat ' za malou velidinu.

Dalsi krok spo¢iva ve formdlni Fourierové transformaci zépisu (10.15). ProtoZe plati

oo oo
o = / exp(iwt) dw, f' = / exp(iwt) f., dw,
—0 —o0
dostavame

iwel, + A(@)pl, = fi, = ¢, = (A+iwE) fL.
Jestlize ¢/, bude ndhodnym vektorem, autokovariantni matice pro ¢/, bude mit tvar

C={pLel "y = (A+iwBE) N fL L (AT —iwE) ™.

V limité w — 0 dospivame ke vztahu C' — (AT(f, f, 7)1 A)~1. Necht pro mala w je f/,
nahodny vektor se stejnou disperzi ve vSech ortogonalnich smérech baze v R . Tehdy
mizeme psét F = (f,f.7) = a2 E, kde E je identickd matice, a2 disperze v kazdém
7 téchto sméri a pii w — 0 pro autokovariantni matici C mame C = a2 (ATA)~L.
Jestlize jsou A; vlastni ¢isla autokovariantni matice C, Tr(C) je jeji stopa a o; singu-
larni ¢isla matice A, pak bude
2
Anax(©) _ 1/ Oumin_ (10.16)
Tr(C) 1)o7
Vsechny popsané operace a ziskané vysledky se odvijely od disipativniho systému
rovnic (10.13). Pokro¢me déle a vedle tohoto systému mé&jme na mysli rovnéz pertur-
bovany systém, v némz zaroven s funkci f bude i Jf:

% _

0
L~ F(pv )+ f+0f.

Po ¢asovém vystiedovani pro T — oo a za podminek 9@/t = 0@1 /0t = 0 po odecteni
obou rovnic médme F(p1, 1) — F(p,u) =0f. Na druhé strané pro f mizeme psat
of = A(®)dp, kde dp = @1 — @. Diky tomuto vztahu dostadvame

loell* < 1AM 10f11%,
180l max = AT 16fRIZ = (1/omin) 1fr]1>-

Rovnosti bude dosaZeno tehdy, budou-li fr a singuldrni vektor matice A kolinearni.

Nyni odhlédneme od normované veli¢iny ||0¢||max & vztdhneme ji na stfedni odezvu,

definovanou jako st¥edni aritmetickou odezvu na v8echna df;, kterd jsou v normé ||6fr||

stejna, tiebaZe urcend rozdilnymi singuldrnimi vektory matice A. Tim ziskdme vztah
||690||12nax H(;QOHIQnaxN (1/012111n)N

bol2 — Te(ATA)-LofrlZ >, 1/02) (10.17)
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MiZzeme se piesvéddit, ze zapisy (10.16) a (10.17) jsou ekvivalentni. Neméli bychom za-
pominat na to, ze pfi odvozovani téchto zavislosti vychazime z predpokladu o stabilité
systému (10.13) vi¢i malym konstantnim vnéj§im perturbacim.

Nez pokroc¢ime dale a pfistoupime k analyze horni hranice frekvence, vymezujici
interval znacné nizkofrekvencni nestélosti klimatu, provedme strucnou rekapitulaci
dosavadnich vysledkd. V rdmci ndmi uvazovanych aproximaci jsme dospéli k zavéru, ze
maximdlni citlivost klimatického modelu lze ur¢it podle prezentace (tj. podle disperze)
prvni POF pro nizkofrekven¢ni promeénlivost. Pro kvantitativni analyzu neni tfeba
znat evolucni operator ulohy, postacuje, budeme-li znat dostatec¢né dlouhy tsek tra-
jektorie a bude-li splnén piredpoklad o ergodi¢nosti. Zejména to je dtlezité pro studium
realnych klimatickych systémt. Vyrazna prezentace prvni POF bude zajisténa, pokud
minimalni singularni ¢islo bude blizké nule, tj. pfi témér , prostorové® rezonanci.

Zbyva nam vymezit horni hranici intervalu nizkofrekvenénich nestalosti klimatu. Jiz
dfive jsme uvedli, Ze nestalosti budeme rozumét zmény ,aktualniho“ klimatu, které
predevsim jsou disledkem nehomogenity atraktoru klimatického systému. AvSak také
miiZe jit o nestacionarni odezvu systému na zmény vnéjsich parametrt.

Za timto Ucelem vyjdeme ze vztahu (10.11), v némZz polozime T; > T;, i=
= 2,..., N. Tehdy pocinajice jistym wo mZzeme psat arctg(wT;) ~ wT;. Jestlize navic
pfihlédneme k faktoru N a klademe m; = a, pfejde (10.13) na (s pfesnosti az na malé
veli¢iny druhého Fadu)

TN
I — 1

N N
Ti + %CL)ZT:[ Tz
=1 =2

7

7

Pro mald w odsud dostavame A1 (C)/ Tr(C) ~ a/(b+ cw?), kde a,b,c > 0.

Pokud jde o odhad velikosti N v zapisu (10.11), vitbec nejde o trividlni zalezi-
tost. Je treba mit na zfeteli, Ze dynamika systému je soustfedéna na jeho atrak-
toru, jehoz dimenze je vesmés mensi nez dimenze fazového prostoru. Podle [4] 1ze
postupovat nasledovné. Méjme vektorovy stacionarni nahodny proces s autokova-
riantni matici C' = {ppT). Necht {1;} jsou vlastni vektory matice C' a {)\;} jeji

s

vlastni éisla. Polozme ¢ = ), a;1;. Protoze vektory {1;} jsou ortogonalni, pro energii

N
procesu dostavidme E = (¢,p) = Y. o?. Povazujme E za nihodnou veli¢inu s jis-
i=1
_ TN N
tym rozdélenim a pisme F = (E) = Y (a?) = > \;. Uvazme dale n&jaky dalsi ni-
i=1 i=1

N* _
hodny proces generujici energii £y = > 32, {3?) = konst, a to takovy, ze F = Fj,
i=1

((E— E)?) = {((Ey — E1)?). Za téchto podminek &islo N* udava pocet efektivnich
nezavislych stupnu volnosti vychoziho ndhodného procesu. Pfi normalnim rozdéleni
veli¢in «;, 3; bude

N* = (i Ai)Z (i A?)l.
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Obr. 1. Modelova pole potencidlu hladiny 500 hPa (severni polokoule) zprimérovana podle
riizného poc¢tu dntt N [4].

Vypocty ukazaly, ze pro kazdodenni idaje o vysce hladiny 500 hPa je N* ~ 30. To
znamend, ze pokud pro kovariantni matici C' pfi nizkofrekvencni nestalosti klimatu
plati Apax/ Tr(C) ~ 0,3, pak k ~ 10.

Zbyva nam provést analyzu predpokladi, na jejichz zakladé jsme dospéli k uve-
denym vysledkim. Poslouzi nam k ni zavéry numerickych experimentti s modelem

lednové cirkulace pfevzatym ze [4].
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Predevsim je tfeba odpovédét na otazku o ,strukturalni“ stabilité prvni POF, kterou
by mohla ovlivnit volba intervalu frekvenci, tj. velikost IV. Jestlize vénujeme pozornost
obr. 1 (obr. 4.8 v praci [7], na némZ jsou zakresleny prvni POF modelovych poli
geopotencionalu hladiny 500 hPa, zprimérovanych pies riiznd N dnt), neméla by nam
uniknout udivujici stabilita prvni POF.%) Poznamenejme, 7e blizkost mezi dennimi
a zpriamérovanymi prvnimi POF branymi pfes casovy interval jednoho mésice byla
pozorovana i pro realna data.

S~ — - =T
-3 "/ =

: 1 ] A L t
0 50 100 150 200 250 300

Obr. 2. Autokorela¢ni funkce AF pro Fourierovy koeficienty rozvoje hladiny 500 hPa (severni
polokoule, kazdodenni udaje). Silné je vyznacena prvni, ¢drkované druhd a erchované tfeti
POF (podrobnosti v textu) [4]. Na vodorovnou osu jsou vynaSeny dny.

Dale to bude otazka o aproximaci autokorela¢nich funkci exponencialnimi funkcemi,
kde pfedpoklddame, ze charakteristickd doba Gtlumu prvni POF je vétsi nez u ostat-
nich POF. Podle obr. 2 takovy pfedpoklad mé své misto. Z tohoto obrazku lze vycist, ze
dekrement Gtlumu pro prvni POF dosahuje hodnoty 21—5 dne a pro druhou tuto funkci
hodnoty kolem % dne. Z vysledkii uvedenych v [4] vyplyvd, Ze relativni disperze
pfipadajici na prvni POF monoténné naristd pri zvétsujicim se casovém intervalu,
podle néhoz provadime vystfedovani v case. K jeji saturaci dojde asi po 100 dnech na
hladiné ~ 0,3, zatimco saturace druhé POF nastava asi kolem hladiny 0,1 (obr. 3).
To znamend, Ze pomér disperze prvni a druhé POF pro velké Casové intervaly ¢ini
~ 3. Podle [4] odhadem tohoto poméru muZe pomér charakteristické doby utlumu
odpovidajicich autokorela¢nich funkei Ty /T> = % = 2,5. Za predpokladu, ze i druha
POF je strukturalné stabilni, mizeme takovy odhad povazovat za vyhovujici.

Abychom mohli demonstrovat to, Ze vnéjsi perturbace urcité struktury mize vyvolat
velkou odezvu (pfi stejné normé), obratime pozornost k numerickym experimentiim

s ruznymi verzemi modeltl vSeobecné cirkulace atmosféry navrzenych v Institutu

%) Geopotencidl (potencidl spojeny s tihovym polem Zemé) je ekvivalentni potencialni
energii ¢astice o jednotkové hmotnosti vzhledem ke zvolené nulové geopotencialni hlading,
kterou ztotoznujeme se stfedni hladinou motre. Geopotencidl ¢ je spojen s geometrickou
vyskou z vztahem ¢ = [ gdz, kde g je velikost tihového zrychleni (citujeme podle [6]).
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Obr. 3. Procentudlni piispévek disperze o pfipadajici na kazdou z péti POF jako funkce
intervalu vystifedovani [4]. Na vodorovnou osu jsou vynaSeny dny.

numerické matematiky RAV (citujeme podle [4]) s pfihlédnutim k dennimu chodu
radiac¢nich tok (model M1) a modelu M2, v némZ na tyto toky nebyl brén zfetel.
Bylo prokazéano, ze klimatické charakteristiky dynamiky generované témito modely se
od sebe lisi. Model M2 napftiklad jevil desetiprocentni citlivost na zmény koncentrace
ozénu v prizemni vrstve, zatimco reakce modelu M1 na takové zmény nebyla prakticky
pozorovana. Déle ¢tverec normy anomalie zonalné vystfedované komponenty zonalni
rychlosti (zondlniho pfenosu) pro M2 desetindsobné pfevysil ¢tverec normy anomaélie
vytipované u M1. Tyto tidaje plati pro severni polokouli. Pfitom struktura odezvy
v M2 byla blizka k prvni POF (pfispévek prvni POF k odezvé zonélni vystiedované
slozky rychlosti vétru dosahoval hodnoty 0,64), avSak v pfipadé M1 tomu tak nebylo.
Je tfeba se zminit i o tom, Ze v obou pfipadech prvni POF spoctend z mésic¢nich
prumérta dat o zonalné vystfedované zonalni komponenté vétru se velikosti disperze
ligila od druhé POF (0,53 a 0,15 pro M1 a 0,41 a 0,19 pro M2). P¥{¢inou rtzné odezvy je
rozli¢na struktura pfislusnych ortogonalnich funkci ve vyskach s prokdzanou anomalii.
Ukazuji to i vysledky numerického experimentu s umélym zdrojem tepla ve spodni
stratosféfe, o némz je zminka v [4].

11. Komentar na zavér

N4&s prispévek rozvrzeny do dvou na sebe navazujicich ¢asti lze oznacit jako pokus
o netradi¢ni a v nasi odborné verejnosti dosud nevzity pristup ke studiu klimatu
a jeho zmén, vychdzejici z kvalitativni dynamiky [4]. Ta stavi na pojmu dynamického
systému, jehoZ matematicky model je obvykle predstavovan soustavou diferencialnich
rovnic, obycejnych i parcidlnich. Pavodné specidlni metoda v teorii diferencidlnich
rovnic se zahy osamostatnila a pronikla do teoretickych disciplin pfirodnich véd. V po-
slednich letech silné€ poznamenala i rozvoj teoretické meteorologie, kde se uplatnuje pti
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analyze nestabilnich tloh dlouhodobé predpovédi pocasi v souvislosti se stochasti¢nosti
rezimu vseobecné cirkulace atmosféry, avsak také pri vystavbé matematické teorie
klimatu. V této oblasti je dilezitou tlohou ziskani invariantni miry, soustfedéné na
atraktoru klimatického systému, jehoz evoluce miize byt zfejmé popsana systémem
rovnic termohydrodynamiky a je plné determinovand. Pfedpokladali jsme, ze model
klimatického systému je globalné fesitelny (plati teorém o existenci a jednoznaénosti
feSeni tohoto systému). O pokusech, za jakych podminek je mozno takovou miru
nalézt, jsme pojednali v 1. ¢asti naseho ¢lanku, kde jsme vysledky teorie aplikovali na
jeden z modelu vSeobecné cirkulace atmostéry nad regionem severniho Atlantiku [2].

Neméné dulezitym pocinem je studium otazek prediktability klimatickych zmén,
vyustujicich do ,klimatickych katastrof“. S odkazem na dostupnou literaturu byl
problém stability klimatu vii¢i malym vnéj$im perturbacim preformulovan na problém
stability statistickych deskriptori atraktoru ,idealniho“ modelu klimatu. Ponékud
stranou nasich zajmu ztstala otdzka, zda takovy model vibec existuje (viz pfedpo-
klad 2 v kapitole 2 prvni ¢asti pfispévku). Jestlize prioritnim tikolem v prvni ¢4sti
byla konstrukce invariantni miry soustfedéné do okoli stacionarnich boda klimatického
systému, pak v jejim pokradovani to bylo hleddn{ maximalni mozné odezvy (odhadu
maximalni citlivosti) klimatického systému na malé vnéjsi perturbace. Odhad byl pro-
vadén za pfedpokladu stability klimatu. Své misto zde ma prokazana souvislost mezi
vlastnimi funkcemi operatorti generovanych operatorem ulohy a vlastnimi funkcemi
kovariantni matice. Z pfislusnych vztahi lze vyjit pti kvalitativni diagnéze ,stupné
excitace nizkofrekvencnich oscilaci barotropni komponenty atmosférické cirkulace.
Obé zde prezentované ulohy, z nichz v prvni jde o invariantni miru na atraktoru
klimatického systému a ve druhé o odhad citlivosti tohoto systému na vnéjsi vzruchy,
je z praktického hlediska obtizné od sebe oddélit.
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