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Hyperbolické systémy, entropie
a metoda konecnych objemt

Mirko Rokyta, Praha

1. Hyperbolické zakony zachovani

Mnoho fyzikélnich zdkoni lze vyjadiit ve tvaru zdkoni zachovani, at jiz jde o zékon
zachovani hmoty, momentu, energie nebo jiné veli¢iny. Obecné lze takové zakony
zachovani zapsat jako systém m parcidlnich (obvykle nelinedrnich) diferencidlnich
rovnic v jedné casové a n prostorovych proménnyjch:

ou = 0 n
E+;a—%fj(u):o v R" x (0,T). (1)

Nezndmou v tomto systému rovnic je hledand (obecné vektorova) funkce,
u=u(z,t) : R* x {0, Ty > R™ u = (u1,...,un). Z fyzikalniho hlediska je u onou
veli¢inou, jejiz zachovévéani systém (1) popisuje. Pfesnéji fec¢eno, [, u(z,t)dz pred-
stavuje celkové mnozstvi veli¢iny u v oblasti {2 v ¢ase t. Zadané obecné nelinearni
funkce f; € C*(R™;R™) predstavuji pro j = 1,...,n toky dané veli¢iny u. V takové
oblasti (2, pFes jejiz hranici 02 ,nic netece, tedy v niz plati faﬂ flu)-vdS =0, kde

v=(v1,...,Vn) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k {2, plati podle Greenovy véty
n a n
nyj(u)dx: > fi(w)v;dS =0,
255 9% o2 55

coz spolu s (1) dava (pfi vhodnych matematickych predpokladech)

ou

d
— tyde = [ —(z,t)dz=0.
dt/ﬁu(x7 )dx /I2 at(z, )ydz =0

Posledné uvedenou rovnici je tak vyjadfen fakt, Zze mmnozstvi veli¢iny u v takové
oblasti {2 skute¢né zistava v Case konstantni, zachovava se.
Systém (1) ¢asto dopliiujeme o pocateéni podminku tvaru

u(z,0) = up(x) v R, (2)
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kde funkce uy popisuje pocatecni rozlozeni veli¢iny u a je nejcastéji uvazovana v pro-
storu vSech esencidlné omezenych funkci, ug € L>(R™; R™). Problém (1)—(2) tak tvorfi
pocatecni (Cauchyovu) tlohu.

7 matematického hlediska maji zdkony zachovani jednu dilezitou vlastnost, a sice
7e systém rovnic (1) mé hyperbolicky charakter. Nebude mozna na Skodu, kdyz
pripomeneme definici tohoto pojmu.

Oznac¢me nejprve symboly

Df;
Ai(u) = =(u 3
() = 2 () (3)
Jacobiho matice rozméru m x m, sestavené z derivaci funkei f;, a pro libovolny ¢iselny
vektor a = (a1, ..., a,) € R™ ozna¢me dale

Ao, u) == Z o A (u). (4)

Systém (1) se pak nazyva hyperbolicky (pFesné&ji hyperbolicky v bodé u), pokud pro
libovolné a € R™ mé matice A(a, u) pouze redlnd vlastni ¢isla a je diagonalizovatelna.
Systém (1) se dale nazyva striktné hyperbolicky, pokud jsou vlastni ¢isla matice A(a, u)
redlnd a navzajem ruzna. Striktné hyperbolicky systém je evidentné hyperbolicky.
Vice o obecnych ¢i zakladnich vlastnostech hyperbolickych systémt viz napiiklad
prace P. Laxe [7], z posledni doby viz nap¥. knihu J. Smollera [13] nebo monografie
E. Godlewské a P. A. Raviarta [3] ¢i D. Serreho [11].

Véty o lokalni existenci a jednoznacnosti feSeni obecného hyperbolického systému
patii dnes jiz ke klasickym vysledktim. Jako reprezentanta této skupiny tvrzeni vy-
birdme nésledujici vétu, kterou lze (dokonce v obecnéjsim tvaru) nalézt v ¢lanku
J. Raucha [9]. O této praci zde jesté bude Fe¢ (viz véta 1.5).

Véta 1.1. Necht systém (1) je strikiné hyperbolicky v okoli bodu u a mecht neli-
nearity dlohy spliugi f; € C°(R™;R™). Potom existuje T > 0 a funkce u = u(zx,t):
R™ x (=T, Ty — R™, kterd je jednoznacéné urcenym fesenim Cauchyovy ulohy (1)—(2)
s poédtecni podminkou ug = u. Pritom u —u € C®(R" x (=T, T)).

Zatimco vysledek o lokdlni existenci, jednoznacnosti a regularité klasického feseni
rovnice (1) je tedy k dispozici i v pfipadé obecného systému rovnic ve vice prostorovych
proménnych, nemusi mit rovnice (1) na pfedem daném casovém intervalu (0,7)
klasické feSeni, a to ani v nejjednodussim pripadé, kdy jde o jednu rovnici v jedné
prostorové proménné (n =m = 1) a data tlohy, tedy funkce f; a ug, jsou nekoneéné
hladké (viz napf. [13], [3]). Ostatné fakt, Ze i poklidné proudici vzduch muze ¢asem
doproudit k razové viné, a tedy nespojitosti v popisovanych veli¢inach, je vseobecné
znam. Tato skutecnost nas nuti prirozené pracovat s pojmem slabého reseni, tj. pouze
lokalné integrabilni funkce w, spliujici pro lokdlné integrabilni data wug integralni
identitu

/0 /nu(x,t)~g—f(x,t)dxdt+

+j§/0 /n Ji (U(x,t)) . 8_$cj(x’t) dxdtJr/ uo(z) - p(x,0)dz =0 (5)

n
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pro viechny hladké testovaci funkce ¢ € C3(R™ x (0,7); R™) s kompaktnim nosi¢em.
Slabé tesent hyperbolického problému vsak, jak je rovnéz zndmo, nemusi byt uréeno
jednoznacné. Presnéji feceno, tfida slabych feseni obsahuje obecné i funkce, které
formalné ve slabém smyslu rovnici (5) spliuji, fyzikalni interpretace takovych feseni
je vSak sporna (jde napiiklad o nefyzikdlni rdzové vlny, porusujici druhy princip
termodynamiky apod., viz napf¥. [13], [3]). Existuje pfipad skaldrni rovnice v jedné
prostorové proménné, kterd ma pro danou (nespojitou, lokalné integrabilni) poéatecéni
podminku ug nespoéetné mnoho slabych Feseni (viz napf. [13] nebo [8], kapitola 2).
K dosazeni jednoznacnosti feSeni, korespondujici s fyzikalnim nahledem na feSeni
systému (1), je tak potfeba poZadovat, aby slabé FeSeni spliiovalo kromé ptvodni rov-
nice jesté néjakou dodatecnou podminku, schopnou efektivné vybirat mezi vhodnymi
kandidaty feseni fyzikalné pripustné.

Fyzikalni motivace nas vedou k zavedeni nékolika takovych selektord. VSimnéme si
kratce dvou z nich.

Definice 1.2. Bud u slabym FeSenim rovnice (1). Funkci v nazveme limitou vazkych
Tesent, pokud existuje posloupnost hladkych feseni uj, systému

ot 0
—_ —_— I €) = € n +
5 +]E:1 oz, fiw®) =eAu® vR" xR (6)

(s e = e > 0), konvergujici k funkci u v silné topologii prostoru L! pro e — 0+. Zde
Au = (Aug, ..., Auy,).

Definice 1.3. Bud u slabym feSenim rovnice (1). Funkci u nazveme slabym entropickym
resenim, pokud spliiuje tzv. entropickou nerovnost

U (u) =~ 0
+ — F;(u) £0 ve smyslu distribuci 7
pro kazdou konvexni entropii U a ji pFislusné tzv. entropické toky F;. P¥itom (mate-
matickou) entropii nazgvame kazdou takovou funkci U € C?(R™), pro kterou existuji
funkce Fj : R™ — R, zvané pak toky entropie, spliujici tzv. rovnice kompatibility

== vj=1,...,n, £=1,...,m. (8)

Clen na pravé strané rovnice (6) se vétsinou interpretuje jako vazkost, jejiz velikost
je vyjéddiena koeficientem e > 0, resp. € = 0 pro nevazky pfipad (1). Prvni z obou
definic tak reflektuje nézor, ze fyzikdlné spravnd feSeni nevazké tlohy (1) jsou ta,
kterd jsou limitou FeSeni tzv. vazkych (téz ,disipativnich“) aproximaci (6) ptivodni
ulohy (1). Tato podminka v sobé zaroven skryva jeden z moZnych postupt nalezeni
feSeni rovnice (1): nalézt nejprve (hladka) feSeni u® (kvazilinedrni, a tedy mnohem lépe
Fesitelné) rovnice (6) a pokusit se o limitni pfechod € — 0+. Tato metoda se nazyva
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nékdy metodou ,umélé vazkosti“. Poznamenejme rovnou, ze v piipadé obecného
systému narazi tato metoda na technické problémy spojené se skutecnosti, ze je velmi
obtizné ziskat dostatecné silné apriorni odhady, které by zminény limitni pfechod
umoznily.

Pomérné zndm4 a ¢asto pouzivand entropickd podminka (7) pFipousti jednu zajima-
vou interpretaci. Pfedpokladejme, Ze existuji hladka feSeni systému (6), pfendsobme
k-tou rovnici tohoto systému vyrazem OU (u®)/Ou, a se¢téme takto vzniklé rovnice
presk = 1,..., m. Provedeme-li sloZzena derivovani a predevsim pouzijeme-li pfi iprave
prostfedniho (konvektivniho) ¢lenu podminky kompatibility (8), dospéjeme k rovnici

U (uf) = 0 °) Oug Oug _
—F =cA — A ).
ot +Zaxj j(u5) = e AU(u ¢ Z Z 3uk aw Oxj Ox; ~ = e AUw)- (9)

j=1 j=1k,t=1

Pfi odvozeni zavérecné nerovnosti jsme vyuzili konvexity entropie U, tedy informace
o pozitivni definitnosti kvadratické formy druhjch derivaci funkce U.

Predpokladame-li, Ze existuje limita u vazkych feseni u° ve smyslu definice 1.2 a ze
tato konvergence pfipousti v nerovnosti (9) limitni pfechod pro e = ¢, — 0+ (alespon
ve smyslu distribuci), obdrzime jako vysledek tohoto limitniho pfechodu entropickou
nerovnost (7). Tato tvaha ndm umoziiuje uvédomit si, Ze feSen{ hyperbolickych zakoni
zachovani, ziskand metodou umélé vazkosti ve smyslu definice 1.2, jsou automaticky
i entropickym feSenim (viz téz napt. [13]). Tato zajimava souvislost ponékud stird
nadech mysti¢nosti, ktery entropickou nerovnost jiz desetileti provéazi a pfedstavuje
ji v mnohem prirozenéjsim svétle: jednou z moznjch jejich interpretaci je to, zZe
wzastupuje roli vazkosti v nevazkych déjich“ a pomaha tak preferovat ty nevazké déje,
které ,maji blizko k déjim vazkym®.

Vsimnéme si nyni kratce nékterych teoretickych vysledkt dosazenych pro jednotlivé
typy hyperbolickych zakont zachovani.

e Skalarni rovnice. V pripadé jedné rovnice ve vice prostorovych proménnych
(m =1, n 2 1) je otdzka existence (a jednoznacnosti) zodpovézena slavnou Kruzko-
vovou vétou z r. 1970.

Véta 1.4 (Kruzkov (1970), [6]). Necht m =1, n =21, up € L=(R"), f; € C'(R) pro
j=1,...,n. Potom pro kazdé T >0 existuje pravé jedno slabé entropické resSent
u e L*(R™ x (0,T)) Cauchyovy ilohy (1)~(2).

e Obecny systém v jedné prostorové dimenzi. V pfipadé obecného systému hy-
perbolickych zékonii zachovani v jedné prostorové proménné (tedy m = 1,n =1v (1))
doslo k vyznamnému pokroku v roce 1965, kdy J. Glimm ve svém fundamentalnim
¢lanku [2] dokézal globalni existenci slabého entropického FeSeni pro pocéateéni pod-
minku ug s malou totalni variaci. Zduraznéme, Ze véta nefikala nic o jednoznacnosti
takovéhoto fesSeni.
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Dalsi pokrok pfinesla az metoda uzivajici konstrukce nazyvané wave-front tracking.
Zakladni myslenky tohoto postupu zformulovali C. M. Dafermos v roce 1972 pro
skalarni rovnici v jedné prostorové proménné a R. DiPerna v roce 1976 pro systém
dvou rovnic v jedné prostorové proménné. K vyznamnému priilomu doslo v 90. le-
tech, kdy tuto metodu zdokonalili a rozsitili na pfipad m rovnic v jedné prostorové
proménné A. Bressan a jeho spolupracovnici. Ve t¥idé entropickych feseni s malou
totalni variaci dokdzali jednozna¢nost (globédlné existujiciho) slabého entropického
feSeni a lipschitzovsky spojitou zavislost feSeni na pocate¢ni podmince. Protoze pfesna
citace vysledku by si vyzadala zavedeni fady novych pojmt a technickjch detailt,
odkazujeme CGtendfe zejména na Bressanovu knihu [1], kde se rovnéz mize docist
o vSech vysledcich zminénych v tomto odstavci.

Ukazuje se rovnéz, ze podminka malé pocatecni totalni variace je v kontextu
entropickych FeSeni podstatnd, jak ukazuje vysledek M. Severa z roku 1989 [12].
Sever nasel priklad ryze nelinearniho, striktné hyperbolického systému péti rovnic
v jedné prostorové proménné a pocateéni podminku ug € L NBV(R) s ,velkou®
totalni variaci tak, ze Cauchyova tloha (1)—(2) mé vice nez jedno slabé entropické
feSeni.

e Obecny systém ve vice nez jedné prostorové dimenzi. Jednou z mozZnosti,
jak pojednat tuto ¢ast, by bylo vynechat na tomto misté prazdnou stranku a zddraznit
tak skutecnost, Ze o existenci a jednoznacnosti feSeni v pripadé vicedimenzionalniho
systému ve vice prostorovych proménnych (tedy m > 1, n > 1 v (1)) se toho vi velmi
malo.

Protoze neni nasim hlavnim cilem podrobnéji studovat vlastnosti obecnych hyper-
bolickych systémi, ilustrujme zde pouze kratce obtize spojené s jejich Fesenim. Jde
predevsim o to, ze standardni metoda nalezeni pfibliznych feSeni v, at jiz jde o FeSeni
ziskand metodou mizejici vazkosti (jako tomu bylo v pfipadé jedné rovnice), ¢i FeSeni
ziskan4 jingmi metodami (naptiklad pomoci ,,wave-front tracking®), v pfipadé systémii
ve vice prostorovych dimenzich selhava. Hlavni potizi napiiklad metody mizejici vaz-
kosti je pfitom nedostatek apriornich odhadi, nezavisejicich na e, které by umoznily
limitni pfechod € — 04-. Pfipomenime, Ze ani v nejjednodussim pripadé jedné rovnice
v jedné prostorové proménné nelze ocekavat horni odhad norem gradientd nezavi-
sejici na e, nebot normy gradient aproximujicich feSeni u® typicky zaviseji na 1/e
(viz [13] nebo [8], kapitola 2), pfiGemz tento odhad nelze zlepsit. Klasickou metodu
kompaktnosti (kompaktni vnofeni Sobolevovych prostort do prostorii Lebesgueovych)
tedy nelze pouzit. V pripadech obecného systému v jedné prostorové dimenzi hral
proto dtlezitou roli apriorni odhad totalni variace aproximujici posloupnosti a Hellyho
kompaktni vnofeni prostoru funkci s kone¢nou variaci do prostoru L'.

Jak se v8ak ponékud prekvapivé ukdzalo v poloviné 80. let, nelze ani metodu zalo-
zenou na kompaktnim Hellyho vnofeni v obecném pfipadé pouzit. K tomuto poznéni
prispél predevsim piekvapivy vysledek J. Raucha z roku 1986, ktery zde pro tplnost
uvedeme.
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Véta 1.5 (J. Rauch (1986), [9]). Za stejngch predpokladi jako ve vété 1.1 plati: Necht
existuji konstanty ¢ > 0, T > 0 takové, Ze fedeni u Cauchyovy ulohy (1)—(2) s poddtecni
podminkou ug = u splriuje nerovnost

/ |Vou(t, z)|de < c/ |V,u(0, )| dz. (10)
Rﬂ. Rﬂ.
y __Dfj e )
Polozme (srov. (3)) A;(u) == Du (u). Potom pro kaZdé j,0 =1,...,n plati
U
(@) - Adlm) = Au(E) - Ay (7). (1)

Pfipomenme, ze za predpokladt véty 1.1 lokalné existuje hladké feseni daného
hyperbolického systému, které je automaticky na intervalu své hladkosti feSenim entro-
pickym [3]. Pro hladké funkce s kompaktnim nosi¢em je L!-norma gradientu, vyskytu-
jici se v (10), ekvivalentni s virazem TV o (u) := Sup e s (oirn), ¢l <1 S udivpde,
definujicim totalni variaci. Rauchova véta tedy rika, ze hyperbolicky systém mtze
mit feSeni, jejichz totalni variace je v néjakém kladném cCase konecna pouze tehdy,
kdyz komutuji Jacobiho matice derivaci nelinearit dané rovnice. Tento prekvapivy
vysledek si zaslouzi kratky komentar. V piipadé hyperbolického systému v jedné
prostorové dimenzi (n =1, m = 1) je nutnd podminka (11) splnéna trividlng, nebot
jedind matice A; jisté komutuje sama se sebou. Podobné je tomu i v pfipadé jedné
rovnice v libovolné prostorové dimenzi (n 2 1, m = 1), kdy vSech n matic A; mé
rozmér 1 x 1. V pfipadé obecného systému ve vice nez jedné prostorové promeénné
(n > 1, m > 1) vSak Rauchova véta 1ik4, Ze (lokalné existujici hladké) feseni u nemuze
mit v libovolném kladném case konecnou variaci v ptipadé€, kdy matice nelinearit neko-
mutuji, a tedy neni splnéna podminka (11). Situace, kdy matice nelinearit nekomutuji,
vSak neni pro fyzikalni systémy nikterak netypicka, je to i pfipad Eulerovych rovnic
popisujicich nevazké stlacitelné proudéni ve vice nez jedné prostorové dimenzi (viz [9]).

Existence (v jakémkoli rozumném slova smyslu) a jednoznacnost feseni Cauchyovy
ulohy (1)—(2) na ¢asovém intervalu predepsané délky je tak v obecném ptipadé m > 1,
n > 1 stale otevienym problémem (viz napf. [1]), jehoZ FeSeni se zd4 v dohledné dobé
nedosazitelné.

Vyzbrojeni témito zakladnimi znalostmi o existenci a jednoznacnosti feseni hyper-
bolickych systémi muzeme prikrocit k jejich numerické aproximaci.

2. Metoda koneénych objemu

Piiblizné feseni Cauchyovy tlohy (1)—(2) lze v zdsadé hledat jednou ze tii nej-
(MKD), metodou koneénych prvki (MKP) nebo metodou konecéngch objemi (MKO).
Pokusme se kratce, aniz z prostorovych diivodti poddme pifesné charakterizace téchto
metod, nastinit nékteré jejich hlavni rysy a odliSnosti. Pro nazornost budeme pracovat
ve dvou prostorovych dimenzich.
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Jednou z hlavnich odlisnosti zminénych metod je to, z jaké formulace feSené tlohy
vychézeji. Zatimco pro metodu siti je vychozim bodem klasicka, tedy diferencialni
formulace tlohy, metoda koneéngch prvki vychédzi ze slabé (variaéni) formulace tlohy
a metoda kone¢nych objemt z integralniho tvaru dané dlohy. Metoda siti pak (zjedno-
dusené feceno) predpoklad4, ze hledané ptiblizné feseni se vycisluje v uzlech kartézské
sité, vzniklé jako kartézsky soucin délicimi body rozdélenych intervalti. Spoleénym
rysem metody konecnych elementti a metody konec¢nych objemi je naproti tomu schop-
nost prirozené pracovat na obecnéjsich oblastech. Typicky je napiiklad predpoklad, ze
oblast 2 C R?, na které se hled4 pfiblizné feseni, je triangulovdna, tj., zhruba Feceno,
7e lze psat 2 = |J T}, kde J je indexova mnozina a 7T; jsou uzaviené trojuhelniky,

j€J
v obecném pfipajdé uzaviené konvexni mnohothelniky s r vrcholy. Hovofime o trian-
gulaci 7j, := {Tj,ﬁ =U Tj}, kde h := sup; diam(7}). Od triangulace pozadujeme
jeJ
obvyklé vlastnosti (nap]fikla,d podminky kladené na miniméalni a maximélni tthly vSech
elementt triangulace).

Metoda koneénych prvki je znaméjsim sourozencem metody konecnych objemt. Co
ji pfedev§im (mimo jiné) charakterizuje, je skutecnost, Ze se o pfiblizném FeSeni uy,
predpoklada, ze je po ¢astech polynomidlni na elementech T} a spojité (pfipadné véetné
nékterych derivaci) na spoleénych hranicich elementt S, := T; N Tp. Funkce uy, se pak
hleda jako prvek kone¢nédimenzionélniho podprostoru Xj prostoru V', ve kterém lezi
slabé feSeni ptivodniho problému. U metody koneénych objemil typicky predpokla-
dame, Ze priblizné feSeni je po ¢astech konstantni funkce uy, kterd je na spoleénych
hranicich element@i S;; obecné nespojitd. Zda se tedy prirozenéjsi pouzit metodu
kone¢nych objemi vSude tam, kde se ocekavaji nespojitosti v TeSeni, coz je typicky
pfipad u nelinearnich hyperbolickych zakont zachovani. Jak si za chvili vSimneme,
je dalsi dilezitou vlastnosti metody kone¢nych objemi jeji schopnost pfirozené vnést
do schématu takzvanou numerickou vazkost pomoci jevu zvaného upwinding, coz ma
v konecném dtisledku vliv na schopnost schématu nalézt mezi vS§emi moznymi feSenimi
problému pravé ona fyzikalni, entropicka, ktera nas nejvice zajimaji. Touto metodou
se nyni budeme zabyvat podrobnéji.

Metoda koneéngjch objemd (viz napf. [4]) tedy pfedpoklada, ze pfiblizné feSeni wy,
Cauchyovy tlohy (1)—(2) je funkce po ¢astech konstantni,

up(z,t) = uf

pro z €T}, ty St <tggr- (12)
Pocateéni podminku ug lze ve vétsiné praktickych pripadi aproximovat napiiklad
predpisem u? = up(x;), kde z; je t&zisté elementu T, mé-li tato hodnota smysl. Pro
obecnéjsi funkci ug € Lj,, lze naptiklad definovat u) := |Tj|~* ij uo(x) da.

Nejjednodussi variantou metody konec¢nych objemi, na které se pokusime ilustrovat
skutecnost, ze pravé tato metoda se jevi jako nejvhodnéjsi pii feSeni hyperbolickych
zakonu zachovani, je explicitni schéma prvniho fadu, charakterizované predpisem

At &
u;?+1 = uf — m Zgjg(u;”', uﬁfz)7 (13)
I e=1
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kde 7 je pocet stran elementt T;. Pritom u?e zde oznacuje hodnotu priblizného
feSeni v Case tr na elementu Tj,, ktery je sousedni k elementu 7;. Cleny tohoto
schématu si zaslouzi kratky komentéi. Zatimco vyraz (1/At)(u; kbl _ ;“) je jednoduché
diferen¢ni aproximace ¢asové derivace, zbylé ¢leny rovnice (13) predstavuji aproximaci
konvektivniho ¢lenu v rovnici (1) a odrazeji tuto zédkladni myslenku metody koneénych
objemi: Pro hladké funkce f plati podle Greenovy véty

v50)~ gog f, 9= fp 1 T|Z/ Juin \T|Z”J“’” -

Zde z; je tézisté elementu T}, zj, stfed strany Sj,. Déle vj, je jednotkovy vek-
tor vnéjsi normaly, sméfujici z T; do sousedniho elementu Tj,, a Ve := vjg|S;el.
Clen f(zj¢)v;¢ predstavuje aproximaci toku veli¢iny f(u) ¢4sti hranice Sj; ve sméru
vektoru vnéjsi normély. Tato hodnota toku je numericky aproximovana numerickym
tokem gjg(u§7ué?€), ktery uvazuje hodnoty u?, u?e ptiblizného feSeni, lezici po obou
stranach Sj.

Na funkci gjo : R™ x R™ — R™ klademe tyto zékladni pozadavky: pro vSechna
R > 0 existuje ¢4(R) > 0 takovd, Ze pro vSechna u,w,v,v € Br(0) plati

|g5¢(u,v) = g50(@,0)| < cg(R) h(lu—1a| + v —7]), (15)
gj@(uvv) = 79[]’(1}’ u)7 (16)
gje(u, u) = f(u)vje. (17)

Podminka (15) je vyjadfenim lokalni lipschitzovské spojitosti numerického toku g;¢
(stdle mame na mysli pfipad dvou prostorovych proménnych, ve kterych |S;¢| ~ h,
odtud ono h na pravé strané vztahu (15), které by pro z € R™ bylo nahrazeno
virazem h"~1). O podmince (16) hovofime jako o konzervativité numerického toku.
Kone¢né podminka konzistence (17) je vyjadienim jiz diskutované zdkladni myslenky
metody koneénych objemt (vztahy (14) a (17) osvétluji tvar pravé strany v (13)).

V ptipadé skalarni rovnice (kdy i numericky tok g;r : R x R — R je skalarni veli¢ina)
je velmi dulezita podminka monotonie numerického toku, ktera rika, ze

gje neklesd v prvni a neroste ve druhé proménné. (18)

Pravé tato nenapadnad podminka v sobé skryva onen jiz zminény upwinding, ktery
vnasi do numerického schématu umeélou, numerickou vazkost. Ukazuje se, ze zejména
v dtsledku toho monoténni schémata konverguji k entropickému feSeni hyperbolickych
zakond zachovani.

Pokusme se tyto skutecnosti ilustrovat pro nazornost na velmi jednoduchém jedno-
dimenzionalnim linedrnim pripadé, tedy na rovnici

ou ou
- — = 1
5 T, =0 a#0 (19)
kterou aproximujeme (v souladu se znacenim (12)) vyrazem
k+1 _ ok
Y Y k
— =+ Vi=0. 20
At Y (20)
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Pro nahradu prostorové derivace, tedy pro vyraz Vk milzeme pouzit nejbéznéjsi
centralni (Vk C”‘”‘) resp. tzv. ,,upwind“ (V"”‘ Uk) d1ferenc1

k k k_ .k k k
uf o —ul uf —uf uf g —ul
Chi=q 971 resp. UFi=at L L 2L I 21
7 2h P n h (21)
kde a := max(a,0), ¢~ := min(a, 0). Struktura vyrazu UF vyjadiuje skutecnost, ze

pro a > 0 se pouziva zpétna a pro a < 0 dopfedna prostorova diference. To je v souladu
s tim, co vime o FeSeni u rovnice (19), ve které koeficient a # 0 urc¢uje smér $ifeni
charakteristik. Napfiklad v pfipadé a > 0 sméfuji charakteristiky ,zleva doprava“,
tedy je v poradku, ze uvazujeme zpétnou prostorovou diferenci, preferujici informaci
prichézejici ,zleva“. Pouziti U ]k tedy vede ke schématu, které respektuje smer lokdlnich
charakteristik ulohy — provadi aproximaci prostorovych derivaci v souladu s tim,
z které strany prichazi informace o hodnotach fesSeni, tedy jaksi ,po vétru“ neboli
up-wind.

PfepiSeme-li navic schéma (20), ve kterém pouzijeme pro ij aproximaci tvaru U f,
do obecného tvaru (13), dostaneme porovnanim tvar numerického toku

gje(u,v) =au + a"v. (22)

Takto sestaveny numericky tok tedy spliiuje podminku monotonie (18), coz ilustruje
skutecnost, ze pozadavek monotonie numerického toku v sobé skryvéa upwinding.
v v vz 17 . . 7 ’ . Ve . . . k ’ k
Konecné vy¢islime-li, jaky rozdil vznikne, pouZijeme-li aproximaci U} misto C7,
dostaneme . . .
lalh Wiy = 2uj + Uiy \a|h
2 h?
na kteryzto vyraz lze nahliZzet jako na symetrickou numerickou aproximaci druhé
derivace funkce u v bodé (tx,x;), kterd je pfendsobena malym (h < 1) koeficientem.
Muzeme tedy psat, ze v nami studované modelové situaci je

Cy-Uy = Ajuf, (23)

“?H *uf k “?H *“? k _ \a|h

At J At Ajuf Ujs (24)

a shrnout: Upwinding — néhrada centralnich aproximaci prostorovych derivaci nesy-
metrickymi, pfi kterych se respektuje lokalni smér Sireni informace — vnasi do sché-
matu (které se tim stava schématem monoténnim) dodateénou (umélou, numerickou)
vazkost, jejiz velikost je imérna parametru sité h. Vzhledem k tomu, Ze teoretické
vysledky ukazuji, Ze feseni ziskand pomoci umélych, mizejicich vazkosti automaticky
splnuji entropickou nerovnost, probouzi v nas tato skutecnost nadéji, ze by splnéni en-
tropické podminky mohlo byt automaticky v¢lenéno do nami navrhovaného schématu
a ze bychom tedy s jeho pomoci mohli dokonvergovat k fyzikdlnimu, entropickému
feSeni.

Je ovSsem nutno Tici, ze tyto tvahy jsou zalozeny pouze na heuristickém zéakladé,
byly nahlédnuty jen v nejjednodussim jednodimenzionalnim linearnim pripadé, a tak
jiz uvedend tvrzeni zustavaji hypotézami az do doby, nez se je podari matematicky
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dokazat nebo alesponi numerickymi experimenty potvrdit. Zatim jsme pouze v situaci
turisty, ktery vi, Ze k cili Ize dojit po ¢ervené znacce, a jednu takovou s radosti objevil
na pésiné, kterou se vydal.

Vsimnéme si na zévér kratce takovychto matematickych vysledkd, tedy konver-
gencnich vysledk@ pro monoténni schémata, aproximujici skalarni zakony zachovani
ve vice prostorovych dimenzich. V tomto pfipadé je existence a jednoznac¢nost slabého
entropického feseni zarucena Kruzkovovou vétou 1.4.

Nebudeme se pro strucnost zabyvat vSemi podrobnostmi, ¢tenadfe odkazujeme
zejména na [4], [5], [10]. My zde pouze podame popis pfedpokladu a strategie, které
k dikazu jedné takové pomérné obecné véty o konvergenci vedou.

e Triangulace a numericka stabilita schématu: predpokladame, ze triangulace je requ-
larni, tedy Ze existuje konstanta ¢y (nezavisla na h) takovd, ze

SUp 7 = co. (25)

Daéle vyzadujeme splnéni nasledujici, tzv. CFL ( Courantovy-Friedrichsovy-Lewyovy)
podminky: Je-li ||Juo|lco £ M, pozadujeme, aby existovala konstanta c¢; takova, Ze

plati
At 1

O<a=3" s aine’ (26)
kde r je pocet stran T; a cy(M) je konstanta lipschitzovské spojitosti ¢;¢ na kouli
o poloméru M (viz (15)).

e 7 monotonie schématu (18) a CFL-podminky (26) lze odvodit apriorni odhad
lunllco S ¢ nezéavisly na h. Tento odhad stac¢i k tomu, aby z posloupnosti pfibliznych
feseni bylo mozno vybrat slabé-* konvergujici podposloupnost pfibliznych Feseni
a obdrzet tak limitni prvek. Zdaleka to vSak nestaci k tomu, abychom ukézali,
Ze tento limitni prvek je feSenim ptvodni nelinedrni rovnice. K tomu je potieba
pomérné technicka, takzvana (At)’-podminka, ktera zni takto: existuje 3 € (0,1)
takové, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R” existuje konstanta ¢ = ¢(K)
takova, ze

(A°RY S > D fggelul,uf) = vief(uf)] < e(K). (27)

k T;nK#£Q £=1

Ukazuje se, ze tato podminka je zobecnénim poZadavku stejnomerné omezené totdlni
variace aproximujici posloupnosti up a Ze splnéni této podminky je prirozenou
vlastnosti jistych t¥id monoténnich numerickych tokd. Podrobnéji viz [10].

e Ke splnéni entropické podminky je tfeba vyuzit nejen monotonie numerického
toku g, prozrazujici pfitomnost numerické vazkosti ve schématu. Ukazuje se, Ze je
zapotiebi navic predpokladat, Ze g;¢ 1ze psat ve tvaru

f(u) + f(v)

5 Ve + @je(u) — pje(v), (28)

gje(u,v) =
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kde ;. je jakékoli lipschitzovsky spojita funkce spliiujici alespoii ve skoro vsech
bodech nerovnost i

@ip(u) 2 3 | £/ (w)wse]. (29)
Tuto podminku Ize interpretovat jako dolni odhad mnozstvi umélé numerické vaz-
kosti obsazen€ ve schématu. Aby limitni prvek spliioval entropickou nerovnost, je
tedy treba, aby schéma nejen obsahovalo néjakou numerickou vazkost, ale aby mnoz-
stvi této vazkosti bylo vétsi nez jakasi znama kritickd hodnota. Dale 1ze ukazat, ze
numerické toky splitujici podminku (28) spliiuji i podminku (27). Podminka (28) tak
charakterizuje jednu tfidu monoténnich schémat, pro kterou lze dokézat ocekavany
vysledek.

V ¢lanku [5] jsou préavé naznacené kroky provedeny podrobné a lze je shrnout do
nasledujici hlavni véty.

Véta 2.1. Bud up € L' N L>=(R?), f € CY(R,R?) a necht plati (26). Necht ddle uy,
je definovdno schématem (13), kde numericky tok gj¢ spliuje (15)—(18), (28)—(29).
Potom

up —u v L, (30)

kde u je jednoznacné uréené (KruZkovovo) slabé entropické teSeni Cauchyovy ulohy

(1)~(2).
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