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Kam kraci vypoctova mechanika?

Ivo Babuska a J. Tinsley Oden, Austin

1. Uvod

Mechanika — obor aplikované védy, ktery se zabyvé studiem pohybu, deformace
a teCeni materialti, pevnych téles a tekutin, na néz pusobi sily — je uz po vice
nez dvé stoleti hlavnim ¢initelem technického pokroku primyslového svéta. Diky pii-
chodu elektronickych pocitacti se v mechanice béhem poslednich ¢tyt desetileti udala
dramaticka, kvalitativni zména. Pocitace totiz umoznily pretvofit ¢isté kvalitativni
teoretickou mechaniku v nepostradatelny nastroj uzivany v nespocetnych technickych
a védeckych aplikacich.

Rychly rozvoj pocitaci vedl v informatice ke vzniku nového oboru, ktery se zabyva
predev§im samotnym poéitacem. Naproti tomu vypoctova matematikal) zahrnuje
odvétvi zabyvajici se viyvojem technik matematického modelovani, matematickou ana-
lyzou, numerickymi algoritmy, pocitacovymi programy a téz konkrétnimi aplikacemi
ve védé a technice. Vypoctova mechanika je soucasti vypoctové matematiky. Hranice
a chemie ji nabizeji novy prostor pro uplatnéni.

Abychom v tomto oboru mohli pfedpovidat trendy, musime si nejprve plné uvédomit
rychlé a pozoruhodné pokroky v pocitacové technice. Pouzijeme-li, jak to byvalo
zhruba pied deseti lety zvykem, VAX-11/7802) jako jednotku pro srovnavani pa-
rametrd (1 MB vnitini paméti, 0,5 GB diskové paméti, 1 CPU s rychlosti fadové

1y Pozndmka prekladatele: Cesky termin pro computational science sice dosud neni pevné
ustélen, ale preklad ,vypoctovd matematika“ byvé Casty. S vice variantami se lze setkat pii
hledani nahrady za computational model — pocitacovy, vypoctovy ¢i vypocetni model. Za
terminologické rady dékuji doc. RNDr. P. P¥ikrylovi, CSc., z MU AV CR.

2y Poznamka prekladatele: Jde o poéita¢ firmy Digital Equipment Corporation (DEC),
proslavené konstrukci malych sélovych Sestnactibitovych pocitaci fady PDP-11, jejichz klony
se vyrabély i v byvalych socialistickych zemich. Na popularitu PDP navazala modernéjsi a vy-
konnéjsi dvaatticetibitovd fada VAX. Diky svému zna¢nému rozsifeni byvaly pocitace VAX
brany jako méritko vykonnosti. Firma DEC se stala druhym nejvétsim vyrobcem vypocetni
techniky (po IBM), av8ak nezachytila ndstup pracovnich stanic ani osobnich poéitacta a po
letech zadpasu s ipadkem byla pohlcena spole¢nosti Compaq.

Prof. Ivo BABUSKA (1926) a prof. J. TINSLEY ODEN (1936) pracuji v Texas Institute
for Computational and Applied Mathematics (TICAM), The University of Texas at Austin,
TX 78712, USA.

Z anglického origindlu Computational Mechanics: Where Is It Going? se svolenim autort
volné prelozil JAN CHLEBOUN.
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0,1 megaflops?)), pak v roce 1992 mél pocita¢ IBM RS580%) vnitini paméti 64krat
vice, fadové 10krat vétsi diskovou pamét a rychlost jeho CPU byla 1000krat vyssi. To
bylo zvyseni vykonu béhem pouhych t¥i let.’) V roce 1997 mél pocitac SGI®) Power
Challenge uz 1000krat vétsi pamét nez VAX, 150krat vice diskové paméti, 6 proceso-
rovych jednotek, které dohromady predstavovaly teoretickou rychlost 18 000krat vyssi,
nez mél VAX; firma IBM nedavno oznamila, Ze jeji pocita¢ Blue Gene dosdhne vykonu
zhruba 105 aritmetickych operaci za sekundu.”) Pied vypoétovou mechanikou stoji
velky kol — vyvinout matematické metody, algoritmy a datové struktury, které by
dokézaly nélezité vyuzit pokrok ve vypocetni technice. A nejen to, rozumné a efek-
tivni pouziti novych moznosti bude stejné dtlezité jako samotny vyvoj vypocetnich
nastroju. Jak fik4 staré porekadlo: ,Nestaci mit velké kladivo, také je tieba trefit
hiebik na hlavicku.*

Pokrok jak v informatice, tak ve vypoctové matematice vedl v mnoha odvétvich
mechaniky ke zvyseni divéry v pocitacové modely pouzivané k predpovédim udélosti
v prirodé a k navrhovani technickych dél. Diky pocitactim je dnes mozné vyhnout
se mnoha drahym pokustm, vyvijet nové materidly, analyzovat viceuroviiové jevy
a provadét dulezité prediktivni vypocty v technice, v biologii a v 1ékatskych aplikacich,
v prirodnich systémech, v chovani oceani, fek a jejich tsti, v interakci mezi vodou,
pevninou a atmosférou, jakoZ i v mnoha dalsich oblastech. Pfesto je vypoctova me-
chanika v relativné mladém stadiu vyvoje. Miizeme jesté ocekdvat ohromujici pokrok.
Ptejme se tedy, co v tomto oboru v budoucnosti ¢ekédme.

2. Matematické modelovani

V prvé tadé je tieba vysoce ocenit, Zze vypoctovad mechanika je vnitfné propojena
s matematikou a s matematickymi modely. Teoretickd mechanika zahrnuje teorie,
jez jsou sdélovany re¢i matematiky: naptiklad parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi,

3) Pozndamka prekladatele: CPU znaci centralni procesorovou jednotku a megaflops zna-
mend milion aritmetickych operaci (obvykle nasobeni a s¢itani) v pohyblivé fadové Carce
za sekundu. Zajemci o srovnavani vypocetni rychlosti pocitaci mohou navstivit interneto-
vou stranku http://www.netlib.org/performance/. Mj. tam zjisti, Ze VAX-11/780 pocital
zhruba tak rychle jako osobni pocita¢ z roku 1987 s procesorem Intel 386, s matematickym
koprocesorem 387 a s taktovaci frekvenci 20 MHz. (Pro srovnani, poéita¢ s procesorem Pen-
tium 4 (2,53 GHz) vypocital stejnou tlohu cca 9000krat rychleji.) Slusi se vSak pfipomenout,
ze VAX byl viceuzivatelsky pocitac, takze pfi sou¢asném béhu vice tloh jeho prakticky vykon,
jak ho pozorovali jednotlivi uZivatelé, zpravidla neklesal dramaticky.

4y Pozndmka prekladatele: Jednoprocesorova pracovni stanice RS/6000 Model 580 spolec-
nosti International Business Machines.

5) Pozndmka prekladatele: Casovy tdaj je nepfesny. VAX-11/780 byl piedstaven v roce
1977, viz napi. http://wuw.compaq.com/alphaserver/vax/wax_now.html.

%) Poznamka prekladatele: Silicon Graphics, Inc., kalifornskd spole¢nost zalozend v roce
1982.

7y Poznamka prekladatele: Projekt za 100 miliontt dolart ma byt dokoncen do roku 2005.
Viz http://researchweb.watson.ibm.com/bluegene/.
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obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi nebo integralnimi rovnicemi. Jejich implemen-
tace tézi ze zékladnich vysledki algebry, kombinatorické a diskrétni matematiky,
geometrie a topologie. Aby moderni vypocetni metody mohly vyuzit bohatstvi téchto
matematickych struktur, je matematicky formulovany problém pfirozenou diskretizaci
transformovéan na ulohu, kterd mutze byt zpracovana modernimi ¢islicovymi zafizenimi.
Samotny matematicky model obsahuje abstrakce fyzikalnich zédkoni spolu s raznymi
zjednodusenimi a informacemi, jez slouzi k popsani zkoumaného systému. Matema-
ticky problém smime téz povazovat za matematicky model, protoze transformuje
fyzikalni pojmy a vztahy do souboru matematickych vyrazi a dat.

Typickou ukazkou mutze byt napiiklad néjaky jev charakterizovany linearni par-
cidlni diferencialni rovnici definovanou na jisté oblasti D, a dale jistymi okrajovymi
podminkami a zdrojovymi ¢leny na ,pravé strané“. Pii prechodu od matematického
modelu k modelu vypoctovému musime do vstupnich dat zahrnout popis oblasti D,
koeficienty rovnice, idaje o zdrojich a okrajové nebo pocatecni podminky. V kon-
krétnich pifpadech mtize byt oblast D uréena tdaji ze systému CAD 8) nebo daty ze
zobrazovaciho zaiizeni®) a koeficienty jsou odvozeny z vlastnosti materialu, pii¢emz
mohou byt uréeny experimentalné nebo z jinych typd modelt. Okrajové podminky
obvykle byvaji idealizovanym a zjednodusenym popisem interakce mezi hranici oblasti,
na niz zkouméme dany jev, a okolim. Interakce, kterou pfi analyze jevu redukujeme
na abstraktni matematické terminy. V aplikacich je cilem ziskat potifebné data pfimo
spjatd s matematickym fesenim problému. Tyto vztahy jsou Casto dany linedarnimi
a nelinearnimi funkcionély.'®) Vysledné hodnoty pak jsou podkladem pro technicka
rozhodnuti a védecké predpovédi.

Bjvalo zvykem predpokléddat, zZe vSechny tdaje vstupujici do zadani problému jsou
znamy presné, coz samoziejmé nikdy neni splnéno. Definici a pouzivani jakéhokoli
modelu, matematického i pocitacového, provazi jistd davka nejistoty. Fyzikalni detaily
se pfi matematické abstrakci vzdy ztrati a nejistoty jsou obsazeny ve vstupech i vy-
stupech, ve zdrojich, v okrajovych podminkach, v charakterizaci materiali, a dokonce
i v interpretaci kvalitativnich vlastnosti ziskanych feSeni. Jestlize ma role pocitacové
simulace ve vypoctové mechanice déle riist a vyznamné ovliviiovat védu a techniku,
pak bude naprosto nezbytné stanovit kvantitativni odhady vlivu nejistot v modelovani.
Také odolnost samotného modelu je nutné brat v avahu — jak je citlivy nebo necitlivy
na nejistotu ve vstupnich tdajich. Jinak totiz neni mozné vypoctenym pfedpovédim
prisuzovat prakticky vyznam.

8) Pozndmka prekladatele: CAD znamend Computer Aided Design, navrhovani pomoci
pocitace. Mysli se tim predevsim geometricky navrh (konstrukce, dilu, soucastky). Vystupy
z CAD mohou poslouzit jako ¢ast vstupu pro pocitatové modely, programovani obrabécich
linek apod.

9) Pozndmka prekladatele: Kuptikladu z tomografu, rentgenu aj.

19y Pozndmka prekladatele: Naptiklad fesenim problému pruznosti standardné byvaji
funkce udévajici posunuti jednotlivych bodu télesa pfi pusobeni zadanych sil. V praxi dulezi-
t€jsi nez posunuti je napéti v materialu. To se nasledné vypocita z posunuti a z materidlovych
parametr.
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Dulezitou oblasti, na niz dnes pocitacové simulace maji dopad, je studium hetero-
gennich materiald, tj. material, tekutin nebo pevnych téles tvorenych heterogenni
smeésici slozek. Typicky matematicky model v téchto prfipadech obsahuje diferencialni
rovnice s ,hrubymi“ koeficienty. Gradienty feSeni a téZz odvozené toky ¢i napéti jsou
extrémné citlivé na malé zmény téchto koeficientii, zatimco priiméry pies (pod)oblast
k nim mohou byt viceméné necitlivé. Tim se dostavame k tomu, Ze opakovatelnost
odpovédi systému na podnéty musi byt podchycena matematicky pfi charakterizaci
modelu a jeho zakladni stability vzhledem k rozumnym zménam vstupti.

Ve vyvoji matematickych modeld pro vypoc¢tovou mechaniku vyvolava rostouci
zajem i to, jak je definovana oblast D tvorici soucast vstupnich dat. Predpokladejme,
ze oblast byla ziskana digitalni zobrazovaci metodou, kterad nam tvar fyzického vzorku
prevadi na oblast ,,pixelového* charakteru. Jestlize fyzikalni problémy obsahuji mik-
rostrukturu kruhovych inkluzi, jeji pixelova reprezentace samoziejmé nebude vykazo-
vat dokonalé kruhy. Predpokladejme déale, Ze se zajimame o hodnotu feseni ve stiedu
kruhu. Necht D, znaéi pixelovou oblast a u je feSeni tlohy definované na D. Pak
je pro jisté okrajové podminky mozné ukézat, ze'l) |u(0) — u,(0)|/|u(0)| miZe byt
Ffadoveé 20 % pro libovolné malé pixely. Vyvstava tedy problém, jak zhladit pixelovou
oblast, pfipadné zda by vhodné preformulovani okrajovych podminek odstranilo tento
paradox. Druha cesta je schtidna — a tady opét vidime zakladni dilezitost matema-
tické analyzy. Ta se nejen stavd neodmyslitelnou soucasti procesu konstrukce modelu,
ale také nezbytnym nastrojem pro urcovani geometrickych vlastnosti modelu a jejich
citlivosti ke vstupnim tdajim i pro celkové porozuméni modelu.

Je téz tireba smifit se s faktem, ze matematicky model nikdy nemuze byt zcela
ztotoznén se skutecnosti. To je dusledek rozlicnych zjednoduseni a nejistot tkvicich
v samotném modelovani. Je vSak mozné sestavovat rizn€ slozité modely, a tim vytvorit
hierarchii modeld. Pak muZzeme uéinit ¢isté matematicky predpoklad, Ze ta nejvyssi
aroven slozitosti v celé hierarchii je ztotoznitelna se skutecnosti a ze kazdy jiny model
v hierarchii je aproximace, jejiz chybu lze odhadnout. Tim vznikne matematicky zaklad
pro vybér vhodnych modelt z velké tfidy moznych abstrakci fyzikalnich udalosti.

Ve vypoctové mechanice se vSeobecné uznava, ze zcela presnd matematickd ana-
lyza velmi slozitych problémt miuize byt nesmirné komplikovana, ne-li nemozné. Ve
vypoctové mechanice se tedy s porozuménim pfijima, ze numerické experimenty maji
vyznamnou roli a ze se pouzivaji pro ziskadni vhledu do problémi. Tato skutecnost
klade obrovské naroky na nalezité pouzivani analyzy zalozené na vypoctech. Pokud
numerické experimenty nejsou dobfe navrzeny a nejsou podrobné analyzovany, snadno
mohou vzniknout scestné zavéry. Vypoctova matematika je proto doplitkem matema-
tické analyzy a naopak. Matematiku nenahradi, ale ur¢ité zméni metodiku matematiky
a doplni ji v dilezitych aplikacich. Pocitace se budou navic pouzivat k vytvareni
matematicky formulovanych domnének i k testovani domnének v pocitacové vedenych
dikazech, coz je sice ponékud diskutabilni aplikace, nicméné se domnivame, Ze ji bude
matematickd komunita stale vice prijimat.

11y Pozndmka prekladatele: Samoziejmé se predpoklada, ze u(0) # 0.
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Myslime si, ze v Cisté matematice bude vypoctova matematika Siteji a vaznéji
akceptovana a Ze to dnesni ¢istou matematiku ptrivede blize k matematice aplikované
a k pocitani.

Véfime, ze jedno je jasné: mnoho z toho, co je v dnesni aplikované a vypoctové
mechanice intuitivni a heuristické, bude postupné ustupovat silnéjSim myslenkam,
metoddm a pristuptim. Pocitacové simulace, posileny dalsimi pokroky vypoctové
mechaniky, budou pouzivany jako voditko tam, kde intuice selhdvd nebo nemiize
poradit. Jednotkové cena vypocetnich operaci uz po desetileti klesa'?), zatimco stéle
stoupaji naklady na pracovniky zabyvajici se formulaci matematického problému,
vytvarenim vypoctového modelu ¢i vyvojem software a jeho implementaci. To nés
vede k ocekavani, ze uvidime vyznamny pokrok v rozsifovani matematickych algoritm
o automatizované metody, adaptivitu a automatické rozhodovani. Tyto postupy budou
aplikovany na Sirsi tfidu jevi, zejména na jevy siln€ nelinedrni, jez pozorujeme jak
v deterministickych, tak stochastickych tlohach. V budoucnu se budou pouzivat daleko
vlastnostem tekutin nebo vlastnostem materidlu na rdznych rozmeérovych trovnich
a které nakonec z optimalizace ucini souc¢ast navrhovani a vyroby.

3. Numericka matematika ve vypoctové matematice

Pro mnoho uzivateld metod a postupi vypoctové mechaniky je hlavnim dikazem
spravnosti srovnani vypocitanych hodnot s pozorovanim v laboratori nebo v prirodé.
Tato srovnani jsou provazena chybami. Chybou zpusobenou vybérem konkrétniho
matematického modelu, chybou v datech vstupujicich do modelu a chybou numerické
aproximace. Abychom je od sebe dokézali oddélit, musime védét, Zze numerické chyby
jsou métitelné a odlisné od chyb matematického modelu. V budoucnosti bude nezbytné
chyby ovliviiovat, tj. s jistou pfesnosti je odhadnout a adaptivné provadét zmény v mo-
delu i jeho numerické aproximaci tak, aby byla posilena presvédéivost a spolehlivost
vypoctl. K dosazeni tohoto cile je nutné se zabyvat témito tématy:

A. Se vzristajicim vypocetnim tsilim musime byt schopni, aspon teoreticky, vyfesit
problém pfesné. Jinymi slovy, vypoctené hodnoty by se nemély podstatné meénit,
jestlize je naSe usili dostatecné velké. Tento pozadavek mé vztah ke konvergenci, pro
niz je sice zadouci pfesny matematicky dikaz, avsak numerické testy mnohdy zistéavaji
tim hlavnim nastrojem. Znovu zdtraznujeme, zZe je nezbytné numerické testy provadét
s rozmyslem a jejich vysledky peclivé vyhodnocovat.

12y Pozndmka prekladatele: Vystizny graf nabizi str. 24 knihy R. Kurzweila The Age of
Spiritual Machines, Penguin Books, New York 2000. Zobrazuje pocet operaci za sekundu
vztazeny k tisici dolarti prodejni ceny pocitace. V roce 1958 to bylo fadové 10 operaci,
o &tyficet let pozdéji 10® operaci.
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B. Vypodet musi byt spolehlivy a na zédkladé aposteriorniho'®) odhadu chyby by se
méla urc¢it tolerance, s niz je vysledek vypocten. Odhad musi mit vztah k veli¢inam,
kviili nimz vypocet provadime, nebo k normé, ktera je pro danou aplikaci relevantni.
Odhad chyby by mél byt garantovany'4) a také by mél byt dostupny interval spo-
lehlivosti, coz je interval dany mezemi, jeZ jsou odvozeny z numerického feSeni a ze
spoétené tolerance a mezi nimiz pfesnd hodnota veli¢iny (¢i FeSeni) lezi.

C. Podstatné je vytvorit takovy adaptivni postup, ktery povede k feSeni v predem
zadaném pasmu tolerance a téz velmi vyznamneé snizi mnozstvi lidského i vypocetniho
asili vynakladaného na feseni rozsahlych problémt. Tady se adaptivita tyka nejen
chyby numerické aproximace, nybrz i vybéru matematického modelu.

4. Kam jdeme?

Jestlize prijmeme, ze polem pusobnosti mechaniky vskutku je studium chovéni
systému a téles za pisobeni sil, pak se vSechny typy takovych systémi, s nimiz se ve
véde setkdvame, stavaji jeji kofisti: subatomové systémy, dynamika systémid molekul
a dislokaci, biologické systémy, kvantové efekty, chemicka kinetika, geologické systémy,
systémy v astronomii a astrofyzice, chovani atmosféry a oceani a mnohé dalsi. Na
zacatku nového tisicileti pozorujeme, ze védecké zaklady mnoha z téchto rozdilnjch
disciplin uz pozoruhodné vyspé€ly. Témata jsou zrald pro aplikace, matematickou
analyzu, pocitacové modelovani a simulaci orientovanou na predikci. To je novy prostor
pro vypoc¢tovou mechaniku.

vvvvvv

matické kostry vhodné pro popis uziteénych modeld takovych jevi. V tom dodnes
pretrvava mnoho empirismu a heuristiky, coZz musi ustoupit pfesnym definicim roz-
sahu, spolehlivosti a struktury velkého souboru matematickych modeli. V opa¢ném
pripadé transformace matematickych modeli v uzite¢né vypocetni nastroje nebude

vz

o nic spolehlivéjsi nez holywoodska animace.

Za druhé, obrovsky rozsah ¢asovych a prostorovych métitek, v nichz se mnohé diile-
7ité jevy odehravaji, zvladneme jen novymi metodami a zafizenimi. Musime si vytvorit
jasny obraz toho, kterda méfitka jsou pro urcité udalosti dulezita a jak postihnout jevy
urcené udalostmi odehrévajicimi se v rozmanitych meétitkach. Pokrok v tomto sméru
bude hmatatelny, az se objevi konkrétni postupy, které presné odhali omezeni kterékoli
t¥idy modelt a ukézi zptisob, jakym by se tyto tfidy mély rozsitit nebo redukovat, aby
zachytily ty rysy chovani systému, o néz se zajimame.

13y Poznamka prekladatele: Apriorni odhad chyby se na zakladé teoretického rozboru
numerické metody stanovuje pfed vypoctem. Indikuje, jak metoda fadoveé aproximuje presné
feSeni. Protoze vSak obsahuje fadu neznamych konstant a (nezfidka) hrubych odhadt, pro
stanoveni skute¢né chyby je nepouzitelny. Aposteriorni odhad naproti tomu vyuziva i vy-
poctené numerické feseni a jisté pomocné vypocty k prakticky pouzitelnému odhadu rozdilu
mezi (nezndmym) piesnym FeSenim a jeho numerickym p¥iblizenim.

14y Pozndmka prekladatele: Ve smyslu: ,,Chyba (v jisté normé) je uréité nanejvysrovna. .. “
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Prinos nové vypoctové mechaniky by mohl byt ohromny: nové materidly optima-
lizované pro rizné pouziti, nové léky, chemikalie a chemické technologie, prediktivni
operacni postupy zalozené na osobnich vypoc¢tovych modelech prizptsobenych jednot-
livym pacienttim, spolehlivé pfedpovédi pocasi, porozuméni jeviim v galaxiich nebo
toktim energie a latek v prirodé, nova subatomova zafizeni s tisici aplikacemi, a to vse
s mirou spolehlivosti, ktera by pfed pouhym desetiletim byla neptedstavitelna.

Nakonec zdliraznéme, Ze nas ¢ekd mnoho nové matematické prace. Postup vpred se
neobejde bez podstatného pokroku v matematickém modelovani, numerické analyze,
pocitacich a informatice, zkratka ve vSech soucastech nové vypoctové mechaniky.

Spojité, diskrétni a ... vSechno ostatni

Gustave Choquet, Pariz

1. Pomaly vyvoj

Spojité a diskrétni jsou dvé dulezitd témata védeckého mysleni. Jejich existence
neprestavala zneklidiiovat mysl matematikt, fyziki a filozof. Chtél bych se zde
pokusit o upfesnéni jejich mista v moderni védé a nacrtnout studii jejich vzajemnych
vztahd.

Tato slova, spojité a diskrétni, evokuji mnoho dalsich klicovych slov a pribuznych
pojmu: spojitost, nespojitost, nekonecno aktudlni ¢i potencidlni, Achilles a Zelva, dua-
lita, viny — édstice, fuzzy mnozZiny atd. ...

Tato témata se pozvolna obohacovala po¢inaje od Pythagora, Eleat a Aristotela.
A prece jejich studium neslo kupiedu po celd staleti, jako kdyby Aristotelova autorita
brzdila tvircéi eldn patrny v Iénské skole, oplyvajici matematiky a astronomy, jako
byli Thalés z Milétu a Aristarchos ze Samu.

Je pikantni Fici, Ze kdyby Rekové Periklova stoleti znali z cantorovského svéta tieba
jen kratkou definici ekvipotence dvou mnozin prostfednictvim bijekce, celd historie
matematiky a filozofie by byla jina.

Myslim si tedy, Zze bude zajimavé zastavit se u pri¢iny tohoto dlouhého spanku.
Shledavam ji v konzervatismu lidského mysleni: ¢lovek mé sklon povazovat to, co se

Le continu, le discret, et ... tout le reste. Le labyrinthe du continu (Colloque de Cerisy-
-la-Salle, 1990), eds. SALANKIS, J.-M., SINACEUR, H., Springer-Verlag, Paris 1992.

© Springer-Verlag 1992

Prelozil ZBYNEK SiR.
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