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Prinos nové vypoctové mechaniky by mohl byt ohromny: nové materidly optima-
lizované pro rizné pouziti, nové léky, chemikalie a chemické technologie, prediktivni
operacni postupy zalozené na osobnich vypoc¢tovych modelech prizptsobenych jednot-
livym pacienttim, spolehlivé pfedpovédi pocasi, porozuméni jeviim v galaxiich nebo
toktim energie a latek v prirodé, nova subatomova zafizeni s tisici aplikacemi, a to vse
s mirou spolehlivosti, ktera by pfed pouhym desetiletim byla neptedstavitelna.

Nakonec zdliraznéme, Ze nas ¢ekd mnoho nové matematické prace. Postup vpred se
neobejde bez podstatného pokroku v matematickém modelovani, numerické analyze,
pocitacich a informatice, zkratka ve vSech soucastech nové vypoctové mechaniky.

Spojité, diskrétni a ... vSechno ostatni

Gustave Choquet, Pariz

1. Pomaly vyvoj

Spojité a diskrétni jsou dvé dulezitd témata védeckého mysleni. Jejich existence
neprestavala zneklidiiovat mysl matematikt, fyziki a filozof. Chtél bych se zde
pokusit o upfesnéni jejich mista v moderni védé a nacrtnout studii jejich vzajemnych
vztahd.

Tato slova, spojité a diskrétni, evokuji mnoho dalsich klicovych slov a pribuznych
pojmu: spojitost, nespojitost, nekonecno aktudlni ¢i potencidlni, Achilles a Zelva, dua-
lita, viny — édstice, fuzzy mnozZiny atd. ...

Tato témata se pozvolna obohacovala po¢inaje od Pythagora, Eleat a Aristotela.
A prece jejich studium neslo kupiedu po celd staleti, jako kdyby Aristotelova autorita
brzdila tvircéi eldn patrny v Iénské skole, oplyvajici matematiky a astronomy, jako
byli Thalés z Milétu a Aristarchos ze Samu.

Je pikantni Fici, Ze kdyby Rekové Periklova stoleti znali z cantorovského svéta tieba
jen kratkou definici ekvipotence dvou mnozin prostfednictvim bijekce, celd historie
matematiky a filozofie by byla jina.

Myslim si tedy, Zze bude zajimavé zastavit se u pri¢iny tohoto dlouhého spanku.
Shledavam ji v konzervatismu lidského mysleni: ¢lovek mé sklon povazovat to, co se
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naucil v mladi, za neménné pravdy a sam to pfedavat svym vlastnim détem. Historie
védy a techniky to bohaté dosvédcuje.

Aby se Clovék dostal ze zabéhnutych koleji tradice, potfebuje k tomu pobidku
nezbytnosti, setkdni s drobnym provokujicim pozorovanim, které zpochybni jeho ziska-
nou intuici nebo které otiese jeho filozofickymi a védeckymi koncepcemi. Casto pravé
slepé ulicky védy jsou na pocatku jeji obnovy, jak ndm ukazuji ¢etné priklady.

Byl to pravé Michelsontv pokus s rychlosti svétla, ktery dovedl Einsteina k opusténi
pojmu éter a privedl jej ke specidlni teorii relativity. Nahodné pozorovani Sumu
v roce 1964 vedlo Penziase a Wilsona k objevu reliktniho pozadi rddiového zareni.

Vratme se ale k matematickému pojmu spojitého, abychom dokreslili naSe tvrzeni.

(a) Vice nez 2000 let uplynulo mezi Eukleidem a neeukleidovskymi geometriemi
(Lobacevskij kolem r. 1830, dale Bolyai, Gauss). Nejprve bylo tfeba o Eukleidové
postulatu pochybovat, poté byl jiz neeukleidovsky model objeven dosti rychle.

Geometrie ploch se zacala prudce rozvijet. Nejprve Gauss ve svych Disquisitiones
(1801) ukézal, jak lze vnitiné studovat plochy, poté Riemann ve své inauguracni
prednasce O hypotézdch, které tvori zdklad geometrie v roce 1854 zahajuje studium
velikosti n-krdt rozprostranéngch. Scéna je tak pripravena k modernimu rozvoji pojmu
diferencovatelné variety konecné i nekoneéné dimenze.

(b) Vyvoj topologickiych pojmi a pojmu nekoneéna mél podobny prabéh. Po rostou-
cich posloupnostech Zénoéna z Eley v souvislosti se sipem ¢i zelvou bylo tfeba dlouhého
preslapovéani na misté, nez se dospélo k dobré definici konvergence posloupnosti (Cau-
chy 1823) a k definici iracionalnich ¢&isel (Cantor, Heine, Dedekind kolem r. 1872).

Poté je vyvoj rychly. O néco pozdéji (1878-1884) Cantor zavadi v eukleidovskych
prostorech nam blizké topologické pojmy a predevsim pojem bijekce dvou mnozin.
V roce 1906 Fréchet a pozdéji F. Riesz, motivovani prostory funkci, definovali met-
rické prostory, ¢imz opustili tradi¢ni kontext eukleidovskych prostorti. V roce 1914
Hausdorff dospiva k elegantni syntéze topologickych pojmt, které se od té doby
osvédcily. V letech 1920-1922 Banach a Hahn podavaji obecnou definici normovanych
prostori. Obecnéjsi topologické vektorové prostory se objevuji v roce 1935 diky von
Neumannovi.

Krasna syntéza navrzend Hausdorffem ve své zdanlivé definitivni formé podané
bourbakisty poskytuje dobry pfiklad toho, co znamena tiha tradice. V letech 1930 az
1950 bylo vskutku mozno vérit, ze tento topologicky kontext je natolik vhodny, aby
postihl vSechny pojmy konvergence uzite¢né pro analyzu. Ale v roce 1948 maly detail
ukédzal, Ze tomu tak neni. Konvergenci na mnoziné F(E) uzavienych podmnozin
topologického prostoru E nelze vyjadfit pomoci topologie na F(F) (pokud E neni
lokélné kompaktni). Na F(FE) je nutno zavést strukturu nového typu, takzvanou
pseudotopologii. Od té doby se zjistilo, Ze tyto struktury, pfestoze nejsou tak uziteéné
jako topologie, jsou nezbytné rovnéz ke studiu diferencovatelnych variet nekonecné
dimenze.

(c) Pojem kiivky je pro nés spojen s topologii, ale u nasich pfedkt tomu tak nebylo.
Kiivkami byly predevsim kruznice a kuzelosecky a pozdéji nékolik dalsich kfivek, jako
naptiklad Dioklova kisoida nebo Nikomedova konchoida.
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Bylo tieba pockat na Descarta (1596-1650), aby byla nardz k dispozici celd t¥ida
algebraickych kiivek. A teprve za dalsich 200 let podal Jordan (1866) obecnou definici
jednoduché uzaviené krivky a formuloval svou vétu o rozdéleni roviny takovouto
k¥ivkou. Tuto vétu pak Brouwer (kolem r. 1920) pozoruhodnym zptsobem zobecnil
na kompakty v R”.

Pojem kiivky se dale rozvijel nékolika sméry. Jednim z nich jsou jordanovska
kontinua, tj. spojité obrazy intervalu [0, 1] (coZ miize napf. byt i eukleidovska krychle).
Dalsi je blize nasi intuici a jde o souvislé mnoziny topologické dimenze 1, tedy souvislé
kompakty, jejichz kazdy bod mé bazi otevienych mnozin s diskrétni hranici. Tyto
mnoziny predstavuji faunu velmi bohatou. L. J. Brouwer jako prvni zkonstruoval
v roce 1910 rovinné kontinuum dimenze 1, které je nerozlozitelné v tom smyslu, Ze neni
sjednocenim dvou vlastnich podkontinui. Naptiklad slavny Hénontiv atraktor a mnoho
dalsich atraktori jsou nerozlozitelnd kontinua. Existuji rovnéz rovinné nerozlozitelna
kontinua, kterd déli rovinu na n oblasti (kde n = 2) a jsou pfitom jejich spole¢nou
hranici.

V této dobé také vznikaji ¢etné priklady zvané ,patologické“. Jejich predchidcem je
zndmé spojitd funkce na intervalu [0, 1], kterd nem4 nikde derivaci. Tato funkce zkon-

o0
struovana Weierstrassem (typu f(z) = > sin(n?"x)/n") velmi provokovala Hermita
1

(nendvidim tuto pohromu funkci bez derivace). Jednoduché rovinné oblouky nenulové
Lebesgueovy miry, Antoineovy kompakty v R3, které jsou propleteny uzavienymi
mnohouhelniky, aniz by je protnuly, nékteré jsou dimenze 0 a jiné jsou homeomorfni
se sférou, Lebesgueovy rota¢ni plochy, které jsou izometricky (tj. se zachovanim délek
jednoduchych obloukti) zobrazitelné na rota¢ni kuzel a pfesto neobsahujici zddnou
cast primky.

Tyto ,,jedovaté kvéty“ matematiky se stfetavaly s navyky mysleni ziskanymi témér
vyhradné praci s analytickymi funkcemi. Postupné vnesly trochu cerstvého vzduchu
a vytvorily paradigmata novych teorii, pro néz se staly mantinely i hnacimi motory.
Vedly tak k vytvofeni novych néstroji a novych legitimnich objekt.

Tak vznikla Lebesgueova teorie integralu, provazenad plodnym metrickjm pojmem
skoro vsude. Paralelné, ale v topologickém kontextu, se pak zrodil Bairetiv pojem skoro
v$ude, dnes nazyvany generi¢nost: Vlastnost P(z) zévisld na bodu z topologického
prostoru FE se nazyva generickou v E, jestlize mnozina téch z, pro které P(x) neplati,
je malda, totiz je sjednocenim posloupnosti mnozin, jejichz uzavery maji prazdny
vnitfek. Pokud E je Gplny metricky prostor nebo lokalné kompaktni prostor, pak
{z : plati P(z)} je husta v E.

Tyto dva pojmy skoro vsude naptiklad umoznuji dat smysl nésledujicim dvéma
tvrzenim:

(a) Skoro kazdé redlné ¢islo je normdlni (v Borelové smyslu).

(b) Mnozina spojitych funkeci f na intervalu [0,1] x [0, 1], pro néz je diferencialni
rovnice ¥y = f(x,y) deterministickd (jednozna¢nost feSeni v kazdém bodé), je gene-
ricka.

Dnes se pfi studiu spojitosti setkdvame se tfemi tendencemi. Prvni vychazi z Rie-
mannovych praci o diferencovatelnych varietach, druhd pochazi od Cantora a treti
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vychézi z Cauchyovych praci o analytickych funkcich. Po pozoruhodném rozkvétu,
jehoz hlavnim aktérem byl Poincaré, je dnes ve Francii posledni z téchto tendenci sle-
dovana jen malo. Pfesto i nas Cauchytv duch neprestava inspirovat k pozoruhodnym
pracim, napf. o funkcich vice komplexnich proménnych, o analytickych varietach atd.
Riemannovy myslenky, kultivované Sophusem Lie a pozdéji Elie Cartanem, mély
prekvapiva pokracovani: diferencovatelné variety, parcidlni diferencidlni rovnice
a Lieovy grupy. Teorie Lieovych grup prodélala bourlivy rozvoj jednak pro svou vlastni
krasu, jednak pro své uzké vazby na fyziku a ¢etné dalsi matematické teorie.
Cantorovo potomstvo je mozno rozpoznat spiSe podle jistého pfimého geometric-
kého pristupu k problémum nez podle pfedmétu studia. Zajisté existuji obory cisté
cantorovské, jako je studium velkych kardinalt, deskriptivni teorie mnozin (borelovské,
analytické, projektivni, ... ), teorie miry, pravdépodobnost a teorie Banachovych pro-
stort. Ale pfedevsim tento smér vytvoril nastroje pouZzitelné témér ve vsech odvétvich
matematiky.
Ve vsech téchto tfech proudech se nejvétsi extrémisté nerozpakuji kategoricky od-
suzovat proudy ostatni. Je to lidské, ale politovanihodné: In medio stat virtus.
Hodnota urcité teorie je koneckoncti jen odleskem hodnoty téch, ktefi ji vytvareji.
Kdo by v roce 1643 véril, ze Pascaltv aritmeticky stroj povede ke zrodu pocitacii, nebo
7e Pascalova korespondence s Fermatem o jednom problému z hazardnich her z roku
1652 zrodi nas mocny pravdépodobnostni kalkul. Dnes 1ze podcenovat teorii fuzzy
mnozin (ztotoziiovanych s funkcemi s hodnotami v intervalu [0, 1] namisto v mnoziné
{0,1}), ale mozn4, Ze jednoho dne né&jaky mlady tvirce ponékud pozméni jeji zaklad,
dokaze hluboké véty, a tak z ni ucini plodny nastroj. TakZe nezabijejme kufe uz ve
vajicku.

2. Aktéri a modely

2.1. Spojité a diskrétni

Pro fecké filozofy je spojité modelovano jednak ¢asem, ktery plyne jako voda a ktery
umime mérit, a jednak tseckami. U diskrétniho se jim zda vSe samoziejmé: rozliSujeme
objekty, pocitame jejich pocet v urcitém souboru.

Pro matematika 20. stoleti jsou dvéma matematickymi archetypy usporadané té-
leso R reélnych cisel a mnozina N celych nezapornych cisel.

Vztahy mezi R a N jsou dobfe znamy: pomoci N zkonstruujeme téleso Q racionalnich
¢isel a pak R. Naopak N je kladna ¢ast podokruhu R generovaného jeho jednotkou 1.

Samotny fakt, ze kazdy topologicky prostor, ktery je dostatecné reguldrni (takzvané
ipIné regularni), je homeomorfni s n&jakou ¢asti krychle [0, 1]7 kone¢né nebo nekoneéné
dimenze, dostatecné ukazuje dilezitost R.

Pokud bychom chtéli popsat podstatu, ne-li historickou, tak alespon psychologickou,
zavedeni R a N, mtzeme podtrhnout zasadni roli N pfi pocitani prvkt néjaké mnoziny.
Pro R je to méné jasné. Zda se mi ale, ze nepfitomnost geometrickych primek v nasem

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 48 (2003), ¢. 2 161



béZném svété, a naopak zidsadni vyznam plynuti ¢asu v kazdodennim zivoté, svédci
spiSe o postupném, ¢im dél tim presnéjsim ztotoziiovani R s Casem. Cas se nam jevi
jako orientovany, rozliSujeme minulost a budoucnost a obé se nam zdaji pfinejmensim
zhruba usporadané. Je pravdou, Ze psychologicky ¢as neni homogenni, a ob¢as mame
dojem, Ze prostor vladne Casu a ne naopak. Ale spolecensky Zivot nds nuti méfit Cas
a to nas vede k vyuzivani opakujicich se prirodnich jevi. To je zalozeno na vire ve
stabilitu svéta a na principu tytéZ priciny vedou k tymz dusledkim. Jde predevsim
o sled dnti a noci a ro¢nich obdobi. Dale pak o zjemnéni méfeni v ramci jednoho dne:
slune¢ni hodiny (ty ale maji své slabiny) a pfedevsim vytékani vody otvorem z nadoby,
v niz je udrzovana konstantni hladina.

Matematickym modelem této situace je R se svym Gplnym usporadanim. Existence
tohoto tplného usporadéani a orientace casu vedly k nescetnym studiim a diskusim.
Léon Motchane velice dobfe zdtraznil existenci této orientace: Jestlize pozorovatel chce
zmérit okamzitou rychlost pohybujiciho se télesa v okamziku tg, muize ji v principu
zmértit zleva méfenimi v okamzicich ¢, rostoucich k ty, ale nemiize ji métit zprava,
protoze po pozorovani v okamziku to nasleduje dalsi pozorovani v okamziku t; a jiz
neni mozné se vratit zpét a priblizit se k tg.

Diive nez budeme studovat vztahy spojitého a diskrétniho, chtél bych ucinit po-
znédmku o roli, kterou hraji v R iracionalni ¢isla. Bud A mnozina konstruovatelnych
realnych cisel, tedy ¢isel, jejichz desitkovy rozvoj je vypocitatelny jednim algoritmem,
feknéme naprogramovanym pocitacem. Jsou to naptiklad racionalni ¢isla, algebraicka
Cisla, e, © atd. ProtoZe A je spocetna, existuji x € R, kterd nemuzeme explicitné urcit
a ktera nam tedy zistanou navzdy neznamad. Jaka je jejich role?

Pravé ona ulehcéuji poznavani konstruovatelnych ¢isel. Jisté, zistanou vzdy nepii-
nebo byly obtizné formulovatelné.

Napriklad cauchyovské posloupnosti by nekonvergovaly, kromé téch, které jsou defi-
novany néjakym algoritmem, [0, 1] by uz nebyl kompaktni, metrické i topologické skoro
vsude by zmizelo, protoze mnozina konstruovatelnych cisel je metricky i topologicky
zanedbatelna.

Je pravda, ze R je jednoznac¢né v kazdém modelu teorie mnozin a tato jednoznacnost
se zdd v rozporu s tim, Ze nékterd ¢isla nejsou definovatelna. Ale fakt, Ze existuje
nekone¢né mnoho modelt teorie mnozin, a tedy i R a N, umoznuje lépe pochopit, proc¢
jsou prvky z R\ A neuchopitelné.

Ale nyni bych chtél hovofit o jinych druzich modeld, abychom 1épe pochopili, jakym
zpusobem si diskrétni a spojité vynutilo nasi pozornost a jaké jsou jejich vzajemné
vztahy.

2.2. Modely

Aby ¢lovék prekonal handicapy spojené s kiehkosti svého organismu a aby piekrocil
bezprostfedni hnuti svého ,krokodyliho mozku“ (hlad, zizeii, strach, sexuélni popudy)
vrhajici ho do budoucnosti, vytvari a pouziva mentalni struktury, které nazyvam
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modely. Toho je schopen diky své paméti a vykonnému mozku. Tyto modely jsou
zakladem naseho zptisobu mysleni a ¢innosti. Tvofi jakasi leSeni, na ktera se snazime
zavésit zaroven nase znalosti i nase ¢innosti. Jsou to nastroje naseho predvidani i nasich
planovanych ¢innosti.

Mame modely pro nasledujici minutu, pro hodinu, pro budouci dny. Néktefi z nas
sotva vysli z puberty a uz planuji svij diachod. General, boxer, Sachista i poslanec
maji své taktiky a strategie.

Jestlize jsou modely dostate¢né jednoduché, mohou ztstat ve formé mentalni struk-
materidlnim podkladé: pomoci obrézku (pldny a mapy jsou modely obdivuhodné
u¢inné) nebo pomoci sledu malych obrazka. Tfeba také ideogramy nebo pismena,
kterda dnes jiz zcela ztratila sviij vyznam, ale kterd vhodné usporadana tvori slova
(majici jiz smysl), a dale véty schopné upfesnit nds mentalni model. Jestlize k nim
pridame matematické symboly, jejich pravidla sdruzovani maji dokonce pozoruhodnou
moc rozvinout mentalni model k vétsi i¢innosti, i kdyz je to na tkor jeho jistého
pocatecniho bohatstvi.

Pravé jsem ukazal, jakym zptsobem dochazi k prechodu od mentalniho modelu
bohatého na smyslové rezonance, ale obtizné sdélitelného pro svou pribuznost s multi-
dimenzionalnim kontinuem, k modelu diskrétnimu, vyjadfitelnému kone¢nym poctem
znaktl, tedy vlastné pomoci konec¢né posloupnosti 0 a 1.

Je nepochybné, ze ¢inskd basen, zapsana v ideogramech, které v sobé jesté maji
bohatost vnit¥niho Zivota svého autora, zistane navzdy neptelozitelna do pisma nasi
abecedy: na vSech polich vitézit nelze.

Diskrétni i¢inné vstupuje do hry, jakmile chceme zapsat nebo predat néjaky model
svého mentéalniho Zivota. A s touto potiebou se lidé stietavali od chvile, kdy zacali
myslet. Zda se mi tedy marné pokouset se dokazat ontologické prvenstvi jednoho ¢i
druhého pojmu: Spojité a Diskrétni. Je to s nimi jako s Jing a Jang: jestlize potkdvame
jedno z nich, druhé je jiz pritomno.

Snad by bylo moZno Fici, Ze oblast spojitého je oblasti smyslovych vjemi (heb-
kost kuze, vlahost vzduchu, odstiny duhy) a oblast diskrétniho je oblasti usporadani
a komunikace.

2.3. Vztahy mezi spojitym a diskrétnim

Tyto dva aspekty jsou neoddélitelné. Je to pravda ve fyzice a snad jesté vice
v matematice. Ve vlnové a kvantové mechanice tvori vlny a Castice dva vzadjemné
se doplnujici aspekty realného svéta. Teorie plynt, kapalin a pevnych latek mohla
pokrocit jen tim, Zze uzivala jejich atomarni nebo molekularni strukturu.

V matematice vystupuji spojité a diskrétni propojené bud prostrednictvim duality,
nebo prostiednictvim aproximaci.

(a) Dualita

1. Mnozina tfid uzavienych smyc¢ek na kompaktni plose bez hranice (sféra, torus
s jednim ¢&i nékolika prstenci) uvazovanych az na spojitou deformaci ma v pfesném
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slova smyslu diskrétni strukturu, protoze neni mozno spojité piejit od jedné tt¥idy
k druhé. Navic zde ovSsem mame strukturu aditivni grupy, generované konecnym
poc¢tem prvkl (jednim pro sféru, dvéma pro torus s jednim otvorem).

2. Toricka n-dimenzionalni grupa T" ma za dudl diskrétni grupu Z" a naopak.

(b) Aprozimace

1. Jiz Rekové uméli vyjadfit tisecku pomoci ndsobktt mensi tsecky (ptivod Euklei-
dova algoritmu a fetézovych zlomki).

2. Priblizny vypocet rovinné plochy pomoci ¢tvereckd rovinné sité.

3. Integral spojité funkce jako limita riemannovskych konec¢nych souctu.

4. Aproximace harmonické funkce v oblasti roviny D pomoci preharmonickych
funkci definovanych ve vrcholech koneéné ¢tvercové sité obsazené v D.

5. VSeobecné je znam stale rostouci primyslovy vyznam metody kone¢nych prvka
(pouZité v roce 1956 u Boeinga), kterd spoéiva v nahrazeni k¥ivych ploch trupt letadla
nebo lodi soustavou trojihelnikovych prvki, které je mozno pocitacové zpracovat.
mické pravitko, analogové pocitace), jsou dnes téméf beze zbytku nahrazeny pocitaci
zalozenymi na binarnim kalkulu. Poskytuji sice jen aproximaci studovanych jevi, ale
jeji presnost je omezena jen vykonem pocitace.

7. Televize pouziva sice spojité elektrické povahy, ale jeji obrazovka mé diskrétni
strukturu.

8. V matematice je uzitecné pii studiu problémi analyzy tykajicich se spojitych
struktur studovat nejprve analogickou diskrétni nebo i kone¢nou strukturu. Vskutku,
nékdy lze ve zjednoduSeném piipadé odhalit nové vztahy a dikazy pienositelné do
pivodniho kontextu (napf¥. koneéné modely teorie potencidlu).

3. Slozité diskrétni systémy

V matematice a jesté vice v experimentalnich védach je v zavéru dvacatého stoleti
patrny vzrist dtlezitosti struktur budovanych nad konec¢nou ¢i diskrétni mnozinou.
Diky rozvoji informatiky, umoZznénému vykonnosti pocitaci a vétsim pochopenim
algoritmt, mtzeme tvrdit, Ze tato tendence v jednadvacatém stoleti jeSté poroste.

Matematici, a predevsim Bourbaki, jako prvni jasné definovali hierarchii mnozin
konstruovanych na zakladé dané t¥idy mnozin (E;). Jednd se o hierarchii novych
mnozin zkonstruovanych z F; pomoci operace souc¢inu (X,Y) — X x Y a operace
potence X — P(X). Napiiklad usporddéani na E je mozno definovat jako ¢ést E x E
obsahujici diagonalu. Struktura uspofddani (nebo algebraické struktura ¢i topologie)
na E je podmnozina F X FE (nebo E x E x E, nebo P(X)) splitujici jisté axiomy.

Matematikové necekali se svym zadjmem o konecné a diskrétni struktury na éru
informatiky. Ostatné diofantovska analyza, kombinatorika ¢i teorie grafti nezacaly
vcera. Ale zda se, Ze duch doby tla¢i matematiky pravé timto smérem. Nedavno byly
klasifikovany vsechny koneéné jednoduché grupy. Za pomoci pocitace se pristoupilo
ke studiu problému ¢étyr barev. Diky nestandardni analyze se jiz nebojime mluvit
o nekonecénych celych ¢islech. Boltzmannova rovnice je studovana za predpokladu, ze
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mnozina rychlosti je kone¢na. Penrose studuje neperiodické dlazdéni jen se dvéma riiz-
nymi typy polygonalnich dlazdic a podobné dlazdéni vysvétluji syntézu neperiodickych
krystalu.

Samotni neurofyziologové jsou pfi svych pokusech o vysvétleni zahad mozku vedeni
k uziti hierarchie mnozin konstruovanych nad dvéma koneénymi mnozinami — mno-
zinou neuront a mnozinou dendriti: svazky neuront, ale také interakce mezi témito
svazky prostfednictvim dendritd atd.

4. Zrozeni tretiho aktéra

Vidéli jsme, ze od pocatku lidského mysleni se Spojité a Diskrétni vyvijelo v pribéhu
staleti soubézné, at uz jedno v protikladu k druhému nebo ve vzdjemném dopliiovani
nebo v dualité. Ale od 17. stoleti se zrodem poc¢tu pravdépodobnosti byly kostky
vrzeny. Do hry tak vstoupil tfeti aktér, ktery se dnes zda nejlepsim prostiednikem
mezi diskrétnim a spojitym a je rovnéz nejlepsi ilustraci slozitého diskrétniho.

Na pocatku 19. stoleti zaznamenalo spojité v souvislosti s Laplacem takovy tspéch,
ze mohlo byt povazovano za nejlepsi zaklad determinismu.

Citujme slavny Laplacetv vyrok z jeho Filozofické eseje o pravdépodobnosti (1814):
Kdyby néjakd inteligence, kterd by v daném okamZiku znala vsechny sily, jimiZ je pri-
roda uvddéna do pohybu, byla dostatecné pronikavd, aby mohla tyto znalosti vyhodnotit
za pomoci matematické analjzy, pak by mohla v jediné formuli vyjadrit vsechny pohyby
velkych i malych téles a budoucnost i minulost by leZela pred jejim zrakem.

Tato iluze, plodna pro rozvoj studia mechaniky, byla zalozena na poznatku, Ze
diferencidlni rovnice s analytickymi vstupnimi tdaji ma (az na zanedbatelné vyjimky)
jen jedno feSeni spliiujici pocatecni podminky.

Je pikantni, ze tato pevna vira v determinismus se objevila v zéhlavi prace o prav-
dépodobnosti, kdyz pravé pravdépodobnost davala tusit konec deterministické he-
gemonie. O sto let pozdéji diky Planckovi, Einsteinovi, N. Bohrovi, de Brogliovi
a Heisenbergovi c¢astice a pravdépodobnost okézale vstoupily do fyziky a nalezly v ni
¢etné aplikace: fotoelektricky efekt, tunelovy efekt, ...

Determinismus si zachovava své misto ve fyzice a v matematice ve studiu méné
slozitych systémi a pro vhodnéd meéritka prostoru a casu. Za chvili se vratim k vy-
znamu méritka, ale presto bych chtél jiz nyni zminit dva priklady, které zaroven ukazi
interakce mezi spojitym a diskrétnim.

(a) Proni priklad sahd k poéatktum kinetické teorie plynt (1738). Jde o plyn obsazeny
v kulové nddobé. Pro jednoduchost predpokladejme, ze molekuly jsou kulového tvaru
a srazky jsou elastické. Mame tedy diskrétni deterministicky systém. Po dosti kratkém
¢ase, at uz byl pocateéni stav jakykoliv, bude rozdéleni molekul a jejich rychlosti
odpovidat Maxwellovym pravdépodobnostnim zakontim a v makroskopickém méritku
bude mit plyn opét deterministické chovani fizené klasickymi zakony. Oblacek molekul
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se tedy bude chovat podle néasledujiciho schématu:

determinismus — diskrétni chaos — pravdépodobnostni zakon —

— determinismus (Mariotte atd.).

Tento komplexni systém tedy hraje tilohu prostrednika mezi determinismy na rtznych
arovnich.

(b) Druhy priklad ndm poskytuji podivné atraktory a konkrétnéji slavny Héno-
niiv atraktor souvisejici s iterovinim kvadratického zobrazeni. Bud f zobrazeni R?
do sebe definované rovnici f(z,y) = (1 + 0,3y — 1,422, x). Zvolme libovolné bod M
s [[My|| £ 1. Posloupnost M,, = f(M,—1) postupnych iteraci My je dobfe definovéana.
Presto je jeji chovani chaotické a nepredvidatelné. Ale prekvapivé, jestlize pozorujeme
na obrazovce pocitace oblacek bodt M, vidime, Ze se seskupuji do jednoho z onéch
nerozlozitelnych kontinui, definovanych Brouwerem. Navic charakter obrazu se po
tisicovce iteraci stabilizuje, coz vytvari rozdéleni A, které je navic nezavislé na M.

Maéame zde tedy schéma podobného typu jako u dokonalych plynti, totiz chaotické
chovani zrozené z deterministického zédkona, které po urcitém case podléhd novému
deterministickému zakonu (v naSem piipadé mife invariantni viiéi zobrazeni f).

Tento jev pfipominé cesty v dzungli, dobfe priijjezdné pfi nizké rychlosti, nesnesitelné
pri stfedni rychlosti, které jsou opét dobré pti vysoké rychlosti (viz rovnéz podzvukovy,
zvukovy a nadzvukovy let).

Vsechny tyto pfiklady zddraziuji vyznam méritka prostoru i ¢asu. Brzy se k tomu
vratim, ale nyni bych chtél zduraznit, Ze rozdilnost mezi determinismem a predvi-
datelnosti je ve fyzice spojena s volbou méritka casu. Nic neni vice deterministické
nez diferencidlni rovnice dz/dt = z, jejimiZ fesenimi jsou funkce x = ae’. A piece pii
chybé e~ 10 v ¢ase 0 bude v ¢ase 10 chyba > 1. Toto Ruelle nazjva exponencialni
citlivost na pocatecni podminky. Jinak feceno, motyli efekt: jedno mavnuti jeho kiidel
mize zménit osud jiné slunecni soustavy.

Existence pravdépodobnostniho chaosu, spojend s deterministickymi procesy, umoz-
nuje hazardni hry, karty loto atd. Hra v kostky se mi zdé& zvlasté zajimavou. Dvé
neoznacené kostky jsou umistény v dostateéné Sirokém kalisku, kterym se nékolikrat
zatfese, poté jsou kostky vrzeny na stil, na kterém se nékolikrat prevali predtim, nez
se zastavi. Z jakého diivodu hra¢i véfi, ze napiiklad vyskyt dvojice (3,4) je nezavisly
na hraci, kdyz vsechny pohyby jsou fizeny deterministickymi mechanickymi zakony?

Je tomu tak proto, ze konecny vysledek zavisi na velkém mnozstvi parametri,
z nichz zadny neni pfesné znadm a které se meéni pii kazdé hre. Odskoky kostek
v kalisku, pocatecni pozice, rychlost pfi opusténi kalisku, nepravidelnosti podlozky,
pohyb vzduchu. Mtzeme jit jesté dale, protoze hracovo gesto je rovnéz vyslednici
mnozstvi nezavislych pric¢in a tak dale. Kaskada nezavislych jevi, z nichz kazdy je
fizen néjakym deterministickym zdkonem, tedy mize piijatelné simulovat ndhodnost.

Jak je tomu ve fyzice? Na atomarni a subatomarni Grovni kvantova teorie postuluje
nahodnost neredukovatelnou na deterministické vlivy. Pravdépodobnost pfitomnosti
fotonti asociovanych s vlnou, elektrony obihajici kolem jadra atomu, ndhodna dez-
integrace radioaktivnich atomt. Ale zndme Einsteintiv vyrok: Buh nehraje v kostky.
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Jak je tomu presné? Nebylo by, ve svétle pravdépodobnostniho chaosu deterministic-
kého ptivodu, mozno rovnéz tvrdit: ProtoZe Buh nemd rdd ndhodu, neprestdvd hrdt
v kostky? Je tomu tak, Ze slavnd Bellova véta a pokus Alaina Aspecta z roku 1982
ukondily hledani deterministickych vysvétleni ndhodnych jevi v kvantové mechanice?
Nebo je mozno zkonstruovat fyzikilni model, ktery by je vysvétlil pomoci dlouhych
kaskad vzajemné se ovliviiujicich jevi fizenych deterministickymi zakony? Nechme to
na odbornicich. Ale ovérili fyzikové na malém radioaktivnim vzorku, ze sled rozkladu
se dé&je podle obvyklych pravidel platnych pro ndhodné posloupnosti? Myslet si, Ze
Bellova véta jednou provzdy rozhodla ve prospéch kvantové mechaniky, by znamenalo
znovu upadat do iluze, Ze existuji presné modely svéta.

Tyto ttvahy mé vedou k otazce, zda a do jaké miry je mozno napodobit ndhodu.
Ztotoznéme mnozinu posloupnosti (a,) ¢isel 0, 1 s nekoneénym sou¢inem E = {0, 1}V
Zavedme na FE soucinovou topologii a pravdépodobnostni miru A, kterd je souc¢inem
mér (6o + 01)/2 na faktorech prostoru E. Vlastnost P(z) na E se bude nazyvat
statistickd, pokud je definovana konstruovatelnou formuli a je splnéna A-skoro vsude
na E. Napfiklad zakon velkyjch ¢isel nebo zakon iterovaného logaritmu. Mnozina sta-
tistickych vlastnosti je spodetna (ale ne efektivné vydéislitelnd), tedy A-skoro vSechna
z E splituji vSechny statistické vlastnosti. Pfitom je ale nemozné sestrojit takovou
posloupnost = = (z,,). Jinak Feceno, neni mozno napodobit ndhodu. Tato situace je
podobna situaci, se kterou jsme se setkali pfi studiu R. V obou pfipadech skoro zadny
bod E neni konstruovatelny.

Naproti tomu je mozné se vice ¢i méné ,opiCit“ po ndhodé v tom smyslu, Ze
pro kazdou kone¢nou mnozinu statistickych vlastnosti mizeme, ovSem ne vzdy je
to snadné, zkonstruovat posloupnosti x = (z,,), které je splituji. To je to, co délaji
statistikové, vyrobci pocitacti a agronomové tim, ze vybiraji P;, Ps, ..., P, vyhovujici
jejich potrebam.

5. Méritka a rady velikosti

Uziti mikroskopu ¢i teleskopu nam odhaluje netusené aspekty svéta, zakony az do té
doby neznamé. Neni pravda, Ze to, co platilo v kone¢nu, plati také v nekone¢né malém
nebo nekonecné velkém. Spermatozoid neni homunkulus, hladkost vrstvy snéhu je
tvofena miliardami hexagonalnich krystalti ledu. Toto pozorovani plati i pro zmény
méritka casu. Film, ktery zpomalime nebo zrychlime, ndm odhali nova fakta.

Kontrakce a dilatace méritek ¢asu a prostoru jiz hraji a budou ¢im dale vice hrat
zasadni roli pfi zkoumaéani svéta. Tvori novou dimenzi svéta. Prosta studie rozliti kapky
vody vyzaduje uziti dvou riiznych zédkont pro riizné ¢asti kapky (de Gennes). Matema-
tikové jiz maji teoretické nastroje uzpiisobené témto zménam meéritka: nestandardni
analyza, Fourierova analyza, wavelety. Dalsi budou zajisté nezbytné.

Fraktdlni objekty. Nechci ukoncit svou kratkou exkurzi do svéta radt velikosti, aniz
bych fekl par slov o fraktalnich objektech, které pocinaje Cantorem a Hausdorffem
nepfrestavajilakat matematiky a fyziky. Myslenka je nasledujici: Je-li néjaka prostorova
struktura, matematicka ¢i materialni, zkonstruovana ¢im dal tim jemnéji opakovanou
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aplikaci téhoZ jednoduchého zakona (naptiklad kovariantniho vzhledem k akci podob-
nosti), pak tato struktura bude lokdlné vykazovat tentyz charakter ve vSech svych
zvétsenich a zmensenich. Napifklad Cantorovo diskontinuum, von Kochoval) snéhovd
vlocka a jisté Antoinovy kompakty jsou matematickymi fraktaly.

Striktné vzato, ve fyzice nemohou existovat fraktalni objekty, protoze, jak jsem
zdtraznil, fyzikalni zdkony se méni, kdyz preskoc¢ime jeden nebo vice fadu velikosti.
Fyzik ovSem ma pravo prohlasit, ze jista materialni struktura je fraktalnim objektem
v jistém intervalu velikosti. Toto upfesnéni je ovsem nezbytné, jeho opomenuti by bylo
profesionalni chybou.

Napriklad tvrdit bez takového upfesnéni, ze fraktalni dimenze pobrezi Bretané
je 1,5, nemé zadny smysl. Stejné tak fraktalni dimenze trajektorii ¢astic pozorovanych
Brownem je srovnatelna s pfesnou dimenzi matematickych brownovskych trajektorii
pouze v intervalu velikosti, ktery musi byt upfesnén.

Fraktalni dimenze tedy muze byt pro fyziku zajimavym néastrojem, ale pouze za
predpokladu, ze bude uzivana jasné.

6. Zavéry

Bohatstvi novych matematickych nastroji, rozlicnost mocnych prostredkt vytvo-
fenych fyziky c¢ini stale méné platnymi urcité filozofické protiklady mezi Spojitym
a Diskrétnim. Matematika a fyzika nejsou omezovany ani jednim z nich. Obé totiz
zplodily potomstvo tak bohaté a tak spletité, Ze chtit na¢rtnout jeho rodokmen by
bylo nesmyslné. V této své prednasce jsem kladl diraz na dvojici sloZité systémy
a pravdépodobnost, jejichz studium je sice obtizné, ale slibné. Zajisté to nebude
posledni vétev, ktera vyroste na mohutném stromu Matematiky a Fyziky.

Jiz H. Poincaré tikal, kdyz mluvil o fyzikalnich zdkonech své doby: To, co nové
vyzkumy (o kvantech) zpochybriuji, nejsou jen zdkladni principy mechaniky. Jde o to,
co se ndam az do nynéjska zddalo neoddélitelné od samotného pojmu prirodniho zdkona.
Budeme jesté moci vyjadriovat tyto zdkony pomoci diferencidlnich rovnic?

Wigner zasSel neddvno jesté dale: Neni nase fyzika jen objasnénim vytvorengm
nasim matematickym ndstrojem? A nebyla by jind matematickd objasnéni pro cloveéka
zajimavéjsi?

Osobné bych na zavér dodal, Ze pokud matematika je zdrojem néstroja, kterych
fyzik s spéchem vyuziva, neni tomu tak pravé proto, Ze nase pravidla dedukce jsou
spojena s fyzikalné-chemickymi zakony, které ¥idi nas mozek? Tento navrat k podstaté
by ucinil méné prekvapivou zdanlivé zazracnou shodu mezi matematikou a fyzikou
a mohl by objasnit otazniky o svobodé clovéka.

Newton napsal: Ve se déje, jako by v clovéku byl jakysi zdroj svobody.

Jsme tento zdroj schopni odhalit, nebo je svoboda jen iluzi?

1y Pozn. redakce: Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924), slavny stockholmsky
matematik.

168 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 48 (2003), ¢. 2



		webmaster@dml.cz
	2015-11-29T18:35:33+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




