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Geneticky kod a teorie monoidt
ancb D0 let od objevu struktury DNA

Frantisek Katrnoska a Michal KviZek, Praha

1. Uvod — vznik matematické genetiky

V roce 1866 augustinidnsky opat Johann Gregor Mendel (1822-1884) piednesl
vysledky svych mnohaletych pokusti s kiiZzenim rtiznych druht hrachu na ptidé Brnén-
ského pfirodovédeckého spolku. V témze roce je pak shrnul ve vyznamném dile [21],
které ovsem zapadlo predevsim proto, Ze védecka vefejnost nepochopila mozné souvis-
losti biologie a matematiky. Dnes je ovsem G. Mendel pravem pokladan za zakladatele
nového védniho oboru — genetiky, v némz méa nase zemé diky nému bohatou tradici.
Jeho hlavni vysledky jsou dnes znamy jako tii Mendelovy zakony. Ke stejnym zavériam
nezéavisle dospéli kolem roku 1900 Hugo de Vries, Carl Correns a Erich von Tschermak,
a tak Mendelovy zakony postupné vesly ve vSeobecnou znédmost ve svété. Pocatkem
20. stoleti vznikly dalsi prace, v nichz se stale vice objevovala snaha popsat genetické
zakonitosti matematicky. Napf. roku 1908 publikoval slavny matematik G. H. Hardy
(1877-1947) a nezavisle téz W. Weinberg vysledek (viz [15] a [32]), ktery je dnes znamy
jako zakon Hardytv-Weinbergtv. Tento zadkon nasel mnoho aplikaci v hematologii
a dalsich oborech. Pfipomeneme si jej v kapitole 2.

Prudky rozvoj matematického vyzkumu v genetice nastal ve dvacatych letech minu-
lého stoleti. Vyzkum byl zamétfen predevsim na populacéni genetiku. V rtiznych statech
svéta (napf. Velké Britanii, Rusku a USA) vznikaly tymy zabyvajici se aplikacemi ma-
tematiky v tomto oboru. Z pfednich matematiki, ktefi se vénovali vyzkumu v genetice,
pfipomenime S. Bernsteina, I. M. H. Etheringtona, L. Hogbena nebo Ju. I. Ljubice.
Zejména oni se zaslouzili o vznik nového odvétvi matematiky — matematické genetiky.
Jeji vyznam je zdliraznén tim, ze byla zafazena jako samostatna disciplina do mezi-
néarodni klasifikace matematickych oborti oznac¢enych 92D10 (Genetics), 92D20 (DNA
sequences), popf. 17D92 (Genetic algebras). Témto perspektivnim obortm je také vé-
novéana celd fada specializovanych védeckych ¢asopisii (Genetics, Genomics, Journal of
Biomathematics, American Journal of Human Genetics, IMA Journal of Mathematics
Applied in Medicine and Biology a mnohé dalsi). V nésledujicich odstavcich se velmi
kratce zminime pouze o dvou smérech vyzkumu v matematické genetice, o genetickém
kédovani a jeho popisu pomoci volnych monoidi a o ergodickych submonoidech.
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2. Struktura DNA a genotyp jedince

V roce 1944 zjistili O. T. Avery, C. M. MacLeod a M. McCarty, ze nositelkou dédi¢né
informace je deoxyribonukleova kyselina DNA, ktera je uloZena v chromozémech?)
v jadie burnky. V roce 1953, tj. pravé pred 50 lety, objasnili strukturu DNA James
D. Watson (USA) a Francis H. C. Crick (Velkd Britanie), viz [30], [31] (popf. [13],
[29]). Za tento vyznamny objev ziskali spoleéné s M. H. F. Wilkinsem v roce 1962
Nobelovu cenu.

Molekula DNA mé tvar dvojité sroubovice tvorené dvéma polynukleotidovymi fe-
tézci (vldkny), jejichz zédkladnimi stavebnimi kameny jsou tzv. nukleotidy. Vzdélenost
fetézci je 2nm a vyska jednoho zavitu ¢ini 3,4nm. Tento tsek obsahuje pfiblizné
10 part nukleovych bazi. Celkova délka vSech molekul DNA v jadfe jedné nepohlavni
lidské buiiky?) o prméru 5um je pres 2 metry. Uvazime-li, Ze dospély lidsky organi-
zmus obsahuje fadové 10'* bunék, snadno nahlédneme, Ze ze viech jeho molekul DNA
bychom teoreticky mohli vytvorit retézec podstatné delsi, nez je vzdalenost Zemé
od Slunce. Navic kazdy metr takového informacniho fetézce by obsahoval 3 miliardy
nukleotida.

Molekuly DNA jsou tvofeny tfemi slozkami: nukleotidy, cukrem deoxyribézou
a kyselinou fosforeénou. Nukleotidy (pfesnéji feceno dusikaté baze nukleotidi) jsou
adenin A, thymin T, cytosin C a guanin G. Proti sobé vzdy stoji baze A a T, které
jsou propojeny dvéma vodikovymi mustky, a baze C' a G propojené tfemi vodikovymi
miistky.?) Schematickym znazornénim molekuly DNA v roviné ziskdme titvar podobny
zeb¥icku (viz obr. 1).

Obr. 1. Chemické struktura fetézci DNA. Nukleotidy oznacené symboly A, T', C' a G jsou
propojeny vodikovymi mustky. Molekuly cukru deoxyribézy jsou znazornény jako pétitthel-
niky a molekuly kyseliny fosfore¢né jako krouzky.

1y Kazdy chromozém obsahuje jednu nebo dvé identické molekuly DNA, které jsou pro
zpevnéni a ochranu obaleny fadou podpiirnych bilkovin (ve vahovém poméru pfiblizné 1:1).

2y J. H. Tjio a A. Levan v roce 1956 prokazali, Ze ¢lovék mé v kazdé nepohlavni burice
46 parovych chromozdémil, zatimco priméti jich maji 48 (polovina z nich pochézi od matky
a druhd polovina od otce). Lidskd pohlavni buitka ma jen 23 chromozému.

3) Vodikové mustky predstavuji jen velice slabou chemickou vazbu, ktera miize byt snadno
rozstépena. Dvojitd Sroubovice ale tuto nizkoenergetickou vazbu podstatné ochranuje a za-
roven zpeviuje i vlastni molekulu DNA. Pokud pfesto dojde k poskozeni jednoho vlakna, je
mozné je opravit uzitim informace z vldkna druhého.
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Obr. 2. Grafické znazornéni Hardyova-Weinbergova zakona. Na horni (resp. levé) strané jed-
notkového ¢tverce je znazornéna relativni Cetnost alel pro p[A] = 0,65 a g[a] = 0,35 samcich
(resp. samicich) pohlavnich bunék. Rizné obarvené ¢asti ¢tverce odpovidaji relativni ¢etnosti
alel A, a v nepohlavnich bunkach potomk.

Jednotkou dédi¢né informace je gen?), ktery je tisekem molekuly nukleové kyseliny.
Soubor vSech genu jedince se nazyva genotyp. Vétsina gent existuje alespon ve dvou
rozdilngch forméach, které oznacujeme jako alely (tj. alelomorfni geny). Napiiklad
gen odpovidajici za realizaci krevnich skupin®) systému ABO (viz [26]) ma tfi alely
oznacované I, IB a i.

Priblizme si nyni Hardytv-Weinbergtiv zdkon. Pro jednoduchost uvazujme gen,
ktery mé jen dvé alely A, resp. a. Kazdd pohlavni buiika obsahuje bud alelu A,
anebo alelu a. Jejich vyskyt ve vySetfované populaci je urcen relativnimi ¢etnostmi
(pravdépodobnostmi) p = p[A] > 0, resp. ¢ = g[a] > 0, pro néz plati vztah

plA] +qla] = 1. (1)

Symboly v hranatych zavorkach budou podle tradice nadale oznacovat, kterych alel
se tyka kvantitativni idaj pred zavorkou.

Nepohlavni buiiky®) obsahuji vzdy jednu alelu od matky a jednu od otce. Necht
je vySetfovana populace dostateéné velkd a necht je panmiktickd, coZz znamena, Ze je
v ni zarucen naprosto nahodny vybér kiizeni partnert. Dale predpokladejme, Ze v ni
nedochézi k zadnym migracim ani mutacim, Ze primérna plodnost vSech jedinci je
stejnd atp. Potom pravdépodobnost vzniku jedince s dvojici alel AA je ziejmé rovna
souc¢inu p[A] - p[A]. Podobné zjistime pravdépodobnosti vzniku jedinct s dvojicemi
alel Aa, aA, resp. aa. Polozme proto

P*[AA] =p[A]-p[A]l, pglAa] = qplaA] =p[A]-qla], ¢’[aa] =qgla]-qla]. (2)
Umocnénim rovnice (1) na druhou a pomoci (2) dostaneme rovnici

P*[AA] + 2pg[Aa] + ¢*[aa] = 1.

4) Termin gen zavedl W. Johannsen jiz v roce 1909.

®) Na objevu krevnich skupin se vyznamné podilel éesky lékai Jan Jansky (1873-1921).

%) V8echny nepohlavni buriky urcitého jedince obsahuji teoreticky naprosto totoznou gene-
tickou informaci. Naproti tomu libovolné dvé pohlavni bunky téhoz jedince obsahuji obecné
ruznou genetickou informaci, coz je zpusobeno zejména tzv. prekfizenim chromozému pii
vzniku pohlavnich bunék. Je pozoruhodné, ze ptrekfizeni nerespektuje hranice jednotlivych
gent.
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Uzitim vztaht (2) lze pak uréit relativni ¢etnosti alel A, resp. a v dalsi generaci.
Ty jsou podle (1) dany vztahy (srov. obr. 2)

P’ +2pq/2=p(p+q)=p, Tresp. ¢ +2pq/2=q(q+p)=q.

Odtud plyne, Ze relativni ¢etnosti vyskytu obou alel ziistavaji stejné jako ptivodni rela-
tivni ¢etnosti a alely pohlavnich bunék novych jedinct budou opét spliiovat vztah (1).
Této vlastnosti se Fika Hardyidv-Weinbergiv zdkon (viz [16]). Napf. v evropské populaci
m4 necelych 17 % obéanti negativni Rh faktor”) a tato hodnota se v diisledku zédkona
Hardyova-Weinbergova v ¢ase prili§ nemeéni.

Existuje vSak genovy posun (drift), coz je zména relativnich Getnosti alel v nésle-
dujicich generacich, ke které muze dojit napf. vlivem mutaci zpisobenych ndhodnymi
jevy vnéjsiho prostfedi. Genovy posun predpokladal jiz Hardy ve své praci [15]. Odhad
velikosti genového posunu je stanoven v knize [11].

3. Genetické kédovani

Geneticky kdd predstavuje jisty recept, jak vytvéaret proteiny (tj. bilkoviny) z ami-
nokyselin. Rist zivych organizmt se obvykle uskutecnuje pomoci t¥i procest, které
vedou k syntéze potfebnjch proteinii. Jsou to: replikace, transkripce a translace. Tyto
procesy lze vyjadrit jako zobrazeni ur¢itych typt. Pro jejich zavedeni polozme

D = {A’ T7 C’ G}’ R = {A7 U7 C’ G}’

kde A, T, C, G jsou jiz dfive uvedené nukleové baze a symbol U oznacCuje dalsi
nukleovou béazi — wuracyl. Mnozina D predstavuje soubor vSech nukleovych bazi
kyseliny deoxyribonukleové DNA, mnozina R udava soubor viech nukleovych bazi®)
dalsi dulezité kyseliny — kyseliny ribonukleové RNA.

Cely proces kddovani probihé, zhruba fec¢eno, pomoci nasledujiciho schématu, které
modeluje slozity t¥istupnovy proces syntézy bilkovin v zivych organizmech:

DZDZ R RxRxR-“d, (3)

kde symboly Z, .7, t oznacuji postupné replikaci, transkripci, translaci a 7 je mnoZina
slov obsazenych v tabulce 1. VSechny tyto pojmy si nyni podrobné zavedeme.

7y Maji-li oba rodice pozitivni Rh faktor, mtze jejich dité mit Rh faktor negativni.

8) Nukleovymi béazemi nékterych ribonukleovych kyselin RNA mohou byt i dalsi tzv.
minoritni baze, jako napriklad pseudouridin ¢i ribotimidin. Tyto nukleotidy ale nekdéduji
aminokyseliny fetézce proteinu. Jejich vyznam spociva pouze v tom, Ze se tcastni procesu
syntézy (vElenéni) aminokyselin do proteinového fetézce.
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Obr. 3. Schematické zndzornéni replikace DNA pfi déleni bakteridlnich bunék (viz [10]).
Dvojsroubovice se nejprve postupné rozvoliiuje rusenim vodikovych mistkt mezi jednotlivymi
dvojicemi nukleovych bazi pomoci enzymu DNA-polymerizy. Poté se oba volné fetézce
dopliuji komplementarnimi bazemi a vznikaji tak dvé totozné kopie puivodni dvojsroubovice.

RNA-polymeraza

Obr. 4. Pfi procesu translace nejprve enzym RNA-polymeréaza ,otevie“ ¢ast dvojSroubovice
DNA. Poté z volné plovoucich nukleotidii postupné sestavuje fetézec RNA podle informace
ulozené v DNA.
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Definice 1. Replikace je zobrazeni %#: D — D definované ptedpisem Z(A) =T,
Z(T)=A ZC)=G aZ(G)=C.

Pomoci replikace % dochézi k vytvotfeni druhého vldkna kyseliny DNA, ¢imz tato
kyselina dostava tvar dvojsroubovice (viz obr. 3).

Nukleové baze A a T se proto nazyvaji vzdjemné komplementdrni, stejné jako baze C
a G.9) Ziejmeé Z o # je identické zobrazeni mnoziny D na sebe.

Dalsi proces — transkripce — znamené vlastné jakysi ,,preklad“ informace z jazyka
kyselin DNA do jazyka kyselin RNA (viz obr. 4 a 5). Pomoci néj vznikaji vSechny typy
RNA, napf. informa¢éni RNA, mitochondridlni RNA, ribozomalni RNA, transferova
RNA (srov. obr. 6).

Definice 2. Transkripce je zobrazeni .7 : D — R definované piedpisem 7 (A) = A,
TT)=U,7(C)=CaZ(G)=aG.

Poznamenejme, Ze jen jednomu z vlaken dvojsroubovice DNA odpovida fetézec
syntetizovanych aminokyselin. Toto vlakno se anglicky nazyva sense. Druhé komple-
mentarni vldkno se anglicky nazyva'®) anti-sense a podle néj se vlastné vytvaii ,sense”

vldkno RNA.11)

DNA sense

AAGGTAAGT GGGGT GCTC
(Y {
T TCCATTCACCCCACGAG

anti—sense
RNA sense

AAGGUAAGUGGGGUGCUC

Obr. 5. Schematické znazornéni procesu transkripce, tj. prepisu genetické informace z mole-
kuly DNA do molekuly RNA.

Jakmile je vldkno RNA syntetizovano, presune se z jadra bunky do nékterého
z ribozémt, kterych je v kazdé lidské bunce pfiblizné 50000. Zde probiha posledni
tivnimu urcéeni pofadi aminokyselin v proteinovém fetézci. Celkovy pocet zakladnich
(levotocivych) bilkovinotvorngch aminokyselin vyskytujicich se v proteinech je 20.
Jejich seznam je obsazen v tabulce 1. Ozna¢me symbolem &/ mnozinu téchto dvaceti

9) Jiz v roce 1949 Erwin Chargaff zjistil, Ze pocet bazi adeninu, resp. cytosinu je vzdy
stejny jako pocet bazi thyminu, resp. guaninu bez ohledu na mnozstvi a puvod DNA.

19) Odpovidajici ceské nazvy ,smysluplné a protismyslné vlakno“ se zatim neujaly.

') Roku 1970 uvefejnili H. M. Temin a D. Baltimore zajimavé zjisténi, ze rakovi-
notvorny virus Rousova sarkomu muze informaci ulozenou ve své RNA predat vySSim
organizmum nésledujicim zpisobem: virovdi RNA — DNA — RNA — protein. Zobrazeni
r: virovh RNA — DNA se nazyva reverzni transkripce, protoze plati r~! = 7.
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aminokyselin a tii slov amber, ochre, opal z tabulky 1, jejichz vyznam objasnime
pozdéji. Pak je proces translace definovan takto:

Definice 3. Translaci budeme rozumét zobrazeni t: R x R x R — & definované
predpisem danym tabulkou 1.

TAB. 1. Geneticky kéd. Nukleotidy molekuly ribonukleové kyseliny RNA jsou oznaceny zaca-
te¢nimi pismeny pfislusnych bazi U, C, A, G. Kazda trojice bazi kéduje uréitou aminokyselinu
nebo oznacuje pocatek ¢i ukonceni syntézy proteinu. Kazdy protein je kédovan jednim genem.

Druhy nukleotid
U c A G

uuu . ucu UAU . UGU : U

” UUC fenylalanin Uce . UAC tyrosin Uee cystein c

UUA leucin UCA UAA ochre UGA opal A

vuG vca UAG amber UGG tryptofan G

cuc coc cac histidin | CE0 ¢
i leuci li ini T
£ C oua levcin oca Profin OAA Jlutamin Ooca rgnin ik
jo CUG cea CAG CGG G ﬁ
= =
g =
) AUU ACU AAU . AGU . U | g
S 4 | AUC isolewcin | ACC oo AAC PRSI o S c|g
= AUA ACA AAA gy AGA , oinin A|FE

AUG metionin ACG AAG AGG G

GUU GCU GAU . GGU U

asparat
GUC : Gcc : GAC GGC : C
1 1 1
Gl qgua Y™™ aca HE GAA iamar | GGA 57 A
GUG GCG GAG GGG G

Za vclenéni urcité aminokyseliny do proteinového fetézce odpovidd vzdy pouze
trojice nukleotidt (viz obr. 6). Tuto trojici nazyvame triplet. Geneticky kdéd je tedy
tripletni, demuz odpovid4 definice translace. Celkem existuje 64 = 43 vzajemné riz-
nych tripletd, a proto zobrazeni translace ¢ neni injektivni. Vétsina aminokyselin je
kédovana vice triplety. Naptiklad isoleucin je kédovan tfemi rtznymi triplety: AUU
nebo AUC nebo AUA (viz tab. 1). Arginin, leucin a serin jsou kédovany dokonce Sesti
riznymi triplety. VSechny kddovaci moznosti pro uréitou aminokyselinu ale nejsou
stejné casto vyuzivany. Naptiklad u zndmé bakterie Escherichia coli je lysin kédovan
v 85 % tripletem AAA a pouze v 15 % AAG. U jinych organizmi se tento pomér muze
lisit.

Dva specidlni triplety AUG, resp. GUG kdéduji metionin, resp. valin, soucasné
v8ak mohou kdédovat i zacatek syntézy proteinu (napf. u virt). Proto se nazyvaji
iniciaéni kodony. Naproti tomu triplety UAG, UAA a UGA (oznafované postupné
jako amber, ochre a opal — viz tab. 1) kéduji ukonceni syntézy a neodpovidaji

74dné aminokyseliné.'?) Nazgyvaji se terminacni kodony a maji tak vlastné vyznam

12y Z tohoto pravidla ale existuje drobné vyjimka. Triplet UGA kéduje u jedné skupiny
bakterii dalsi jedenadvacatou aminokyselinu — selenocystein.
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carky v genetické abeced€. Jsou znamenim, Ze syntetizovand molekula proteinu je jiz
kompletni. Navic pro stanoveni spravného sméru ¢teni informace z fetézce informacni
RNA je na jednom z jeho koncii fosfatova a na druhém hydroxylova skupina.

Informace obsazend v DNA v jadie buiiky se nazyva gemom. Zde je ale nutno
zddraznit, Ze jen 5 az 7% této informace (tzv. exon) mé skuteény vyznam pro tvorbu
bilkovin a dalsi ¢innost buniky. Zbyla ¢ast predstavuje jistou nadbytec¢nou informaci,
ktera je disledkem slozité evoluce a kédovani se neticastni.

AAGGUAAGUGGGGUGCUC
i1
C AC

C_gag
—

Ceri)~Celyei-(valin)
@@

Obr. 6. Schematické zndzornéni syntézy bilkovin v ribozémech. Polypeptidovy fetézec pri
procesu translace postupné narista o aminokyseliny urcené poradim tripletd v molekule
informaéni RNA. Pfenos aminokyselin zajistuji pomérné malé molekuly transferové RNA,
kterych existuje vice nez 20 druhi.

7Z matematickych relaci tykajicich se vzadjemnych vztahti mezi nukleovymi bazemi
kyseliny RNA a aminokyselin proteini stanovenych znamym fyzikem G. Gamowem
v praci [12] a z prace [13] J. S. Griffitha, F. H. C. Cricka a L. E. Orgela vyplynulo,
ze geneticky kéd by mél byt tripletni a mél by se nacitat na RNA postupné a jen po
trojicich. Geneticky kéd (viz tab. 1) byl pak definitivné stanoven r. 1966 na sympoziu
v Cold Spring Harboru (USA) v referatu M. W. Nirenberga!?) sestavenim tabulky
triplet pro vSechny aminokyseliny.

Geneticky kéd z tabulky 1 je univerzalni v tom smyslu, Ze plati (az na drobné
nuance) v ramci celé organické ¥ise na Zemi, tj. poéinaje viry a konde ¢lovékem. Soubor
gend muze byt lokalizovan nejen v jadie bunky, ale téz v mitochondriich a v chloroplas-
tech. Soubor gent v mitochondriich ma prstencové uspofadani a u ¢loveéka obsahuje
37 gent. V genetickém kddu mitochondrii byly ale zjistény 4 triplety, které maji
rozdilny vyznam proti genomu jadra (viz tab. 1). Jsou zde i rozdily v inicia¢nich
a terminacnich kodonech.

Zavérem tohoto odstavce je tfeba se jesté zminit o vyznamu data 12. tinor roku 2001
pro dalsi rozvoj genetiky. Tento den John Craig Venter predlozil tabulku lidského
genomu. Urdil, ze lidsky genom sestava priblizné z 35000 genu a ze jeho skladba

13) Za tento vynikajici vysledek ziskal M. W. Nirenberg Nobelovu cenu v roce 1968.
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u vech lidi je v 99,8 % identicka.'*) Definitivni verze tabulky lidského genomu byla
ovSem dokoncena az v dubnu 2003, tj. pravé 50 let od publikovani zasadniho a zcela
fundamentélniho ¢lanku [30] v dubnovém éisle ¢asopisu Nature v roce 1953. V soucasné
dobé vime, ze DNA v jadie kazdé lidské (nepohlavni) buiiky obsahuje zhruba tii
miliardy part vzajemné komplementarnich bazi (viz [18]). Tedy 0,2 % lidského genomu
tvofi 6 miliont part bazi, v nichz se jednotlivi lidé od sebe vzijemné 1isi (kromé
jednovajeénych sourozenct, ktef{ maji identické genomy). Pfitom je t¥eba zduraznit,
ze zména byt jen jediného paru muze zpusobit i velmi tézké onemocnéni.

Praktickym uplatnénim poznatkt molekuladrni genetiky se zabyva genové inzenyr-
stvi. Dokonald znalost struktury molekuly DNA mé obrovské mnozstvi aplikaci: pii
urcovani otcovstvi, pti studiu dédi¢nych chorob, pri transplantaci organi, pii vyrobé
geneticky modifikovanych potravin, v kriminalistice, klonovani, pfi biosyntéze 1éki
(napf. inzulinu), p¥i genové terapii, pii klasifikaci gent v genetickych bankach, pfi
zamezovani Sifeni epidemii, pii odstranovani toxickjch havarii pomoci mikroorga-
nizmil, pfi urcovani vyvojovych linii jednotlivych zivocisnych a rostlinnych druhti
apod. Také analogie zndmého prekiiZzeni (crossing-over) chromozémi ¢ jejich mutaci
nasly uplatnéni v tzv. genetickych algoritmech (viz napf. [23]), které slouz{ k hledani
globdlniho minima (maxima) slozitych uc¢elovych funkci.

4. Geneticky kéd a volné monoidy

Geneticky kéd je vyjadien pofadim triplet nukleotidu kyseliny RNA, jimZ je uréeno
poradi aminokyselin v proteinu. Z matematického hlediska odpovidé genetickému kédu
zobrazeni translace t. Cteni genetického kédu (dekédovéani) se ¥idi pofadim triplett
daného genu

Iy...T,, me€ {1,27} (4)

Tomu pak odpovida koneéné posloupnost
t(T)t(T) ... t(T) (5)

charakterizujici fetézec aminokyselin proteinu. Po¢ateénim tripletem 77 byva vétsinou
triplet AUG (resp. GUG), ktery kéduje aminokyselinu metionin (resp. valin). Tvar (5)
naznacuje, ze vhodnym algebraickym objektem pro studium kédovani aminokyselin
mohou byt monoidy, pfesnéji fe¢eno volné monoidy, a jejich generatory. Uvedeme proto
nyni nékteré definice a pojmy tykajici se této oblasti (viz napf. [7]).

Definice 4. Monoidem nazveme trojici (M, -,e), kde M je neprazdnd mnozina s bi-
narni operaci - : M x M — M, ktera je asociativni a uzaviena v M, a prvek e € M
je neutrdlni (jednotkovy) prvek mnoziny M, tj.

r-e=e-x=x pro viechnaxz € M. (6)

4y Pfitom lidsky genom se shoduje s genomem mysi doméci v 99 % a s genomem Simpanze
v 99,4 %.
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Monoid tvori napf. vSechna pfirozena cisla s operaci ndsobeni a neutrdlnim prv-
kem 1. Obecné ale monoid nemusi byt komutativni. Pfikladem nekomutativniho
monoidu je mnozina vSech bijektivnich zobrazeni mnoziny X na sebe. Binarni operaci
je v tomto pripadé skladani zobrazeni a neutralni prvek je identické zobrazeni. Jinym
prikladem nekomutativniho monoidu je mnozina vsech binarnich relaci na mnoziné X,
v niz binarni operaci je skladani relaci.

Definice 5. Necht (M, -,e) a (M, e ,€) jsou monoidy. Zobrazeni h: M — M nazveme
homomorfizmem, jestlize plati

h(z-y) = h(z) e h(y) pro vsechna z,y € M. (7)

Z rovnosti (6) okamzité plyne, Ze neutralni prvek monoidu je uréen jednoznaéné.
Odtud a pomoci vztahi (6) a (7) lze snadno dokazat, ze h(e) = e.

Je-li homomorfizmus h bijektivni zobrazeni, pak h se nazyva izomorfizmus a ze (7)
miizeme piimo odvodit, Ze h~! je té7 homomorfizmus. Injektivni, resp. surjektivni
homomorfizmus se nazyva monomorfizmus, resp. epimorfizmus.

Jako piiklad mizeme uvést nasledujici tvrzeni (viz [17]). Pro jednoduchost budeme
nadale monoid (M, -, e) znadit jen M.

Véta 1. Kazdy monoid M je izomorfni monoidu vsech zobrazeni Fy: M — M tvaru
F.(x)=a-x, a € M, s operaci skldddni.

Zavedme nyni nékteré dalsi nezbytné pojmy.

Definice 6. Podmonoidemn (nebo téz submonoidem) monoidu M nazveme podmnozinu
M' C M spliujici nésledujici podminky:

(i) je-lix,y € M', pak x -y € M’,

(ii) je-li e neutralni prvek M, pak e € M’.

Jiz v roce 1926 Thomas H. Morgan'®) ukazal, Ze geny jsou uloZeny v chromozému
za sebou v linedrnim pofadi (tzv. prvni Morgantv zékon). Tento fakt, vlastni struk-
tura genu (4) a jemu odpovidajici fetézec aminokyselin (5) pfedurcuji, jak jiz bylo
feceno, volny monoid (viz definice 7) jako jednu z moznych algebraickych struktur pro
vysSetfovani vlastnosti genetického kédovani. Jinou moznosti jsou tzv. blokové kédy
s pevnou délkou kédového slova rovnou tfem.

Necht X je libovolna neprazdnd mnozina. Slovem w nad X nazveme libovolnou ko-
ne¢nou posloupnost w = (1, 22, ...,7,), kde z; € X, i=1,2,...,n. Cislo n oznacuje
délku slova. Symbolem wgy oznac¢me slovo odpovidajici prazdné mnoziné, jehoz délka
je n = 0. Mnozinu vSech slov nad X ozna¢ime F(X).

15y T. H. Morgan ziskal v roce 1933 Nobelovu cenu za vysvétleni funkce chromozému pii
dédic¢nosti. Objevil mj. také chromozémy urcujici pohlavi jedinci. Své pokusy provadél na
musce Drosophila, kterd se poté stala vyznamnym pokusnym objektem v genetice.
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Definice 7. Volngm monoidem nad X nazveme mnozinu slov F'(X), ve které je bindrni
operace o: F(X) x F(X) — F(X) definovina vztahem:

wi © W :(Il,$2~-~,$n)0(yl7y2a-~-7ym) = (‘T1~'~7x’nay17"'7ym)

pro W1:($17I’27...,In), w2:(y1ay27"'?ym)7 'lUl,'lUQGF(X).

Vidime, 7e F(X) skute¢né reprezentuje monoid (viz definice 4). Slovo wq je totiz
neutralnim prvkem F(X), nebot w o wy = wp o w = w pro kazdé w € F(X). Snadno
se také oveéri, Ze operace o je asociativni (ale evidentné neni komutativni). Mnozina X
se nazyva mnozinou generdtori volného monoidu F(X).

Kodovani je, obecné feCeno, zobrazeni K : Z — B, kde Z je mnoZina zdroji a B je
kddovd abeceda. Prvky B nazyvame kddové znaky a mnozinu K (Z) nazyvame stru¢né
kodem.

Algebraickou teorii kédovani se zabyvaji napt. prace [1], [4], [13]. Genetické kédovani
vychazi z predpokladu, ze Z =R X RX R, B =4/ a kédovani K =t je translace
(viz definice 3). Prvky volného monoidu F(R x R x R) jsou tedy sekvence triplett
nukleovych bazi z mnoziny R a prvky volného monoidu F(&/) jsou sekvence jim
prislusejicich aminokyselin a t¥{ slov (amber, ochre, opal) odpovidajicich termina¢nim
kodontm.

Vsimnéme si, Ze zobrazeni t*: F(R X R x R) — F(«7), které je pfirozenym roz-
Sifenim translace ¢, je epimorfizmem volného monoidu F(R X R X R) na volny mo-
noid F(). Bez ditkazi nyni uvedeme néktera tvrzeni (viz [3], [17]), kterd jsou diilezita
pro porozumeéni popisu genetického kédovani pomoci volnych monoidi. Symbolem M,
budeme nadéle oznacovat volny monoid s n € {1,2,...} generatory.

Véta 2. Volnyg monoid Moy (resp. Mas) lze nekoneéné mnoha zpisoby izomorfné
zobrazit na podmonoid volného monoidu My se ¢tyrmi generdtory (srov. tab. 1).

Véta 3. Necht M je monoid, ktery md konecny pocet generdtorii. Pak kaZdy podmo-
noid monoidu M md rovnézZ konecny pocet generdtori.

Necht M a M jsou monoidy a necht h: M — M je monomorfizmus. Podmo-
noid h(M) monoidu M se nazyva vioZenim monoidu M do M.

Véta 4. Libovolny volny monoid M, lze vloZit do volného monoidu My vytvoreného
jen dvéma generdtory.

Dukaz této véty, ktera je dusledkem Evansovy véty, lze nalézt napf. v [9, kap. 9].
Véta 4 ukazuje, jakou dilezitost maji tzv. bindrni kddy (tj. takové kédy, kde za
mnozinu zdroji vétsinou volime Z = {0,1}). Dav4d ndm pozitivni odpovéd na jednu
ze zakladnich otazek, totiz zda lze geneticky kéd redukovat na kdéd bindrni. K tomu
poznamenejme, zZe ¢lovék objevil dvojkovou soustavu jiz asi pfed 3000 lety (viz napf.
PMFA 42 (1997), s. 224), i kdyZ jeji praktické vyuziti ptislo az ve 20. stoleti. P¥iroda
ale objevila dvojkovou nebo, chcete-li, ¢tyrkovou soustavu pred vice nez 3,5 miliardami
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let. Geneticka informace v jadte butiky je totiz zaznamenana digit4lné'%), provedeme-li
napf. toto ztotoznéni

A=00, C=01, G=10, T=11.

Horni fetézec z obrazku 1 pak odpovidad dvojkovému zéapisu ...001011010111... .
T miliardy part nukleovych bazi lidské bunky odpovidaji tedy Sesti miliarddm bitt
(= 750MB), coZ je zhruba kapacita jednoho CD.

V genetice je uzitetné popisovat kédovani pomoci monomorfizmi. Z historického
hlediska je proto zajimavé se jesté zminit o dalsim pojmu — ,kédu bez ¢arky*, ktery
po objevu struktury DNA vytvofil F. H. C. Crick se svymi spolupracovniky [13], viz
téz [25]. Abychom tento kéd objasnili, uvedeme nejprve jednu definici a vétu:

Definice 8. Budeme fikat, ze slovo w volného monoidu M je obsaZeno ve slové w € M,
existuji-li slova wy,wy € M tak, ze plati W = w; o w o ws.

Slova w1, resp. wy mohou mit napf. vyznam inicia¢niho, resp. terminac¢niho tripletu.
Dikaz nésledujiciho tvrzeni (viz [3]) je jednoduchy.

Véta 5. Necht M,,, resp. M,, jsou volné monoidy generované m, resp. n prvky a necht
h: M., — M, je monomorfizmus M,, do M,. Pak h(M,,) je volngm podmonoidem
monoidu M, a zobrazeni h je izomorfizmem monoidu M,, na monoid h(M,,).

Odtud okamZzité plyne, Ze kdyz slovo w volného monoidu M,,, je obsaZeno ve slové w
téhoz monoidu M,,, pak slovo hA(w) volného monoidu h(M,,) je obsazeno ve slové h(w)
monoidu h(M,,). Mnozina slov h(w) s touto vlastnosti tvofi tzv. kdd bez cdrky.

Zavedeni pojmu kédu bez ¢arky vyjadiuje shodu nékterych algebraickych vysledkt
s biologickymi experimenty. Jiné vysledky naopak ukazuji na drobny nesoulad jed-
noduchych matematickych modelt s biochemickymi reakcemi. Napiiklad v molekule
DNA byvéa nékolik procent nukleovych bazi metylovano (cytosin je zde nahrazen
5-metylcytosinem apod.). Metylace bazi méni jejich funkéni vlastnosti. Je to jeden
z mechanizmi, ktery se uplatiiuje pri regulaci funkci jednotlivych gent.

5. Ergodické submonoidy

Uvodem toho odstavce poznamenejme, %e chovanim fyzikalnich systémi, které maji
velmi mnoho stupnti volnosti, se zabyva tzv. ergodické teorie. Pro kratkou a vystiznou
informaci o ni odkazujeme ¢tendfe na prehlednou Halmosovu knizku [14].

Necht M, je volny monoid s koneénym poétem generatori g1, gs, .. ., gn a necht w
je slovo v M,. Déle ozna¢me A(w) délku slova w a necht \;(w) je podet vyskytil

n

prvku g; objevujiciho se ve slové w. Odtud plyne, ze > A\j(w)= A(w). Pomér
i=1

16y Naproti tomu informace prichazejici do naseho mozku se uchovévaji analogové.
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P;(w) = \i(w)/M(w) pro w # wo se nazyva frekvenci proku g; ve slové w. Cislo P;(w)
je zfejmé raciondlni, 0 < P;(w) £ 1 proi=1,2,...,n a plati, ze

Za(w) =1

Pokud napriklad za w zvolime slovo pfislusejici ¢asteénému Fetézci péti aminokyselin
z obrazku 6, pak A(w) =5, A\g(w) = 2, A\i7(w) =1, kde index i = 6 odpovida valinu,
i = 17 lysinu apod. (srov. tab. 1).

Pro dana raciondlni ¢isla P; € [0,1], ¢ € {1,...,n}, ozna¢me symbolem Ep, mno-
Zinu obsahujici prvek wp a vSechna slova w € M,, s frekvenci P; = P;(w). Pak plati
nasledujici tvrzeni (viz [3]):

Véta 6. Pro kazde i =1,...,n je mnozina Ep, submonoid volného monoidu M,,.
Dikaz. (1) Predpokladejme, Zze wq,ws € Ep,, a necht w = wy o wy # wy (pro trividlni

submonoid volného monoidu M, je tvrzeni véty zfejmé). Pak plati A\;(w1) = P;A(wq)
a \;j(wg) = P;A(we). Odtud plyne, zZe
)\Z(w) >\1<’LU1 o ’LUQ) )\i(wl) + >\1<’w2) Pi)\(wl) + Pi)\(wg)

MNw) - AMwiows) - Mwy) £ Aw) . Mwn) f Mws)

a tedy wy o wy € Ep,. Asociativita operace o na mnoziné Ep, okamzité plyne z inkluze
Epi c M,.

(ii) Prazdné slovo oznacené symbolem wy je neutralnim prvkem monoidu M,,. Proto
plati rovnice wowy =wpow =w pro kazdé w € Ep,. Odtud plyne, ze wo € Ep,
a podle definice 6 je Ep, submonoid volného monoidu M,,. [

V pfipadé genetického kédu je zdrojem biologické informace mnozina vsech tripleti
nukleovych bazi mnoziny R. Zavedeme nyni nasledujici definici:

Definice 9. Zdroj informace Z nazveme ergodickym, jestlize existuji racionalni ¢isla P;
takova, ze

a pritom plati
A(w)

— P, pro A(w) — oo.

Bylo zjisténo, Ze pro geneticky kdéd, ktery je dan zobrazenim t ze vztahu (3)
a tabulkou 1, plati

~
~

o

pro dostatecné dlouhd slova w volného monoidu vytvoreného mnozinou Z. Jeho zdroj
ma tedy ergodicky charakter. Rovnéz dalsi pfirozené i umélé kédy mohou mit sviij
ergodicky zdroj. Tak napiiklad kazdy jazyk muze byt charakterizovan svou ergodickou
povahou (viz [2]).
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6. Zavéreéné poznamky

Literatury zabyvajici se genetickym kédovanim je velké mnozstvi. Lze doporucit
napiiklad knihy [3], [8], [10], [11], [14], [19], [22], [24], [29] a [33].

Zminme se jesté kratce o dalsi aplikaci matematiky v populaéni genetice. Pocatky
této védni discipliny sahaji do dvacatych let minulého stoleti a jsou spojeny se vznikem
specializovanych matematickych tyma, které se zabyvaly vyzkumem v genetice. Mate-
matickym objektem pouzitym v populacni genetice jsou genetické algebry, které jsou
komutativni, nikoliv v8ak asociativni. Zakladem jejich definice je pravdépodobnostni
hledisko. Pojednani o nich by si ale vyzadalo dalsi samostatny ¢lanek. Pro stru¢nou
informaci o genetickych algebrach a o pfibuznych otdzkach viz prace [5], [6] a [20].

Zvl4stni pozornost zasluhuje také kniha [7], kterd obsahuje mimo jiné aplikace
monoidd v teorii automatt, ¢islicovych pocitact a umélych programovacich jazyki.
Poznamenejme, ze molekularni systém RNA predstavuje téz koneény automat, jehoz
mnozinou vstupnich signala jsou 4 nukleotidy U, A, C, G a jehoz mnoZinou vystupt
jsou aminokyseliny a slova oznacujici ukonceni syntézy. Mnozina stavid S tohoto
automatu odpovida procesu biosyntézy proteinti.

Ke studiu molekuly DNA pfispiva v posledni dobé téZ topologie. Ur¢ité enzymy totiz
dokézi ménit topologickou strukturu prstencové DNA. Vytvareji na ni uzly (nebo je
odstrariuji), a tak méni jeji vlastnosti (viz [27], [28]). Obéas také muze dojit k poskozeni
¢i pretrzeni molekuly DNA, napi. tim, %e do ni narazi néjakd vysokoenergeticka
elementarni ¢astice. V jadfe buiiky vSak existuji slozité enzymatické samoopravujici
procesy, které dokazi dvojsroubovici DNA opét spravné napojit a zrekonstruovat
poskozenou informaci, pokud vzniklé poskozeni neni prili§ velké. Opét vidime, ze
pfiroda objevila samoopravujici se kédy mnohem dfive nez ¢lovék (srov. PMFA //
(1999), s. 18). Navic kazdy gen se obvykle v Fetézci DNA nékolikrat opakuje, aby se
pfi poskozeni jedné jeho kopie mohly pouzit dalsi.

Po precteni tohoto ¢lanku si ¢tendr jisté polozi otédzku, kde se takové slozité mo-
lekuly, jaké maji nukleové kyseliny, a informacni procesy s nimi spojené ve vesmiru
vzaly. Odpovéd je nasnadé. V pozorovatelné ¢asti vesmiru je vice nez 10! galaxii,
z nichz kazd4 obsahuje alesponi 10! hvézd. Kolem hvézd obihaji mens télesa (planety
a jejich mésice, planetky, komety) a na nékterych z nich panuji podminky vhodné
pro zivot. Primitivni Zivot na Zemi se objevil piiblizné pred 3,5 miliardami let!”),
o Cemz svédéi Cetné paleontologické nélezy. Priroda tedy méla od okamziku velkého
tresku'®) ptiblizné 10 miliard let (=~ 4 -10'7s) ¢asu na experimentovani spojené se
vznikem Zivota. Pfitom stacilo, aby vznikla néjaka samoreplikujici se molekula, ktera
se mutacemi mohla dale ,zdokonalovat®. Také je tfeba si uvédomit, ze povrch nasi
Zemé ma zhruba 500000000 000000m?2, coz, jak jisté uznite, je nesmirné obrovska
(bio)chemicka laboratof. Kyselina RNA je vyvojové star§i nez DNA. Vznikla asi
o jednu miliardu let dfive nez DNA. Darwinova evolu¢ni teorie o vzniku druht

17y Zatim vsak stale neni zcela vyloucena ani moznost, ze zivot mohl byt na nasi planetu
zanesen odjinud z vesmiru.
18y Stafi vesmiru se podle soudasnych méfeni odhaduje na 13,5 - 10° let.
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pfirodnim vybérem v konkurencénim prostiedi pak vysvétluje, pro¢ vibec existuje
dnesni vyspéla lidska civilizace.

Podé&kovani. Autori dékuji doc. RNDr. H. ILLNEROVE, prof. RNDr. V. PaCEsovi, DrSc.,
RNDr. P. PubLAKOVI, DrSc., a prof. RNDr. I. RASKOVI, DrSc., za cenné diskuse a dale Mgr.
H. HoLovSKE, Mgr. S. KASALOVI a Ing. P. KRiZKOVI za technickou pomoc pf¥i zpracovani
tohoto ¢lanku. Prace byla podpoiena grantem A 1019201 GA AV CR.
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Z: historie inverzniho varia¢niho problému:
Odvozeni podminek silné varia¢nosti

Jan Kotulek, Opava

1. Uvod

Variac¢ni pocet je oblast matematiky, kterd se mimo jiné zabyva tzv. variac¢nimi
integraly. Prikladem takového integralu je

[ 1w, )

ty

kde integrand L, ktery se obvykle nazyva Lagrangeova funkce nebo lagrangian, zavisi
vedle nezavislé proménné ¢ na diferencovatelné funkei (kiivee) ¢(t) a jeji derivaci ¢(t).
Variacni pocet se zajima predevsim o extremaly variacnich integrald, tedy kiivky, na
nichz je integral nejmensi (resp. nejvétsi). Jiz J. L. Lagrange odvodil, Ze pro extremély
plati podél kiivky ¢(t) rovnice
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