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1089 a vSe, co s tim souvisi.
Moment prekvapeni v matematice

David Acheson, Ozxford

Proc tolik lidi fika, Ze nendvidi matematiku? Pravda je takova, Ze mnohdy ani nevédi,
co matematika je. Domnivam se, Ze matematici by tuto situaci mohli zménit napfiklad
tim, Ze zprostredkuji Siroké verejnosti nékteré své myslenky a ukézi, Ze maji ze své
profese radost.

Jednou z cest, jak to udélat, je pouzit momentu prekvapeni, ktery matematické
tlohy casto doprovéazi. A pfijemnd piekvapeni mé prece kazdy rad.

Trik s Cisly

Ja sdm jsem svoje prvni matematické prekvapeni zazil v roce 1956, kdy mi bylo 10 let.
V té dobé se mi libily kouzelnické triky. Jednoho dne jsem narazil na ,trik s ¢isly“
v ¢lanku nazvaném Uncle Jack turns you into a Conjuror!

Zvolte si libovolné trojciferné ¢islo tak, aby prvni a posledni éislice se lisily alespon
o dvé. Utvotte cislo, jehoz cifry jsou v opa¢ném poradi, a odectéte mensi z téchto Cisel
od vétsiho (napf. 782 — 287 = 495). Vysledek nyni seététe s ¢islem, jehoz cifry jsou
opét v opa¢ném potadi (v nasem ptipadé 495 + 594 = 1089).

Pozoruhodné je, Ze vysledek vyjde vidy 1089.1)

1y Pozn. prekladatele: Abychom se o tomto tvrzeni presvéddili, staci uvazovat cifry a, b, ¢
takové, ze a = ¢ + 2. Pak

100a 4 10b + ¢ — 100¢c — 10b — a = 100(a — ¢) —a+ ¢ =100(a —c — 1) + 90 + (10 — a + ¢).

Pri¢teme-li k tomuto vysledku ¢islo 100(10 —a+¢) +90 + (a — ¢ — 1), dostaneme ¢islo
900 + 180 + 9 = 1089.
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Tento ¢lanek je zkracenou verzi jeho populariza¢ni prednasky Londynské matematické spo-
leCnosti: Matematika, kouzla a elektrickd kytara, kterou prednesl v roce 2003. Jeho kniha 71089
and all that je origindlnim pokusem priblizit nékteré matematické ideje a radost z matematiky
Siroké verejnosti. Dalsi informace naleznete na strankach: www. jesus.ox.ac.uk/~dacheson
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grantu A 1019201. Piekladatel dékuje Mgr. H. HOLOVSKE a RNDr. A. SOLCOVE za cenné
pfipominky.

© European Mathematical Society Newsletter 2003

24 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 49 (2004), ¢. 1



Dnes samoziejmé vim, Ze tento trik s ¢islem 1089 je matematicky ponékud trivialni
a mé relativné malo dusledkt. Uvidite-li jej ale poprvé jako desetileté dité, doslova
vas okouzli.

Piekvapujici geometrie

O trochu pozdéji jsem zazil svoje prvni prekvapeni v geometrii. Jednoho dne ndm bylo
ve gkole feéeno, Ze kdyZ ozna¢ime AB prumér kruznice a C' libovolny bod na kruznici
riazny od A a B, pak thel ACB je pravy. Pamatuji se, Ze jsem tomu nechtél uvérit.
Zdalo se mi, ze pohyb bodu C' po kruznici musi zptsobit zménu tuhlu AC'B, zejména
v piipadé, kdyz se bude pfiblizovat bodu A nebo B. Pak ale pfiSel dikaz, ktery mé
doslova ohromil.

Nejprve spojme bod C se stfedem kruznice O. Potom AO = BO = CO. Tedy troj-
thelnik AOC' je rovnoramenny a thly oznacené o na obrazku 1 jsou shodné. Podobné
zjistime, ze také trojuhelnik BOC' je rovnoramenny a thly § jsou shodné. Soucet
hld v trojihelniku ACB je 180°, tj. a+ (a+ 3)+ 5 =180°. Tedy o+ [ =90°
a trojuhelnik AC'B je proto pravouhly.

o B
A O B Obr. 1. Dtkaz Thaletovy véty.

Dodnes povazuji tento dikaz za jeden z nejnazornéjsich a nejprekvapivéjsich v celé
matematice.

Velké omyly

Nezbytnost dukazi matematickych tvrzeni je moznéd jednou z hlavnich potizi pii
komunikaci matematiki se Sirokou vefejnosti. Matematici jsou jimi az nepatficné
posedli. Domnivam se, ze je potfeba vysvétlit, pro¢ jsou diukazy tak dulezité. Bez
dikazu totiz muzeme dostat nespravné tvrzeni. Dokonce i ti nejvétsi matematici se
nékdy mylili.

Napiiklad v roce 1753 Euler (viz obr. 2) dokazal Velkou Fermatovu vétu pro
exponent N = 3. Jinymi slovy dokézal, ze neexistuji pfirozena c¢isla a, b a ¢ takova, ze

a® + 02 =c?

tj. zjednodusené feceno, soucet objemu dvou krychli nikdy neda objem jiné krychle
(pokud délky jejich hran jsou pfirozend ¢isla).
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Obr. 2. Leonhard Euler (1707-1783).

Pozdéji vyslovil domnénku, ze podobné neni mozné dostat ¢tvrtou mocninu jako
soucet tii ¢tvrtych mocnin a obecné neni mozné vyjadrit m-tou mocninu jako soucet
m — 1 m-tych mocnin na mnoziné pfirozenych ¢isel.

Témeér dve ste let nikdo nevidél na tomto tvrzeni nic Spatného. Ve skutecnosti ani
nikdo nebyl schopen toto tvrzeni dokazat, a tak bylo stale opakovano a velmi cenéno
i uzndvanymi autoritami.

Ale pak v roce 1966 L. J. Lander a T. R. Parkin nasli protipiiklad, kdy soucet ¢tyf
patych mocnin dava patou mocninu:

275 4 84° 4+ 110° + 1335 = 144°.
Dvacet let poté N. Elkies vyvratil také pripad m = 4:

2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673

Pokouset se v matematice zobecriovat na zakladé jednoho ¢i dvou specialnich ptripada
je zajisté vzdy velice riskantni.?) Jednim z nejnazorngjsich piikladf, jaky znam, je
tento zdanlivé nevinné vyhlizejici jednoduchy geometricky problém.

Uvazujme kruh a na jeho obvodu zvolme n vzajemné ruznych boda. Spojme tsec-
kami kazdy z téchto bodi s kazdym. Spojnice ndm rozdéli kruh na urcity pocet ¢asti
a vznika pfirozend otazka: Kolik jich je? Pfitom se pfedpoklada, ze v zddném bodé
se neprotinaji vice nez dvé usecky s vyjimkou koncovych bodu (viz obr. 3).

2y Pozn. prekladatele: Srov. téz napt. PMFA /6 (2001), 179.
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n==6 Obr. 4. Rozdéleni kruhu na 31 ¢asti.

Obr. 3. Rozdé&leni kruhu na 2"~ ! &asti.

Pro nékolik po¢atecnich hodnot n = 2, 3, 4, 5 podet ¢asti®) odpovida velice jedno-
duchému pravidlu: 2, 4, 8, 16.

Podle mé zkuSenosti je mozno v tuto chvili kohokoliv oklamat. Pro n = 6 bude
tvrdit, Ze podet ¢asti je 32. Bohuzel tomu tak neni.*) Je jich jen 31 (viz obr. 4).

Obecny vzorec pro podet éasti tedy neni 27 1. Je to 21—4 (n* —6n3+23n2 — 18n +24).
Prekvapivé souvislosti

Ta prava prekvapeni ve vyssi matematice ptichazeji nékdy z naprosto necekanych
souvislosti mezi jejimi ruznymi obory. Napiiklad brzy poté, co jsme se naudili infini-

3y Pozn. piekladatele: Pro n =1 je polet &asti 1, coz rovnéz odpovida vzorci 2" L.

4y Pozn. prekladatele: Velké mnozstvi podobnych prikladi je uvedeno v ¢lancich
R. K. Guy: The strong law of small numbers, Amer. Math. Monthly 95 (1988), 697-712,
a R. K. Guy: The second strong law of small numbers, Math. Mag. 68 (1990), 3-20. Z nich je
patrné, jak nebezpecné je bez diikazu zobectiovat tvrzeni, kterd plati pro nékolik specidlnich
pripadi.
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tezimalni pocet, jsme se seznamili se znamou Gregoryovou-Leibnizovou Ffadou
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Dokonce ani rigorézni diikaz podle mého nazoru prili§ nezmensuje udiv a prekvapeni
nad timto pozoruhodnym vysledkem. Kdyz se poprvé setkdme s cislem w, vzdy to
néjak souvisi s kruznicemi. Dosud jsem vSak nenalezl nikoho, kdo by mi byl schopen
vysvétlit souvislost mezi kruznici (¢éi kruhem) a Fadou pfevracenych hodnot lichych
Cisel se st¥idajicimi se znaménky (srov. obr. 5).

Numero DEULS

I

mpare gauddl

Obr. 5. Tlustrace z Leibnizova ¢lanku z roku 1674.

Prekvapivé souvislosti najdeme nékdy nejen uvniti matematiky samotné, ale také
mezi matematikou a skuteénym svétem. Naptiklad elipsa je kiivka, ktera jiz byla dobte
znama antickym matematikim. Lze ji zkonstruovat pomoci provazu upevnéného mezi
dvéma pevnymi body. Tyto body, oznacené na obr. 6 pismeny H a I, se nazyvaji
ohniska.®)

Obr. 6. Elipsa z dila F. van Schootena:
Ezercitationum mathematiorum (1657).

5) Pozn. prekladatele: Termin ohnisko (= focus) zavedl Johannes Kepler v Praze na
pocatku 17. stoleti.
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Na prvni pohled je to jen geometrie. Pokud ale opustime svét Cisté geometrie,
miZe modelovat pohyb planety (nebo tfeba komety) jako pohyb hmotného bodu.
Budeme predpokladat platnost gravitacniho zakona, v némz je sila pisobici mezi
hmotnym bodem a pevnym Sluncem nepfimo tmeérna ¢tverci vzdalenosti. VyfeSenim
odpovidajicich rovnic dostaneme nejen vysledek, ze kazda uzaviend draha je elipticka
(srov. obr. 7), ale i to, Ze Slunce je vZdy v jednom z ohnisek!

Obr. 7. Eliptickd draha planety.

Obdoba kouzla starych Indu s provazem

Mam za to, Ze nejvétsi matematické prekvapeni, které jsem kdy zazil, pfislo jednoho
destivého listopadového odpoledne v roce 1992, kdyz jsem sdm dokazoval jednu velice
podivnou novou vétu (viz [1, kap. 15]). Pokousel jsem se o nové vysvétleni starého
problému z dynamiky, ktery studoval Daniel Bernoulli (viz obr. 8) v roce 1738.
Bernoulli uvazoval zavésenou soustavu slozenou z N kyvadel spojenjych postupné pod

Obr. 8. Daniel Bernoulli.
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sebou pomoci kloubti. Objevil N riiznych typu oscilaci (viz obr. 9 pro N = 3). Pii
prvnim typu oscilace s frekvenci f; se vSechna kyvadla houpaji sem a tam soucasné,
jako by se jednalo o jedno dlouhé kyvadlo, zatimco pfi nejvyssi frekvenci fn se sousedni
kyvadla vychyluji v opacnych smérech v libovolném ¢asovém okamziku.

Obr. 9. TTi typy oscilaci trojitého kyvadla z pu-
vodniho c¢lanku Daniela Bernoulliho z roku
1738.

Moje véta ukazovala, Ze je mozné uvazovat opacné orientovanou soustavu N ky-
vadel, tj. pfevracenou tak, Ze vSechny tycCe nejisté balancuji jedna na druhé. Pak
jsou stabilizovdny v této labilni pozici pomoci pivota (tj. patni tyce s kloubovym
uchycenim) kmitajictho nahoru a dolt. Pokud je f% mnohem vé&tsi nez f? (coZ je
bézny piipad), pak kritérium stability je

a<0,0114g/f3 a af, > g/(2V272f1),

kde a oznacuje polovinu celkové vzdélenosti, na niz se pivot pohybuje nahoru a doli,
fp je frekvence vibraci pivota a g je tthové zrychleni.

V tomto pripadé tedy véta zavisi velice jednodusSe jen na dvou Cislech fi a fy, kterd
charakterizuji extrémni oscilace kyvadla. Zavér pak je, ze ,trik“ lze realizovat vzdy,
kdyz pivot vibruje nepatrné nahoru a dolt dosti vysokou frekvenci.

Pocitacové simulace naznacuji, ze takovy vertikalni stav mize skutecné byt velmi
stabilni. Dospéli jsme k tomu, kdyz mutj kolega Tom Mullin potvrdil uvedenou vétu
experimentalné. Fotografie na obrazku 10 ukazuje padesaticentimetrové prevracené
trojité kyvadlo s pivotem vibrujicim zhruba o 2 cm se 40 cykly za sekundu. Soustava
kyvadel je zobrazena pii kmitavém pohybu nahoru a dolti za dosti omezujicich poca-
te¢nich podminek.

Jakmile jsme zacali nazyvat svoje prednasky ,O tricich podobajicich se kouzlu
starych India s provazem®, zacaly se o nas zajimat noviny, rozhlas i televize a ja jsem
se tim bavil po fadu let. Moje védecké prace na toto téma byly dokonce zafazeny do
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Obr. 10. Vibrace prevraceného trojitého
kyvadla.

Obr. 11. Stary indicky trik s provazem.

archivii Kouzelnického krouzku v Londyné, coz by jisté v roce 1956 ohromilo jistého
desetiletého chlapce. (Clanky jsou uloZeny, pokud je mi zndmo, v krabici nazvané
Sundry Ephemera).

Neni podstatné, zda matematika je nebo neni schopna vysvétlit specialni kouzelnicky
trik (viz obr. 11). Ur¢ité ale zalezi na vysledku, jenz miize pomoci piesvédéit Sirokou
verejnost o tom, ze matematika ve své nejlepsi podobé ma i jisté osobni kouzlo.
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