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Jak pocitace pocitaji

Milan Prager a Irena Sykorovd, Praha

Podivejme se na praci pocitace pii provadéni numerickych vypocta pro védecké a tech-
nické tucely. Mame na mysli takové vypocty, které se opiraji o spojité matematické
struktury, zejména o matematickou analyzu. Aplikace diskrétni matematiky ponechme
stranou. Numerickd vypocetni prace pocitaci dnes pravdépodobné netvori ani 10 %
jejich cinnosti, ale je tieba si uvédomit, ze mnoho numerickych vypocétt probihd ,za
scénou” pfi zpracovani obrazu a zvuku, pii pocitacové grafice apod. Uplatnéni vypoctu
je dnes velmi Siroké, zminme se jen napf. o numerické predpovédi pocasi a o kosmickém
vyzkumu.

V tomto ¢lanku si v§imneme toho, jak je v modernich pocitacich vyfesen problém
reprezentace realnych ¢isel, jak se provadéji aritmetické operace a jaké z toho plynou
dusledky. Presnéji feceno, jde o popis nékterych funkci procesoru pocitace. Progra-
mator ovlada procesor tak, ze vytvorl pro sviij vypocet program pomoci prekladace
nékterého programovaciho jazyka (napf. C, Fortran, Pascal). P¥i tom vyuzivd moz-
nosti, které mu preklada¢ poskytuje. Preklada¢ sam je program, ktery bézi v ramci
nékterého opera¢niho systému (rtizné verze MS Windows, Linux, Mac OS, ev. dalsi).
Operacni systém je zakladni program, ktery na pocitaci bézi stale a ridi celou jeho
praci.

Prestoze zakladni princip je elementarni, ukazuje se, zZe jeho neznalost nebo pod-
cenéni muze vést k velkym ztratam finanénim a v extrémnich pripadech dokonce ke
ztratam na lidskych Zivotech. Tato problematika je pékné vylozena v knize [8], ze které
jsme Fadu véci Cerpali. Dalsim pramenem je [13]. V nezbytné mife se témito problémy
zabyva kazd4 ucebnice numerické matematiky, napf. [2].

Snazili jsme se, aby vyklad byl srozumitelny bez zvlastnich predbéznych znalosti
a aby byl pristupny i tém, kterym dosud pocita¢ nepfirostl k srdci.

1. Reprezentace Cisel v pocitaci

Vzhledem ke konstrukci pocitact se ukézalo jako nejvhodnéjsi vyjadieni cisel ve
dvojkové soustave. Kazdé ¢islo je zobrazeno jako fetézec dvojkovych ¢islic 0 a 1, které
odpovidaji tomu, zda je nebo neni napéti na tranzistoru nebo zda na miniaturnich
kondenzatorech je nebo neni naboj. Dvojkova ¢islice se nazyva bit (z anglického binary
digit). Skupina osmi bitt se nazyva byte (slabika) a nékolik byt tvoii pocita¢ové slovo.
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Pri provadéni numerickych vypocti je vhodné zavést dvoji typ pocitacovych cisel.
Jsou to ¢isla typu integer, ktera reprezentuji celd cisla, a ¢isla typu real, kterad re-
prezentuji redlné ¢isla.l) Na rozdil od matematiky, kde celd éisla tvoif podmnozinu
mnoziny realnych ¢isel, jsou pocitacové typy integer a real riizné objekty. Reprezentace
realnych cisel se dnes fidi americkou normou, jejiz hlavni myslenky zminime v odst. 2.

V textu budeme uzivat obvykla oznaceni pro ¢iselné mnoziny: R — mnozina redlnych
Cisel, Z — mnozina celych éisel, N — mnozina pfirozenych ¢isel, Ng = N U {0}.

1.1. Typ integer

Kazdé celé ¢islo x mizeme vyjadrit ve tvaru
k
x = sgn(z) - Zaﬂ’, kde a; € {0,1}, k € Ny. (1)
i=0

Pro zobrazeni ¢isla typu integer je v poéita¢i vétSinou vyhrazeno 32 bitt. V (1)
tedy zvolime k£ = 31. Zobrazeni nezapornych ¢isel je ziejmé, v pravém krajnim bitu
je ulozen koeficient u 2° a levy krajni bit je uréen pro koeficient u 23'. Znaménko
neni v pocditaci reprezentovano. Je vidét, ze timto zptsobem mohou byt zobrazena
nezdporna ¢isla od 0 (fetézec obsahujici 32 nul) az po 232 — 1 (fetézec z 32 jednicek).

Naptiklad ¢islo x = 37 je zobrazeno jako

‘ 00000000000000000000000000100101 ‘

Binarni zapisy c¢isel pomoci jednicek a nul jsou dlouhé a neptehledné. Jejich zapis se
zkrati pomoci Sestnactkového (hexadecimalniho) zépisu, kde se ¢ty¥i dvojkové éislice
vyjadii jednou éislici hexadecimalni.?) Préce s ¢isly vyjadienymi hexadecimalné oviem
také vyzaduje jisty cvik. Pocitacové vyjadfeni ¢isla 37 je hexadecimalné vyjadieno osmi
Cislicemi: 00000025.

Pro zobrazeni celych ¢isel (nezdpornych i zépornych) se nabizi tento postup. Jeden
bit pouzijeme pro ulozeni znaménka, 0 pro nezaporné c¢islo a 1 pro zaporné, a ve
zbylych 31 bitech ulozime absolutni hodnotu ¢isla.

Je ale obvyklé postupovat jinak. Nezdporn4 ¢isla zobrazime bez znaménka (tak, jak
bylo jiz uvedeno) a misto zapornych ¢isel zobrazime jejich binarni dopliiky (komple-
menty). Bindrni doplnék zaporného &islay = —z je kladné ¢islo 232 — x. Pro nezdporna
¢isla budeme pak mit rozsah 0 <2 <231 —1 a pro zaporna —23! <y < —1. Levy
krajni bit bude pro nezaporna cisla roven nule, pro zaporna c¢isla bude roven jedné.

Zaporné ¢islo y = —37, bude tedy zobrazeno v pocitaci jako

11111111111111111111111111011011

hexadeciméalné FFFFFFDB.

1) Kromé toho jsou jesté dalsi typy, napt.compler, ale to zde nebudeme probirat.
2) Jednotlivé cifry v hexadecimalni soustavé se oznacuji 0, 1, ..., 9, A, B, C, D, E, F.
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Dtivod, proc¢ se k zobrazeni zdpornych celych ¢isel uziva binarni doplnék, je ten,
7ze odc¢itani a operace se zapornymi Cisly jsou nahrazeny operacemi jen s kladnymi
¢isly. Pri séitani ¢isel x (x > 0) a —x v poditaci séitame totiz ¢isla z a y = 232 — x,
jejichz soudet je 232. P¥i tom se uz pienos jednicky z levého krajniho bitu neuskuteéni,
protoze prekroci rozsah, a vysledkem bude fetézec 32 nul, tj. ¢islo 0.

Pro zobrazeni celjch ¢isel se uziva v programovacich jazycich kromé 32 bitti i 16 nebo
8 bitti. Zobrazeni je zcela analogické. Naptiklad v jazyce Pascal se pro ¢isla typu integer
pouziva 16 bitd, a chceme-li mit ¢isla délky 32 bitt, musime je deklarovat jako longint,
coz znamena long integer.

1.2. Typ real

Cela cisla ovsem pro numerické vypocCty nestaéi. Je zapotiebi pracovat s obecnymi
realnymi cCisly. Proto jsou v pocitacich zavedena ¢isla typu real, ale na rozdil od
reprezentace celych ¢isel poéitadovym typem integer, kde je mozno (v jistém rozsahu)
reprezentovat vSechna celd ¢isla, je ziejmé, ze pii reprezentaci redlnych cisel budou
dalsi omezeni.

Jsou dva uzivané zptisoby, jak zobrazit realné ¢islo v pocitaci. Nazyvaji se zobrazeni
v pevné fadové éarce (fixed point) a zobrazeni v pohyblivé Fddové ¢drce (floating point).

1.2.1. Zobrazeni v pevné fadové Earce

P1i zobrazeni v pevné rfadové Carce je pocitacové slovo rozdéleno na tii ¢asti. Prvni
¢ast — 1 bit — je vyhrazena pro znaménko (0 pro plus, 1 pro minus), dalsi ¢ast je
urcena pro bindrni reprezentaci celé ¢asti Cisla (pfed Ffddovou ¢arkou) a posledni ¢ést
je pro binéarni reprezentaci zlomkové ¢asti ¢isla (za fadovou ¢arkou).

Jestlize budeme uvazovat napiiklad 32bitové pocitacové slovo rozdélené na 1, 15

a 16 bitd, ¢islo z = 2 =1-2' +1-272 + 1273 bude uloZeno jako

| 0 | 000000000000010 | 0110000000000000 |.

Nevyhodou tohoto zptisobu zobrazovani redlnych cisel je maly rozsah ¢isel a mala
presnost ¢isel mensich nez jedna. Cisla = zobrazena v pevné fadové Garce jsou totiz
v rozmezi 2716 < |z < 215 (a 2 = 0).

Dnes muzeme tento zptisob povazovat jen za historickou reminiscenci.

1.2.2. Zobrazeni &isel v pohyblivé &arce

V soucasné dobé se pouzivaji, snad az na vyjimky, ¢isla v pohyblivé rddové carce.
Toto zobrazeni vychazi z nasledujici skute¢nosti. Méjme kladné realné ¢islo a a jeho
logaritmus log, a (vzhledem ke konstrukei poc¢itact je vhodné vzit za zdklad logaritmt
¢islo 2). Tento logaritmus vyjadiime, jak je zvykem, ve tvaru log,a = ¢+ m, kde
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c € 7 se nazyvé charakteristika a m € R se nazyva mantisa a ta spliiuje 0 < m < 1.
Napiseme-li a ve tvaru
a =212 =92°¢. \f

)

kde M = 2™ plati 1 £ M < 2. Tento tvar kladného &isla se nazyva normalizovany
tvar. Nazev mantisa se pienese i na ¢islo M. Cislo M — 1 je nezdporné a nazveme je
Zlomkovd ¢&dst. Cislo ¢ nazveme exponent.?)

Podle uvedeného vzoru se pocitacové ¢islo v pohyblivé ¢arce konstruuje ze tii casti:
znaménka (jeden bit, 0 pro plus, 1 pro minus), druhé ¢4sti délky s bitl pro zobrazeni
exponentu a tfeti ¢asti délky k bith pro zlomkovou ¢ast (celd ¢ast mantisy je vzdy 1,
a proto ji nezobrazujeme). Podet bitl, které zobrazuji exponent, je koneény, mnozina
zobrazitelnych exponentid je tedy omezena. Podobné méame i pro zlomkovou c¢ast
konecny pocet bitt. Nezobrazend Cislice 1 se nazyva skryty bit.

Pro urceni typu pocitacového ¢isla v pohyblivé fadové ¢arce je tfeba zvolit pocet
s bitd pro exponent, s tim souvisejici konstanty Fni, a Enax a pocet bita k& pro
zlomkovou ¢ast.

Nenulové pocitacové cislo je pak racionalni ¢islo tvaru

x = sgn(z) - (1 + ilcﬂ) 2F (2)

kde F € Z, Emin £ E < FEnax a a; € {0,1} jsou bindrni éislice.

Pri jiné volbé hodnot s, Enin, Fmax, k, dostaneme jiny typ zobrazeni ¢isel v pohyb-
livé fadové carce. O tom, jak se tato volba provadi, viz dale odst. 2.

Presnost p zobrazeni v pohyblivé fadové ¢arce je pocet bitti mantisy véetné skrytého
bitu, tedy p = k + 1.

Nejmensi pocitacové &islo, které je vétsi nez 1, je pak z; = 1+ 2=~ Cislo

e=x; —1=2"0"1 (3)

nazyvame strojové epsilon (machine epsilon). Toto ¢islo charakterizuje pfesnost, s niz
mohou byt ¢isla v pocitaci zobrazena.

2. Norma ANSI/IEEE

Jesté v padesatych letech nebylo jasné, ktery zptisob zobrazeni realnych ¢isel v pocitaci
je nejvyhodnéjsi. Nékteré pocitace uzivaly pevnou fadovou carku, jiné pohyblivou
rfadovou carku. Jednim ze zastancd pevné radové ¢arky byl napi. John von Neumann,
autor architektury prvnich podéitaci (srv. [8]). Chceme-li pfi pouziti pevné Fadové
¢arky vyuzit dany pocet mist co nejlépe, musime pro jednotlivé veli¢iny volit méritka,
tj. nasobit je vhodnymi koeficienty. A pravé von Neumann soudil, Ze tato volba méritek

3) Radova ¢arka se nazyva pohybliva proto, Ze se pohybuje tak, aby byla za prvni nenu-
lovou ¢islici.
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by meéla byt svéfena programéatorovi. Systematicky vyzkum zejména Jamese H. Wil-
kinsona ukézal, ze vypocet v rezimu pohyblivé radové ¢arky, kde se vlastné provadi
automaticka volba méritek, je lepsi, i kdyz ¢ast rozsahu ¢isla v pocitaci ztratime na
zobrazeni exponentu.

Od zacatku Sedesatych let minulého stoleti tento zpusob naprosto prevladl, snad
i v disledku dalsiho rozvoje softwaru (programovych prostfedk) i hardwaru (technic-
kych prosttedkt). Vétsina poditacii ale méla sviyj vlastni bindrni systém pohyblivé ¥4~
dové éarky. Pocitace fady IBM 360/370, které byly velmi rozsifené béhem 60. a 70. let
minulého stoleti, pouzivaly hexadecimalni systém. Existovalo mnoho odlisSnosti mezi
jednotlivymi systémy a bylo tézké vytvorit pfenositelny software. Standard pro binarni
reprezentaci ¢isel v pohyblivé ¢arce byl vyvinut na prelomu 70. a 80. let skupinou védci
pod vedenim Williama Kahana. Tato skupina pracovala pod zastitou Institute for
Electrical and Electronics Engineers, zkratka IEEE (v angli¢ting ¢teno I triple E“).

Vysledky pracovni skupiny IEEE p754 byly pfevzaty do dvou norem USA | oznacova-
nych ANSI/IEEE p754 z r. 1985 [5] a ANSI/IEEE p854 z r. 1987 [6]. Prvni je vénovana
pohyblivé fadové ¢arce ve dvojkové soustaveé, druha v obecné ¢iselné soustavé. Budeme
Cerpat z prvni z téchto norem, zprostiedkované pies [4], [8], a oznaovat ji jako
normu ANSI/IEEE. Tato norma definuje dva zékladni typy zobrazovani ¢isel typu
real: v jednoduché presnosti (single precision) a ve dvojnasobné piesnosti (double
precision). Zobrazenim ¢isel typu integer se norma nezabjva.

2.1. Jednoducha pfesnost

Pro zobrazeni realnych ¢isel v jednoduché presnosti se uziva 32 bitt. Prvni bit je
pro znaménko, dalsich 8 bitdl pro exponent a zbyvajicich 23 bit pro zlomkovou ¢ast
mantisy.

znaménko exponent ai,asz, -, a3

V prvnim bitu je 0 pro kladné ¢islo, 1 pro zaporné. Protoze pocitacovy obraz expo-
nentu F neobsahuje znaménko, je exponent zobrazen jako kladné binarni ¢islo ' + 127.
Vztah mezi pocitacovou reprezentaci exponentu a jeho skuteénou hodnotou je popsan
v tabulce 1. Skryty bit, rovny 1, neni v tomto tvaru zobrazen.

To znamen4, ze v pocitaci mohou byt zobrazena ¢isla s exponenty od Fpi, = —126
do EFnax = 127.

Nenulové pocitacové ¢islo v jednoduché presnosti tedy je

23
z = sgn(z) - (1 + Zaﬂi) 2F kde —126< E <127, a; €{0,1}.  (4)
i=1
Presnost tohoto typu zobrazeni je p = 24.

Cislo z=2=1-2141-27241-273=(1+1-273+1-27%) - 2! je zobrazeno
jako

| 0 | 10000000 | 00110000000000000000000 |.

Hexadecimalni zapis ¢isla = je 40180000.
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TABULKA 1.

Skute¢nd hodnota E Pocitacova reprezentace E

—126 00000001

—125 00000010

—124 00000011

0 01111111

1 10000000

125 11111100

126 11111101

127 11111110

Kazdé celé cislo muze byt v pocitaci zobrazeno jako typ integer i jako typ real
v pohyblivé fadové ¢arce. Abychom rozlisili oba typy, budeme za celé ¢islo v pohyblivé
tadové carce psat tecku.

Napiiklad ¢islo z = 5 (typ integer) bude zobrazeno jako

‘ 00000000000000000000000000000101

)

zatimco ¢islo = 5. (typ real v pohyblivé fadové ¢arce) ma pocitacovou reprezentaci

| 0 | 10000001 | 01000000000000000000000 | .

Retézec bitt

‘ 01000000010000000000000000000000 ‘

predstavuje ¢islo x = 3., zobrazené jako typ real v pohyblivé fadové carce, nebo ¢islo
x = 1077936 128 ulozené jako typ integer.

Oznac¢me nejveétsi pocitacové ¢islo symbolem Nyax a nejmensi kladné pocitacové
¢islo symbolem Npip.

Cislo Npin = 27126 je v poéitaci zobrazeno jako

| 0 | 00000001 | 00000000000000000000000 |,

. 2127 :

pocitacova reprezentace ¢isla Npax = (2 — 2—23) je

| o | unimo | nnninnininniig |,

V tabulce 1 nejsou obsazeny exponenty, které se zobrazuji jako fetézec samych 0
nebo Fetézec samych 1. Tyto exponenty jsou vyhrazeny pro specidlni cisla.
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2.2. Specialni éisla

Nula je specialni ¢islo, protoze nemtze byt vyjadfena v normalizovaném tvaru. V poci-
taci jsou exponent i mantisa ¢isla nula zobrazeny samymi 0, nulovy je dokonce i skryty
bit, pocitacova reprezentace ¢isla nula je

0 nebo 1 00000000 00000000000000000000000

Poznamenejme, ze 0 a —0 jsou v bézné praxi dvé rizné reprezentace téhoz cisla.

Jinymi specidlnimi ¢isly jsou co a —oo, dvé rtizna ¢isla, zobrazena jako

Oresp.1 | 11111111 | 000000000000000000000 |.

Specidlnimi ¢isly jsou déle veli¢iny NaN (Not a Number). SpiSe nez &isla jsou to
specidlni hodnoty a jsou vysledkem neplatné operace (napf. 0/0). Zobrazeni NaN
v pocitaci je podobné jako pro oo, exponent se sklada ze samych 1, ale zlomkova ¢ast
je jind (neobsahuje samé 0)

| Oresp.1 | 11111111 | nikoli samé 0 |.

Nakonec se zminime jesté o specialnich ¢islech zvanych subnormadlni. Tato cisla
jsou v absolutni hodnoté mensi nez Npin, nemohou byt v daném rozsahu exponentt
normalizovana, jejich skryty bit je 0. Pro zobrazeni subnormaélnich cisel se pouzije
nulovy exponent a nenulova zlomkova ¢ast. Nejmensi kladné ¢islo, které miize byt
takto zobrazeno, je 27147

‘ 0 ‘ 00000000 00000000000000000000001

Specialni ¢isla se pouziji jako standardni vysledek, jestlize pfi provadéni aritme-
tickych operaci nastane vyjimecna situace a jeji signalizace neni povolena. Vyji-
mecéné situace jsou: déleni nulou, pfeplnéni (absolutni hodnota vysledku je vétsi
ne% Npmax), podplnéni (absolutni hodnota vysledku je mensi nez Npi,), neplatna
operace, napi. 0/0, nepfesnd operace (jestlize je vysledek zaokrouhlen). V pfipadé
posledni vyjimky se specidlni ¢isla neuplatni, vyjimka se nesignalizuje a vysledkem je
zaokrouhlend hodnota (viz ddle odst. 3). Ve vSech téchto p¥ipadech vypodet pokraduje.
Je na uzivateli, aby zajistil jeho smysluplnost.

Jestlize se vyjimecna situace signalizuje, je tieba, aby uzivatel zajistil oSetfeni této
situace. Jestlize to uzivatel neudini explicitné, doda preklada¢ standardni odpovéd,
kterd ohlasi chybu a vypocet ukondi.

Tyto situace zde neni mozné podrobné popisovat. Upozornujeme jen na moznosti,
které norma ANSI/IEEE uzivatelum poskytuje.
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2.3. Dvojnasobna prfesnost — double format

Pro mnoho aplikaci neni jednoduché pfesnost dostate¢na. Norma ANSI/IEEE proto
definuje dvojnasobnou presnost, kterd pouziva 64 bitd. Zpusob zobrazovani je stejny
jako pro jednoduchou pfesnost, lisi se jednotlivé rozsahy. Prvni bit je uréen pro zna-
ménko stejné jako u jednoduché presnosti. Pro exponent je dalsich 11 bitt a pro man-
tisu zbylych 52 bit. Rozsah exponentt ve dvojnasobné presnosti je od Fn; = —1022
do Enax = 1023. V pocitadi jsou exponenty reprezentovany jako E + 1023. Nejmensi
a nejvétsi zobrazitelna kladna cisla jsou

Nmin — 271022 a Nmax — (2 _ 2752) . 21023'

Cisla, ktera nelze v jednoduché piesnosti zobrazit presné (napi. ¢isla s nekone¢nym
rozvojem), jsou ve dvojndsobné pfesnosti zobrazena presnéji.

Norma ANSI/IEEE doporucuje jesté dalsi typ, rozsifenou dvojnésobnou piesnost
(double-extended format). Mikroprocesory Intel maji aritmetiku s rozsifenou dvojné-
sobnou presnosti, ktera pracuje s 80bitovym registrem, kde je 1 bit pro znaménko,
15 bitd pro exponent a 64 bitd pro mantisu. Prvni bit mantisy neni skryty, ale je
explicitné ulozen. Jinak je tento typ podobny jako jednoduché ¢i dvojnasobné presnost.
Neékteré jiné pocitace pouzivaji 128 bitd. V tabulce 2 je porovnéani pfesnosti rtiznych
typt zobrazeni redlnych cisel.

TABULKA 2.
Typ Presnost zobrazeni
Single p=24
Double p=>53
Double-extended (Intel) p =64

Norma ANSI/IEEE ale pfesto nezarucuje pfenositelnost programi mezi riznymi
pocitaci, protoze nedefinuje poradi bytt. Kazdé 32bitové pocitacové slovo je slozeno
ze 4 po sobé jdoucich bytu By, Be, Bs, B4. Pocitace typu IBM a Sun uzivaji adresovani
typu Big Endian, tj. byty jsou v poradi B1, Bs, Bs, By, zatimco Intel pracuje s typem
Little Endian, kde jsou byty v potadi By, B3, B2, Bj.

3. Zaokrouhlovani

P1i provadéni numerickych vypocta i pfi definici pocitacovych aritmetickych operaci
(srv. déle odst. 4) potfebujeme redlnym ¢islim pfifadit poéitacova ¢isla typu real.
Toto zobrazeni se nazyva zaokrouhlovdni.

Norma ANSI/IEEE definuje ¢tyfi zptsoby zaokrouhlovéni: zaokrouhlovani dolu,
nahoru, k nule a k nejblizs§imu pocitacovému ¢islu.
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Popiseme jen posledni zptisob, protoze je nejrozsitenéjsi. Tak pracuji napf. osobni
pocitace. Vyjadiime proto kazdé nenulové realné ¢islo ve tvaru

x = sgn(z) - (1 + Zaiw) 2F kde EcZ, a;€{0,1}
=1

a v8echna a; nejsou od nékterého indexu rovna jedné.
Takové vyjadreni existuje vzdy a je jediné.
Budeme fikat, Ze redlné Cislo = je v normalizovaném rozsahu pocitacovych cisel,
jestlize plati
Nmin g |.’17| g Nmax7

kde Npin je nejmensi kladné pocitacové ¢islo a Npax je nejvétsi pocitacové ¢islo.

Neni-li éislo x pocitacové ¢islo, pak bud lezi mimo normalizovany rozsah (jeho
zaokrouhleni se provadi vyjimeénym zpiisobem), nebo binarni rozvoj jeho mantisy
vyzaduje vice nez p bitu.

Zaokrouhlovani k nejbliz$imu ¢islu je podle normy ANSI/IEEE déno nésledujicim
predpisem:

Bud Euwin, F, Emax € Z a p € N pfesnost systému ¢isel v pohyblivé fadové arce.
Bud k € N, k > p nebo k = co. Predpokladejme, ze x # 0 je vyjadieno jako

k
x = sgn(x) - <1 + Zaﬂ_i> 2F kde Ewin £ E < Enay, a; € {0,1}.
i=1
Pak definujeme

p—1
sgn(z) - <1 + Z ai2i> 2F pro a, =0,
i=1

p—1

sgn(z) - (1 +27P=D 4 Zaﬂ_i) -2F pro a,=1.

i=1

[z]r =

Jsou-li ve druhém piipadé vSechna a; pro ¢ > p rovna nule, zaokrouhlime tak, aby
vysledek mél v poslednim bitu mantisy nulu.

Polozime [0]r = 0. Pak [z]g se nazyva hodnota &isla x sprdvné zaokrouhlend k nej-
blizsimu pocitacovému cislu.

Je vhodné presnost zaokrouhlovani posuzovat podle relativni chyby. Méjme tedy
xz € R v normalizovaném rozsahu, a [z]g jeho zaokrouhlenou hodnotu. Pak se ¢islo
[x]r — x nazyva absolutni chyba &isla x. Jestlize x # 0, pak se zlomek ([z]gr — z)/x
nazyva relativni chyba ¢isla x. Relativni chyba pfi uvedeném zpiisobu zaokrouhlovani
splituje, jak se snadno ukéze, |([z]gr — z)/z| < 27P. Je-li p pFesnost pocitacovych éisel
v pohyblivé radové carce, pak se Cislo v = 27P nazyva zaokrouhlovaci jednotka. Je
vidét, ze je v = %5, kde ¢ je strojové epsilon.

Plati pak tento zakladni odhad:
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Véta. Bud x rediné éislo v normalizovaném rozsahu podéitacovych éisel presnosti p.
Pak

[z]r = 2(1+9), (5)

kde
6] < 7.

Absolutni hodnota relativni chyby pfi zaokrouhleni je tedy nejvyse rovna zaokrouh-
lovaci jednotce.

4. Aritmetické operace

Protoze pocita¢ pracuje jen s pocitacovymi Cisly, musi byt vysledek aritmetickych
operaci provedenych na pocitaci opét pocitacové ¢islo. V pfevazné vétsiné piipada
vSak vysledek aritmetické operace v télese redlnych ¢isel neni pocitacové ¢islo. Napft.
1. a 2724 jsou pocitacova &isla v jednoduché presnosti, ale jejich soudet 1. + 2724 neni
pocitacové cislo.

Je uzitecné rozlisovat mezi pocitacovymi operacemi a presnymi operacemi, tj. ope-
racemi v télese redlnych cisel. Oznacime C¢tyti zédkladni aritmetické operace v télese
redlnych ¢isel symboly 4+, —, X, : (znaménko nésobeni budeme nékdy vynechévat)
a symboly @, ©, &, () oznacime prislusné pocitacové operace.

Symbolem * oznacime libovolnou ze ¢tyf zakladnich aritmetickych operaci a sym-
bolem (¥) pfislusnou pocitacovou operaci.

Podle normy ANSI/IEEE musi po¢itac¢ové operace splitovat

r®y = [z *y|r. (6)

Nebudeme probirat, jak procesor splni tento pozadavek. Poznamenejme jen, ze poci-
tacové operace neni definovana nejen pii déleni nulou, ale i pfi pfeplnéni a v nékterych
dalsich pripadech.

Podle predeslé véty plati:

Véta. Je-li pocitacovd operace x(®) y definovdna, pak existuje ¢islo 0 takové, Ze plati

r®y = (zxy)(1+9), (7)

kde |8| £ v, v je zaokrouhlovact jednotka.

Cislo ¢ je relativni chyba zaokrouhleni. Rovnost (7) se zapisuje také ve tvaru
x®y=(xxy)(l+ 57), kde |8] £ 1, aby se ukézala souvislost se zaokrouhlovaci jed-
notkou. Vyraz 1+ & = 1 4 3~ se nazyva opravny faktor.

Pocitacova aritmetika nezachovava vlastnosti presnych operaci. Ani pocitacové sci-
tani, ani pocitacové nasobeni neni asociativni. Poradi operaci je potfeba vyznacit
zavorkami. Ukazeme to na jednoduchych piikladech.
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Priklad 1. Je (1. @2_24) ©2 % = 1. — v # 1.. Pii uzavorkovani druhého a tfetiho
¢lenu dostaneme ovSem jednicku.

Priklad 2. Existuji ¢isla x, pro kterd plati (1.0 x) ®x =1. — v # 1.. Z celych éisel
jsou to napt. x = 41., 47., 55., 61..

Priklad 3. Existuji ¢isla x, pro kterd plati 1.() (1.0 x) # . Z celych &isel jsou to
napt. z = 7., 13., 14., 15..

Rovnost (7) miizeme upravit pfi operaci nasobeni na tvar
z®y=x(1+d) xy nebo z®y==zxy(l+79) (8)
a pri operaci sc¢itani na tvar
r@y =z(1+0)+y(1+5), 9)

a pak tyto rovnosti interpretovat tak, ze pocitacova operace s danymi pocitacovymi
¢isly da stejny vysledek jako pfesnd operace s Cisly, jejichz relativni odchylka nepre-
vysuje zaokrouhlovaci jednotku ~.

Vzniké zde otézka, zda uvedeny odhad je dosazitelny. Je zfejmé, Ze zaokrouhlovaci
chyba bude maximalni, jestlize mantisa vysledku bude jednicka nebo ¢islo ji blizké
a zaokrouhleni bude velikosti 7. Na exponentu nezélezi, nebot chyba je relativni.
Uvedme jednoduché ptiklady pro jednoduchou aritmetiku. Zaokrouhlovaci jednotka
pro jednoduchou piesnost je v = 2724 = 5.960464477539063 - 10~8.

Priklad 4. Mame dvé pocitacova Cisla
r=1.42722=1.0000002384, y=1.—272*=0.9999999404.

Vysledek vypoétu soudinu = x y na poditadi je 2y =1.+2"2 a plati 2Ry =
— (& x y)(1 — B), kde [ = 0.999996.

Provedeme-li vice operaci nasobeni za sebou, dostaneme
l‘0® cee ®l‘k,1 = (1‘0 X X kal)(]. +61) cee (1 +6k,1).

Protoze pocitacové nasobeni neni asociativni, znamend pouzity zapis, ze operace
provadime zleva doprava.

Je-li 14+A)=(1+61) (14 dk—1), pak A je relativni chyba sou¢inu k Eisel
a chceme zjistit, jak velkd muze byt. Ilustrujme to na dalsim prikladu.
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Priklad 5. Zvolme k ¢isel
zo=1+k2"2 o= =x,_1=1—2"%

Pro poditadové nasobeni plati (1.+ k2723)® (1. —272) =1.+ (k—1)2723. Zvo-
lime-li k£ = 16, je
xo = 1.000001907

a postupné dostavame

2o @x1 = (2o X 21)(1 — 0.99999627),
Zo ®l‘1 ®l‘2 = (1‘0 X xTr1 X 1‘2)(1 — ].9999927")/)7

o ®£C1 cee ®I15 = (1‘0 XXy X I15)(1 — 149999624’Y)

Uvedené hodnoty koeficientti 8 jsou zaokrouhlena ¢isla. Relativni chyby jednotlivych
operaci jsou zde blizké zaokrouhlovaci jednotce a jsou téhoz znaménka. Je patrné, ze
se pii nasobeni (jak zndmo) séitaji. Celkové relativni chyby dosahuji skoro maximalni
teoretické hodnoty. Podobny pfiklad lze snadno najit i pro déleni.

Tento priklad je ponékud vykonstruovany. Pri praktickém vypoctu bude s velkou
pravdépodobnosti situace ptiznivéjsi, protoze mezivysledky nebudou v tésné blizkosti
mocnin dvojky a chyby budou mit rtizné znaménko.

Jestlize se budou operace nasobeni (a déleni) stf¥idat s operacemi s¢itani (a odéiténi),

vz

bude chovani relativni chyby i jeji analyza mnohem slozité&jsi.

5. Zavére¢né poznamky

Souvislost poéitacovych a piesnych operaci (8) a (9) je zékladem zpétné analyzy zao-
krouhlovacich chyb, kterou v padesatych a Sedesatych létech systematicky vybudoval
J. H. Wilkinson. Jeho analyza ukazuje, Ze vysledek pocitacového vypoctu se rovna
vysledku piesného vypoctu, ktery vyjde z jinych, fiktivnich vstupnich dat. Chceme,
aby se tato fiktivni data malo lisila od danych dat a pro jejich rozdil ziskavame
piislusné odhady (viz [16]).

Wilkinsonova zpétnad analyza vlivu zaokrouhlovacich chyb také umoziiuje oddélit
ve vysledné chybé vliv zaokrouhlovacich chyb zptisobenych pouzitym numerickym
algoritmem a vliv citlivosti vlastni matematické lohy na zaokrouhlovaci chyby.

Rada varovnych ptikladii ilustrujicich nezddouci vliv zaokrouhlovacich chyb je v [7].
Analyza citlivosti na zaokrouhlovaci chyby je slozity problém a v literatufe se mu
vénuje velkd pozornost.

Vliv zaokrouhlovacich chyb 1ze zmirnit tim, Ze numerické vipocty budeme provadét
s Cisly ve dvojnasobné presnosti. Spotieba pocitacového casu je prakticky stejnéd jako
pfi jednoduché pfesnosti. Jsou ovsem situace, kdy ani to nestaci a je nutno pouzit
aritmetiku s libovolnou volitelnou presnosti, jak ji nabizeji systémy Mathematica nebo
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Maple, alesponi pro ¢ast vypoctu. Ve Fortranu je takova aritmetika implementovana
v souboru FMLIB, viz [10], [12]. Cas vypoétu se pii tom znaéné prodlou#i.

Norma ANSI/IEEE pamatuje také na nékteré dalsi operace provadéné pfi poéitani,
které mohou byt zdrojem zaokrouhlovacich chyb. Jsou to operace vstupu a vystupu,
to je vlastné prevod Ccisel z desitkové soustavy do dvojkové a naopak. Dale jsou to
pfevody z jednoho typu pocitacovych ¢isel na jiny. Tyto operace jsou nejen zdrojem
zaokrouhlovacich chyb, ale miiZze pti nich dojit k prekroceni ¢iselného rozsahu jednot-
livych typu cisel a ke zhrouceni vypoctu.

Pouzivaji se ovSem i operace nearitmetické, nezahrnuté do normy ANSI/TEEE, jako
je napr. rozhodovani na zakladé nerovnosti. I tady je namisté velkd opatrnost. Roz-
hodovani podle znaménka vysledku, ktery mé malou abolutni hodnotu a je ovlivnén
zaokrouhlovaci chybou, je totiz velmi problematické.

Zavérem uvedme piiklady situaci, kdy zanedbani vlivu zaokrouhlovani (nebo jingch
operaci s pocita¢ovymi €isly) vedlo k vaZnym havériim.

Prvni je kolaps fizeni obranného protiraketového systému Patriot ve valce v Zalivu
v r. 1991. Systém fungoval efektivné, ale v jednom pfipadé selhal.

Identifikace stfel Scud probihala tak, ze radarovy systém po zachyceni podezielého
objektu predpovédél jeho budouci polohu po uplynuti néjakého ¢asového intervalu,
a jestlize v tom misté v piislusnou dobu objekt zjistil, dal signal k jeho zniceni.
A pravé v predpovédi nové polohy dochéazelo k nepfesnostem, a to tim vét§im, ¢im
déle systém pracoval. Po 20 hodinach byla chyba v urceni polohy zhruba 137 metri,
po 100 hodinach 687 metri.

Prvotni pri¢inou problému bylo to, Ze vnitini hodiny pocitace systému uchovavaly
¢as v celych nésobcich desetiny sekundy a program je prevadél na ¢islo v pohyblivé
carce v sekundach. Pfi tom se dekadické ¢islo 0,1, které méa ve dvojkové soustave
nekonecny rozvoj 0,0001100110011. .., zaokrouhlovalo.

V pramenech [3], [11], [15], které se zabyvaji analyzou selhani, neni vypocet pfesné
popséan. Zaokrouhlovaci chyba se zifejmé nasobila koeficientem imérnym dobé funkce

systému. Restart systému totiz problém odstranil.

4195835
3145727

v pohyblivé ¢arce bylo spravné jen na 4 cifry! Chybu objevili matematici experimen-

Mmnoho rozruchu udélala chyba v ptivodnim mikroprocesoru Pentium. Déleni

tujici v teorii ¢isel. Ptivodné zdrahavy postoj firmy vedl nakonec az k poklesu hodnot
jejich akcii. Poté byly vSechny vadné mikroprocesory vyménény (viz [1]).

Ptevod ¢isla v pohyblivé ¢arce na celé ¢islo zpuisobil destrukci rakety Ariane 5 v cené
zhruba jedné miliardy dolart v éervnu 1996 (srv. [14]). TF¥icet sedm vtefin po startu
se program pokusil konvertovat horizontalni rychlost rakety z dvojnasobné presnosti
na kratké (16bitové) celé &islo. Cislo bylo pro tento format piilis velké. Pocitacovy
program ohlésil neplatnou operaci a fidici systém provedl samodestrukci rakety.

Podobnéa chyba v prevodu ¢isla v pohyblivé ¢arce na celé ¢islo se objevila pfi
chybé v procesorech Pentium Pro a Pentium II v dubnu 1997. Zde to byla ovSem
chyba hardwaru. Nebyl nastaven p¥islusny piiznak (angl. flag), ackoli podle normy
ANSI/IEEE mél byt. Tentokrat spole¢nost Intel reagovala profesionalné a chybu brzy
napravila.
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