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K problému odezvy atmostéry
na malé vnéjsi perturbace

Jiri Hordk, Praha

1. Uvod

Zamyslime-li se nad moznymi aktudlnimi zménami klimatu vyrazné ovlivnujicimi
lidskou ¢innost, z pohledu teoreticky zaméfeného pracovnika se stfedem zajmi v dy-
namické meteorologii ptijde o otazky vyzadujici feSeni problému odezvy atmosféry
na malé vnéjsi perturbace libovolné formy a také jeji predikce. Ve fyzice atmosféry
pro realizaci tohoto zaméru obracime pozornost na prognostické modely atmosféry
pouzivané pfi numerické predpovédi pocasi. Néalezi mezi né rovnéz rovnice vorticity
(vifivosti) odvozena z pohybové rovnice, jez je vyjadienim druhého Newtonova po-
hybového zakona, a také jeji kone¢nérozmérné aproximace. Silné redukovat dimenzi
zkoumaného prostoru (v hydrodynamice je to Banachtv prostor se spofetnou bz,
vystupujici jako fazovy prostor spojitych prostfedi) a pfevést otdzky o atraktorech
evolu¢nich parcidlnich diferencidlnich rovnic, tedy i rovnici vorticity, na koneénéroz-
meérny systém je umoznéno vysledky o existenci a hladkosti titvarti, zvanych inercidlni
variety (inertial manifolds). Pro dynamickou meteorologii je podnétné, Ze existence
inercialni variety byla prokézana i pro pripad barotropni tekutiny na rotujici plose
kulové [1, 2]. Bude to pravé kone¢nérozmérny model dynamiky atmosféry, vychazejici
z rovnice vorticity, pomoci néhoz budeme studovat odezvy atmosféry na malé vnéjsi
perturbace. Ve shodé s timto zamérem je rovnéz predikce maximalni mozné odezvy
atmosférickych systémi na vnéjsi vzruchy. Jsou to vysledky zejména ruské matema-
tické skoly [3-7], zaloZené na kvalitativni teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic, kde
byla matematicka teorie klimatu chapana jako konstrukce podstatné invariantni miry
na atraktoru klimatického systému, vcetné analyzy moznjch pohybi na atraktoru
a hledani jeho struktury. Jeji studie, zapocaté koncem devadesatych let, vyustily
v samu matematiku klimatického modelovani (mathematics of climate modeling),
ktera se tak stala prostfedkem k prosazovani modernich pristupt k problémim sou-
dobé fyziky atmosféry. V tomto duchu je pojat i nas prispévek, kterym na strankach
Pokrokti zavrSime nase dosavadni pojednéni o klimatu jako objektu matematického
zkoumani.

RNDr. Jitf HorAK, CSc. (1929), Ustav fyziky atmosféry AV CR, Boéni 11/1403, 141 31
Praha 4.
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2. Model cirkulace barotropni atmosféry a jeho citlivost na konstantni
vnéjsi perturbace

Uvazme rovnici barotropni vorticity na severni hemisféfe zapsanou pro bezrozmér-
nou proudovou funkci (0, \), kde 0 S XA < 2 a 0 £ 6 < 21 jsou geografickd sitka
a délka [6]:

0

O AT, AU L4 D) = o b,

w’t:ozwm w’a:o:()’ w’x:o:m,\:h'

V (2.1) jsou A Laplacetv operator na plose kulové, J(-, -) jakobidn, [ = 2£2sin A
Coriolisiiv parametr (2 je thlova rychlost rotace Zemé), h(6,\) orografie (reliéf
zemského povrchu), f vnéjsi perturbace (forcing) a «, u koeficienty parametrizujici
tfeni [6].

Aplikaci Galerkinovy metody popsané napt. v [8], s prvky baze tvofenymi vlastnimi

(2.1)

funkcemi Laplaceova operatoru na plose kulové se zonalnim ¢islem nejvyse rovnym 7
(fazovy prostor bude mit 36 dimenzi), dosp&jeme z (2.1) k systému obycejnych dife-
rencidlnich (galerkinovskych) rovnic

dy;
dt

+ (AN, Ay + 1, hy), Vi) = (Fn)i — onds + pihitdi,
Uil,_y =i, i=1,2,...,N =36

(2.2)

V systému (2.2) jsou ¢y, fn a hy projekce proudové funkce, vnéjstho vzruchu
a orografie na vybrany galerkinovsky podprostor, A; je vlastni (zdporné) ¢islo La-
placeova operatoru na ploge kulové. Pro koeficienty o a p dostavame o = 1,1 x 1072
ap=2x 1074, viz [6]. Funkce fx je tvaru

fN = (AflJ(iﬁs,AdJs + 1+ h))|—|— + 041/15 - MA%-

V tomto vztahu je 1, projekce stfedni lednové klimatické funkce na hladiné 200 hPa
na podprostor zadany sférickymi harmonikami s vlastnimi ¢isly s moduly mensimi
¢i rovnymi 56, viz [6]. Symbolem |, minime operdtor projekce na galerkinovsky
podprostor pfipadajici v ivahu. Projekci redlné orografie na tentyz podprostor byla
také ziskdna funkce hy. S pribéhy funkci hy a fy je mozno se seznamit v [6], kde je
téZ uvedeno schéma, pouzité pro integraci rovnice typu du/dt = A(u), u(0) = ug, kde
u(t) € RY a operator A plisobi v RY. Také si feknéme, Ze systém (2.2) pfi uvedenych
hodnotach parametri mé 12 kladnych Ljapunovovych exponenti a fraktalni dimenze
pfislusného chaotického (podivného) atraktoru ¢ini v prameéru 26, viz [6].

V dalsim vykladu se budeme odvolavat na dtlezité charakteristiky nahodného
procesu, kterym jsou jisté pfirozené ortogonalni funkce. Ty vstupuji do nasich avah
po zadani urcitého souboru pocatecnich podminek zadanych ve fazovém prostoru
systému (2.2). Odtud ,vypusténé“ fdzové trajektorie tohoto systému generuji né-
hodny proces, nebot trajektorie na atraktoru systému se chovaji chaoticky. Necht
je (1/12-(75)), 1=1,2,..., N, staciondrni ndhodny proces v N-rozmérném Euklidové
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prostoru a necht je 1) = (1)(t)) stiedni stav tohoto procesu po vystfedovani v souboru
jeho realizaci. Vyslednd veliina nezdvisi na t, nebot proces (qlzl(t)) je stacionérni.
Pfirozenymi ortogonalnimi funkcemi (POF) nyni rozumime vlastni vektory autokova-
riantni matice C' s prvky (C)i; = {(¥i(t) — ;) - (¥, (t) — Ej», kde i,7=1,2,...,N.
Nizkofrekvenénimi POF jsou vlastni vektory matice N7: (N7);; = {o;(t, 7)¢5(t, 7))
proi, 7 =1,2,..., N a dostatecné velké 7.

Plati

t+7
vt =7 [ () - vm)
t
viz [6]. Prtibéh dvou nizkofrekvenénich POF je pro 7 = 300 x 24hod. vynesen na

obr. 1, ktery je pfevzat z [6], kde jsou popsany i pfislusné matematické postupy k jejich
ziskani.

Obr.1. Prvni (a) a druhd (b) nizkofrekvenéni POF systému v bezrozmérnych jednotkach
(podle [6]).

Nyni nas zajem preneseme na otazky citlivosti modelu k vnéjsim konstantnim
perturbacim. Pdjde ndm o to, k jakym zménam stiedniho stavu systému (2.2) mutize
pritom dochézet. K dosaZeni tohoto cile ndm bude ndpomocna rovnice (2.2) pfepsand
do tvaru

dy

E+B(¢)+Ad):f.

Zde je v sloupcovy vektor se slozkami v);, B nelinedrni ¢ast a A linearni ¢ast evolu¢niho
operatoru. Pro perturbac¢ni rovnici poté mame

-1
% + B@W) + Ay = f + 6.

Dfive nez zaméfime pozornost na rozdil mezi stfednim stavem vychoziho a per-
turbovaného systému, oznaceny veli¢inou ¢, pfipomeiime si, Ze rovnice typu (2.2)
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s kone¢nérozmérnym kompaktnim atraktorem maji na tomto atraktoru alespon jednu
invariantni miru. Jeji existenci zarucuje v Case vystfedovana funkce 1), pro kterou

T
dostavame i) = Tlim 7! / ¥(t) dt. Na zakladé takové miry lze systém interpretovat
— 00 0

jako stacionarni ndhodny proces ve smyslu teorie pravdépodobnosti.
Podle nasi domluvy piseme

o=@ = / o du(eV, 5f) / ¥ du(e, 0)

a funkce p(v (M, 6f) a u(1p,0) povazujeme za invariantni miry perturbovaného a pi-
vodniho systému. Zajimé nas chovéni ¢ pii §f — 0. ProtoZe invariantni mira systému
(2.2) na jeho atraktoru nemusi byt spojitou funkei malych vnéjsich perturbaci, p¥i
takovém limitnim prechodu nelze apriori vyloucit ze zfetele vyskyt riznych bifurkaci,
pfi nichz dynamika na atraktoru muze doznat podstatné zmény jiz pri dosti ma-
Iych perturbacich. Muze dojit ke ,katastrofické situaci“, charakterizované nespojitosti
stfedniho stavu systému pfi ptsobeni vnéjsich vzruchti. Podle [6] k takovému jevu
muze dojit jiz tehdy, je-li euklidovska norma pravé ¢asti f dosti mala. Proto je t¥eba
vybrat parametry systému a rovnéz perturbaci f tak, aby chovani systému bylo
vyrazné chaotické. Pak lze ocekédvat spojitou zavislost invariantni miry na malych
poruchéch operatoru systému. Je-li navic invariantni mira perturbovaného systému
dostateéné hladkou funkei df, ocekdvame platnost vztahu ¢ = Udf + €(0f), kde (df)
je jista veli¢ina s malou euklidovskou normou vzhledem k Udf s matici U, ktera bude
predmétem dalsiho Setfeni.

Piedevsim nas zajimé perturbace 0fopt s euklidovskou normou generujici nejvétsi
moznou odezvu pmax Systému, jmenovité zapis

Usfor|* _|(WUSF, USF)|
— sup ——————
6fopt|”  0f#0  |of]

zde i nadéale je |-| norma piislusného vektoru. Suprema bude dosazeno pro vlastni
vektor §fopt matice UTU (U7T je matice transponovand k matici U), odpovidajici
nejvétsimu vlastnimu éslu Apax matice U: UTU Ofopt = )\ﬁlaxéfopt. S prihlédnutim
ke vztahu

A2 axPmax = AmaxUfopt = U

max

Sfopt = UUTUbfopt = UU T Ormax

maximalni odezva Ymax = Udfopt co do sméru spada s vlastnim vektorem matice UU T
piislusejicim Apay. Nazvéme vlastni vektory operatoru UTU ,singularnimi perturba-
cemi“ a vlastni vektory operdtoru UUT ,singuldrnimi odezvami“. Vlastni vektory
operatortt UTU a UUT, odpovidajici nejvétsimu vlastnimu ¢islu, budeme oznacovat
jako ,,optimalni perturbace“ a ,maximalni odezvy“. Dodejme, Ze druhé odmocniny
vlastnich ¢isel matice UUT pojmenujeme jako ,koeficienty zesileni“ (terminologie
je prevzata z [6]). Uhrnem lze proto Fici, ze pii zndmé normé generuje ,optimalni
perturbace” v normé ,maximalni odezvu“ a pomér jejich norem je roven nejvétsimu
,koeficientu zesileni“.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 49 (2004), ¢. 1 49



Dilezitym krokem je formulace numerického algoritmu pro vypocet operatoru U.
S odkazem na [6] pfi volbé Of =re;, i =1,2,...,N, kde e; je i-ty soufadnicovy
vektor a r jistd mald normovaci konstanta, ziskdme operator U minimalizaci normy e
ve virazu (U (i,r) — ¢ = rUe; + €. Je tieba ¥ici, jak dospéjeme ke stiedni hodnoté
1 = (). Vyjdeme z daného souboru poéatecnich podminek ve fazovém prostoru sys-
tému (2.2). Jestlize odtud integrujeme systém po dostate¢né dlouhou dobu, trajektorie
systému skon¢i na jeho atraktoru a budou aproximaci néjakého rovnovazného rozdéleni
na atraktoru systému. Nezapominejme, Ze u systému (2.2) se setkdvame s invariantni
mirou. Nazvéme takovy soubor pocatecnich dat bazalnim souborem. S jeho pomoci
méame moznost piiblizné spocitat 1) jako (¢), kde lomenymi zévorkami oznacujeme
stfedovani funkce ¢ v tomto souboru. Cim déle systém integrujeme, tim presnéjsi
stfedni hodnotu ziskame.

Operator U mtzeme ziskat napfiklad pomoci metody nejmensich ¢tverca. Prislusny
algoritmus je podobné popsén v [6]. Pokud je norma e mald viéi normé rU, odezvu
systému lze povazovat za linedrni s chybou linedrni aproximace

K = max ‘(p(lla T, t) - U’f’@i‘
i (i, t)]

Vysledky numerickych experimentt s perturbovanym systémem rovnic barotropni
vorticity na severni hemisfére s uvedenymi koeficienty parametrizujici tfeni ukazaly, ze
operédtor U (jeho vlastni hodnoty i vlastni vektory) nezavisi na ¢ase, poc¢inaje t > 50
dnti. Pro tato t doslo k ustaveni stacionarni odezvy systému na malé vnéjsi perturbace.
Chyba linearni aproximace dosahovala v praméru hodnoty 0,08 a prakticky nezavisela
na veli¢iné |r|. To znadi, Ze odezva systému na malé vnéjsi perturbace je z 92 % dana
linedrni ¢asti (operdtorem U). Podle [6] dosazené vysledky jsou statisticky vyznamné.

Uhrnem zaznamenejme ziskané vysledky do nasledujicich odstavei:

1. V odezvé systému (2.2) na malé vnéjsi perturbace dominuje linedrni ¢ast opera-
toru odezvy U. Na nelinearni ¢ast tohoto operatoru piipada 8 % odezvy a tento pomér
se prakticky zachovava v rozsdhlém intervalu zmén |r|.

2. Struktura linedrni Casti operatoru odezvy U nezavisi na normé perturbace pro
Sirokou paletu zmén |r|. Vlastni vektory operdtoru U tedy nezéavisi na veli¢iné r.
Prvni dvé singularni perturbace tohoto operatoru jsou znazornény na obr. 2 a jim
odpovidajici singularni odezvy jsou na obr. 3.

3. Chyba linedrni aproximace operatoru U v praméru ¢ini 10 %. Ve spektru operé-
toru U (spektrum totalné spojitého samoadjungovaného pozitivné definitniho opera-
toru je tvofeno jen vlastnimi ¢isly tohoto operatoru) proto nelze od sebe dostatecné
odlisit vétsi vlastni ¢isla operatoru U, napf. vlastni ¢islo 94, od ostatnich vlastnich
¢isel, mezi nimiz druhé vlastni ¢islo nabyva hodnoty 74.

4. Pomoci linedrniho modelu mame moznost s vysokou presnosti urcit jak podpro-
stor ,navledeny“ na dvé maximélni singularni odezvy systému (2.2), tak i podprostor
odezev tohoto systému na malé vnéjsi perturbace.

5. Maximélni singuldrni odezva systému (2.2) je blizkd nizkofrekvenénim POF
tohoto systému. Ukazuje na to vysoky stupeil vézanosti (koeficient korelace) mezi
odezvou a prvni nizkofrekvencéni POF, ktery ¢ini 0,82 pii |r| = 0,2%. Maximéalni
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Obr. 2. Prvni (a) a druha (b) singuldrni perturbace pro model (2.2) pfi |r| = 0,2% v bezroz-
mérnych jednotkach (podle [6]).

Obr. 3. Prvni (a) a druhd (b) singuldrni odezva pro model (2.2) pii |r| = 0,2 % v bezrozmér-
nych jednotkach (podle [6]). Stejné jako v obr. 2 i zde vynesené veli¢iny odpovidaji nejvétsim
vlastnim ¢islim matice U.

singuldrni odezva systému (2.2) prakticky néalezi roviné ,navlecené“ na prvé dvé
nizkofrekven¢ni POF systému.
3. Zavéreéné poznamky

Stojime na prahu vyznamné matematizace véd o Zemi prostupujici i do oblasti, kde
studujeme dlouhodobé aspekty a celkové Gc¢inky meteorologickych procesti probiha-
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jicich na Zemi. Objevuji se nové, netradi¢ni pfistupy k modelovani klimatu zalo-
zené na kvalitativni dynamice a spolu s nim si klademe otazky: Na jaké drovni se
projevuji zmény klimatu v matematickém modelu cirkulace a jak je citlivy takovy
model, reprezentovany nelinedrni parcidlni diferencidlni rovnici barotropni vorticity,
k vnéjsim sildm? Na hledani odpovédi na tyto otézky je zaméfen i nas ¢lanek. Strucné
je lze shrnout do tvrzeni: Operator odezvy modelu barotropni cirkulace na severni
hemisfére na malé vnéjsi vlivy je mozno s dostacujici presnosti povazovat za linearni
v Sirokém spektru zmén normy perturbace. Maximalni odezva systému (pfi dané normé
perturbace) je blizkd k prvnim nizkofrekvenénim POF systému, které jsou dilezitymi
charakteristikami ndhodného procesu.

Stranou naseho zajmu zistal nékde diskutovany linedrni dynamicko-stochasticky
model du/dt+ L(u) = q(t), kde je u(t) € RN, L linearni ,stabilni“ operator (jeho
spektrum lezi napravo od imagindrni osy) a ¢(t) zna¢i ndhodny proces parametrizovany
nelinedrni interakci v systému (2.2). Je tfeba Fici, Ze i kdyZz vlastni vektory matice
odezvy linedrniho a vychoziho nelinedrniho modelu jsou k sobé blizké, ,koeficient
zesileni* optimalni perturbace pro vychozi nelinedrni model je v praméru o 1,5 mensi
nez pro dynamicko-stochasticky model. Tento fakt vyzaduje dalsi zkoumani.
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