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Uceni neuronovych siti jako inverzni tiloha

Véra Kurkovd, Praha

1. Uvod

Matematické metody rozvinuté v pribéhu nékolika stoleti pro feseni fyzikalnich in-
verznich problémi lze vyuzit i v matematické teorii neuronovych siti. Pomoci nich
mizeme popsat optimalni feSeni tillohy uceni na zékladé piiklad@ a modelovat schop-
nost generalizace.

Na rozdil od klasické umélé inteligence, ktera fesi kognitivni tlohy pomoci manipu-
laci se symboly zalozenych na pravidlech, konekcionismus nahrazuje naméhavé hledani
pravidel ucenim na zdkladé prikladi. Konekcionismus byl inspirovan zjednodusSenymi
predstavami o mozku tvofeném sitémi vzdjemné propojenych neuronti (odtud nazev
konekcionismus) s ménicimi se propustnostmi jednotlivych synapsi. Vypocetnim mo-
deliim, které konekcionismus pouziva, se fikad umélé neuronove site. Tyto sité mohou
fesit ulohy, které lze reprezentovat jako transformace mezi riznymi druhy kédd. Napt.
systém NETtalk [19] ,,¢te nahlas® anglicky text tak, ze transformuje graficky kéd na
foneticky. NETtalk byl vytvofen jako alternativa ke komerénimu expertnimu systému
DECtalk, zalozenému na pravidlech vyslovnosti a seznamu vyjimek. Vzhledem k tomu,
ze anglicka vyslovnost zavisi na kontextu, NETtalk potifebuje pro nalezeni spravného
fonému pro vyslovnost jednoho znaku anglického textu znat fetézec 7 znakd obsa-
hujici 3 pfedchézejici a 3 nasledujici znaky (napfiklad znak ,o0“ ve slovech ,tough®
a ,through“ odpovida jinym fonémtim). Znaky zpracovévaného textu jsou kédovany
jako binarni vektory délky 29 odpovidajici 26 pismentim anglické abecedy a 3 typtm
mezer a hranic slov. NETtalk zobrazuje graficky kéd tvofeny binarnimi vektory délky
7 x 29 na foneticky kdd, ktery ridi zvukovy syntetizator.

Flexibilita umélych neuronovych siti spoc¢iva v mnozstvi proménnych parametri
(nékdy se jim k& véhy), jejichz nastaveni urcuje transformaci vstupnich dat na
vystupni data (funkci vstup—vystup). Cilem udeni je nastavit parametry sité tak, aby
sit v ramci urcité tolerance presnosti provadéla pozadovanou transformaci. Vzhledem
k tomu, ze analyticky popis funkce vstup—vystup neni znam, parametry systému
1ze hledat pouze na zékladé vzorku spravné zpracovanych dvojic vstup—vystup (tzv.
trénovaci mnozina). Uceni je tedy hledani takové parametrizace sité, kterd urcuje
transformaci vstup-vystup dobfe aproximujici empirickd data z trénovaci mnoziny.
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Podobnou tlohou pozadujici nalezeni funkce odpovidajici naméfenym astronomic-
kym datim se zabyvali pocatkem 19. stoleti Gauss a Legendre. Vyfesili ji pomoci
metody nejmensich ctverci, kterd hleda funkci s minimalnim sou¢tem cétverci chyb
na danych empirickych datech. Legendre napsal v r. 1805 v Nouvelles méthodes
pour la determination des orbit des cometes: , Myslim, Ze ze vsech principi, které
mohou byt navrZeny, Zddny neni obecnéjsi, exakinéjsi a snadnéji pouZitelny nez ten,
ktery spocivd v minimalizaci souctu ctverct chyb.“ Gauss navic ukéazal, Ze metoda
nejmensich ¢tverclt mé pozoruhodné statistické vlastnosti [4].

Uloha nalézt funkci aproximujici empiricka data patii do §irsi t¥idy tzv. inverz-
nich problémi zabyvajicich se hleddnim nezndmgch pricin (napt. sil, tvart funkei ¢éi
distribuci) zndmgch ndsledki (naméfenych dat).

Zavislost nasledkti na pri¢inach je zpravidla popsana ve tvaru operatoru, v nej-
jednodussim piipadé linearniho, ptifazujiciho pfi¢indm (nazyvanym 7esent) nésledky
(nazyvané data). Reseni inverznich problémii je zékladnim tkolem mnoha oblasti
aplikovaného vyzkumu, jako je napf. lékarskd diagnostika (tomografie), seismologie
a meteorologie.

Hadamard v r. 1902 definoval pojem korekiniho inverzniho problému (angl. well-
-posed) jako problému, ktery ma pro vSechna data z daného prostoru jediné Fesent
zavisejict spojité na datech. Hadamard ukéazal, ze nékteré klasické fyzikalni inverzni
problémy jsou korektni. Domnival se, ze nekorektni problémy (tj. problémy, které
nemaji pro vSechna data feSeni nebo feSeni neni jednoznac¢né anebo nezavisi spojité
na datech) nemaji fyzikalni smysl. Fyzika, kterou se zabyval Hadamard, byla fyzika
19. stoleti, sméfujici k Laplaceovu idedlu jednozna¢ného, stabilniho a deterministic-
kého popisu svéta. V 19. stoleti byly nekorektni problémy povazovany za anomalie
podobné jako spojité funkce bez derivace, Peanova kfivka, Cantorovo diskontinuum
a dabelské schodisté, které vedly ve druhé poloviné 20. stoleti k vytvoreni fraktalni
geometrie.

Podobny vyvoj od anomalie k centru zadjmu aplikované matematiky probéhl také
v oblasti inverznich dloh. Postupné byla vyvinuta metodologie feSeni nekorektnich
tloh zalozend na Mooreové-Penroseové pseudoinverzi a ruznych typech regularizace.
Pro konec¢nérozmeérné problémy, které nemaji pro vSechna data feSeni, navrhl v r. 1920
Moore [13] metodu zobecnéné inverze zalozenou na hledani tzv. pseudofeseni. Jeho
prace publikovana pouze jako abstrakt ztstala nedocenéna a metoda pseudoinverze
nebyla dale rozvijena ani vyuzivana az do jejiho znovuobjeveni Rogerem Penrosem
v r. 1955 [16]. V 70. letech byla Mooreova-Penroseova metoda rozsifena i na inverzni
problémy definované pomoci spojitych operatori na nekone¢nérozmérnych Hilberto-
vych prostorech [8].

Vzhledem k tomu, Ze empirickd data podléhaji chybam méfeni, podstatnou vlast-
nosti operatoru popisujiciho inverzni problém je stabilita vzhledem k Sumu. V mnoha
inverznich tlohach mald zména dat vede k velké zméné feSeni nebo pseudofeseni.
Takovym tlohadm se tikd spatné podminéné. Metoda reqularizace vyvinuta v 60. le-
tech 20. stoleti je zalozena na myslence, Ze se lze zbavit nejednoznacnosti a zlepSit
stabilitu feseni, pokud kromé empirickych dat vezmeme také v avahu konceptudini
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data popisujici néjakou globalni vlastnost hledané funkce. To znamend, Ze omezime
prostor, kde hleddme feseni vyhovujici naméfenym datlim, pouze na feSeni majici
fyzikalni smysl, tj. spliujici néjakou predem danou podminku, jako napf. omezeny
vyskyt oscilaci vyssich frekvenci. Metodu objevilo nezévisle na sobé nékolik autori,
jednotny ramec ji dali Tichonov a Arsenin [20].

Rozvinuti metod pseudoinverze a regularizace a algoritmti na nich zaloZenych
vedlo k vyfeSeni fady nekorektnich tloh. Jednou z nejaspésnéjsich aplikaci feseni
nekorektni ulohy je pocitacovd tomografie zalozena na vypoctu inverzni Radonovy
transformace.!) Za jeji vynalez byla v r. 1979 udélena Nobelova cena za medicinu.
Pocitacovy obraz plosného fezu casti téla je fesenim inverzni tlohy s daty ziskanymi
rentgenovanim podél velkého poc¢tu primek ze zobrazované plochy. Matematicky jde
o rekonstrukci funkce dvou proménnych z integralt této funkce podél primek.

Pocatkem devadesatych let 20. stoleti byla regulariza¢ni metoda pouzita také v ob-
lasti uceni neuronovych siti [17]. Ukazalo se, Ze konceptudlni data omezujici prostor
hledanych feseni jsou velmi vhodna pro modelovani schopnosti generalizace, tj. schop-
nosti naucené sité uspokojivé zpracovat i mnohé vstupni data, kterd nebyla soucasti
trénovaci mnoziny.

Pro modelovani konceptuélnich dat, kterad jsou vyjadiena jako podminky omezujici
oscilace (vysokofrekvenéni filtry rizngch typi), jsou vhodnym néstrojem normy na
specidlnich Hilbertovych prostorech. Tyto prostory, nazyvané Hilbertovy prostory s re-
produkénim jadrem, obsahuji pouze funkce spliujici urcité podminky na oscilace, je-
jichz typy jsou urceny tzv. jadry. I kdyz byla jadra intenzivné studovana jiz v 19. stoleti
v souvislosti s integralnimi rovnicemi, Hilbertovy prostory urcené jadry definoval az
v r. 1950 Aronszajn [1]. V 60. letech byly prostory s reprodukénim jadrem aplikovany
ve statistice [15], pozd&ji byly vyuzity pro interpolaci dat pomoci splint [21] a koncem
90. let téz k modelovani generalizace. Girosi [7] ukazal, Ze vysokofrekvenéni filtry lze
studovat v rdmci teorie téchto prostorti a Cucker a Smale [5] je vyuzili jako prostory
hypotéz v teorii uceni.

V tomto ¢lanku ukazeme, jak metody feSeni matematickych problémt z oblasti
uceni neuronovych siti zapadaji do dlouhodobého vyvoje matematickych ideji pi-
vodné motivovanych fyzikalnimi tlohami. Pomoci vhodné definovaného linearniho
operatoru formulujeme tlohu uceni jako inverzni problém. Je pozoruhodné, Ze Hil-
bertovy prostory urcené jadrem, jejichz normy se tak dobfe hodi pro vyjadreni ve-
likosti riiznych typh oscilaci, jsou jedinou tiidou nekoneénérozmeérnych Hilbertovych
prostord, na niz operator modelujici uceni spliiuje podminky potfebné pro aplikaci
Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze. Vyuziti téchto prostort tedy umoznuje elegantni
popis TeSeni tlohy uceni dané vzorkem empirickych dat a soucasné nabizi moznost
zlepsit stabilitu tohoto feSeni pfidanim konceptudlnich dat modelovanjch pomoci
vhodného jadra. Zde uvddime jen hlavni vysledky, podrobnégjsi vyklad je v [10]
a [11].

Y Pozndmka redakce: O Johannu Radonovi viz ¢lanek FucHs, E., NETUKA, I.: Johann
Radon (k stému vyroci narozent). PMFA 38 (1988), 241-248.
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2. Inverzni problémy

Pojem inverzni tilohy lze definovat v terminech funkcionalni analyzy: Inverzni problém
uréeny operatorem A: (X,|-|lx) — (Y, - |ly) mezi Banachovymi prostory je uloha
pro dané g € Y najit f € X takové, ze A(f) = g. Prvky prostoru X se nazyvaji resend
a prvky prostoru Y data. Je-li Y kone¢nérozmeérny, inverzni problém se nazyva problém
s diskrétnimi daty.

Pokud pro kazdé g € Y existuje jediné feSeni f € X, inverzni problém se nazjva
korektni. Pro korektni problém tedy existuje jediny inverzni operdtor A=1: Y — X.

Je-li A spojity, pak podle Banachovy véty (viz napt. [6, s. 141]) je A~! také spojity.
Ale ani spojitd zavislost FeSeni na datech nezaruci vzdy stabilitu vzhledem k Sumu.
Jako mira stability feSeni inverzniho problému se pouziva tzv. c¢islo podminenosti
definované pro korektni problém jako cond(A) = ||A|| ||A~1||. D4 se snadno ukézat, ze

je-li A(f) =g a A(f') =g, potom

o Y,
||f f HX g COIId(A) ||g g HY )
1fllx lglly

Relativni odchylka feSeni je tedy mensi nebo rovna soucinu ¢isla podminénosti a re-
lativni odchylky dat. Cislo podminénosti je vzdy vétsi nebo rovno 1. Pokud je malé,
problém se nazyva dobre podminéng, pokud je velké, hovori se o $patné podminéném
problému.

Mmnohé inverzni problémy jsou nekorektni: pro nékterd data nemaji zadné feSeni,
nebo naopak maji mnoho rtiznych reseni. I kdyz feseni neexistuje, 1ze hledat alespon
jeho nejlepsi aproximaci f°, nazfvanou pseudoresens, splitujici rovnici

1ACf) = glly = min [ A(f) — gl

a v pripadé, Ze je téchto pseudofeseni vice, hledat mezi nimi normdini pseudore-
Seni fT*, které ma nejmensi normu. Pokud pro vsechna g € Y existuje normalni
pseudofeseni fT, pak mize byt definovan pseudoinverzni operdtor AT:Y — X jako
AT (g) = fT. Podobné jako pro korektni problémy lze té% definovat ¢islo podminénosti
jako cond(4) = [ Al| | 4]

Jsou-li X a Y kone¢nérozmérné, lze operator A popsat matici a pseudoinverzni ope-
rator odpovida Mooreové-Penroseové pseudoinverzi této matice. Podobné vlastnosti
ma i pseudoinverze spojitych operatoru s uzavienymi obrazy, které jsou definované na
nekoneénérozmérnych prostorech [8], [3].

3. Minimalizace funkcionalu empirické chyby

Metodu nejmensich ¢tverct aplikovanou na uceni na zakladé dat lze formulovat jako
minimalizaci funkcionalu uréeného vzorkem dat tvofenym dvojicemi vstup—vystup
z={(zi,y;) € 2 xR:i=1,...,m} (m je velikost vzorku, {2 je neprazdnd mnoZina
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a R zna¢i mnozinu redlnych éisel). Tento funkciondl nazyvany empirickd chyba je

definovan jako
m

S (f@) — ).

i=1

1

Mnoho algoritmii uéeni neuronovych siti, jako napft. zpétné sifeni [22], minimalizuje
hodnotu &, (f(p)) na prostoru vektort parametri p siti daného typu (f(p) znaéi funkci
vstup—vystup, kterou po¢ita sit uréend vektorem parametri p).

Minimalizaci tohoto funkcionalu lze formulovat jako inverzni tlohu urcenou opera-
torem L,: X — R™ definovanym vztahem

L(f) = (fé%l),...,f%”).

Protoze &, lze vyjadrit jako

2

Yy
&= HLQE CVmlly’
milg
kde || - ||2 znac¢i ls-normu na R™, problém minimalizace £, na X je ekvivalentni tloze
b

najit pseudofeSeni inverzniho problému daného operatorem L, pro data y//m.

Zobecnéni Mooreovy-Penroseovy metody pseudoinverze [3, str. 56-60], [8, str. 37—46]
na operatory s nekonecnérozmérnym definiénim oborem umoziuje popis vlastnosti
feSeni pouze v pripadé, Zze operator je spojity a ma uzavieny obraz. Pro aplikaci
této teorie je tedy tfeba najit Hilbertovy prostory funkci, na nichz jsou evaluacni
funkcionaly spojité. Obraz operatoru L, definovaného na libovolném prostoru funkci
je uzavteny, protoze je to podprostor konec¢nérozmérného prostoru R™.

Na rozdil od mnoha inverznich problémid motivovanych fyzikalnimi déji neni
operator L, spojity vzhledem k Ly-normé. Evaluacni operatory na podprostoru
(Eg(Rd), II - ||2) obsahujicim pouze spojité funkce nemohou byt spojité, protoZe
nejsou omezené (operator na normovaném prostoru je spojity, pravé kdyz je ome-
zeny [6]). Napiiklad funkciondl evaluace v bodé 0 zobrazi omezenou posloupnost
funkci {nde*("'”“"”)z} na neomezenou posloupnost realnych éisel.

Mooreovu-Penroseovu metodu pro nalezeni minima funkcionalu empirické chyby
tedy nemtizeme pouZit na podprostoru (L2(R?), || -[|2) tvofeném spojitymi funkcemi
(protoze operator L, na ném neni spojity) ani na prostoru spojitych funkei C(R?) se
supremovou normou (protoZe to neni Hilberttiv prostor). AvSak zdaleka ne vSechny
funkce z téchto prostorti ddvaji rozumnad feSeni problému aproximace empirickych dat
pouzitelnd i pro jind data nez data z trénovaci mnoziny.

Nastésti existuji Hilbertovy prostory, které jsou jako Sité na miru pro modelovani
uceni na zékladé dat. Operatory evaluace jsou na nich spojité (to je jedna z jejich dvou
ekvivalentnich definic) a navic jejich normy ,,méfi“, jak rychle rostou vysokofrekvenéni
oscilace urcitého typu. Pomoci podminek omezujicich velikost téchto norem miizeme
tedy vyloucit ta feSeni tlohy uceni, ktera maji prilis velké oscilace.

Tyto Hilbertovy prostory se nazyvaji prostory s reprodukénim jddrem (anglicky
reproducing kernel Hilbert spaces, proto se oznafuji akronymem RKHS). Definoval
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je v r. 1950 Aronszajn jako Hilbertovy prostory bodové definovanych funkci, na
nichZ jsou vSechny evalua¢ni funkcionaly omezené. Aronszajn vychazel z prace mnoha
generaci matematikd, ktefi studovali integralni operatory tvaru konvoluce s jadrem
Li(f)= [ f(y)K(z,y)dy. Pomoci Rieszovy véty o reprezentaci se totiz da dokézat,
ze RKHS jsou jednoznac¢né urCeny jddry, tj. symetrickymi pozitivné semidefinitnimi
funkcemi K: {2 x 2 — R, kde {2 je libovolna neprazdna mnozina. Vyklad teorie pro-
storti s reprodukénim jadrem presahuje ramec tohoto ¢lanku, podrobné je popsana
v knihéch [2], [21], stru¢néjsi prehledy vlastnosti RKHS lze nalézt napt. v [5], [18].

Pro ilustraci, jakou roli hraji normy na téchto prostorech, uvedeme néasledujici
piiklad: Je-li K konvoluéni jadro, tj. K lze vyjadfit jako K(z,y) = k(z —y), kde
k: R — R, a jestlize kK ma pozitivni Fourierovu transformaci, potom norma na RKHS
uréeném K oznacovand || - ||k mé tvar

s 1 JF(W)2
||f||K - (2K)d/2 Rd ]’%(w)

dw.

To znamena, Ze pro konvolu¢ni jadra s pozitivni Fourierovou transformaci tvori normy
na RKHS vysokofrekvencéni filtry. Paradigmaticky pfiklad jadra je konvolucni jadro
definované pomoci Gaussovy funkce, jejiz Fourierova transformace je exp(—||w||?/2).

Pomoci teorie pseudoinverze aplikované na operatory L, se daji odvodit vlastnosti
feSeni ilohy minimalizace funkcionalu empirické chyby £, na RKHS. Pro jednoduchost
popiseme jen pripad, kdy jadro splnuje silnéjsi podminku pozitivni definitnosti misto
semidefinitnosti [2]. Pro tato jidra m4 FeSeni tvar

m
fH(x) = ZCiK(xi,x)
i=1
s vektorem koeficientii ¢ = (c1, ..., ¢p) spliujicim ¢ = K[z]Ty, kde K[z] je Gramova
matice jadra K vzhledem k vektoru vstupnich dat x = (x1,...,%n), definovand jako
Klxli; = K(zi, ), i, =1,...,m, viz [10]. To znamend, Ze FeSeni se d& spocitat

pomoci Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze matice K[z] aplikované na vektor vy-
stupnich dat y = (y1, ..., ¥m). Reseni interpoluje data, tj. minimum &, je rovno nule.
Jeho stabilita vzhledem k malé zméné vektoru y zavisi na ¢isle podminénosti Klx],
které je pro pozitivné definitni matice rovno podilu nejvétsiho a nejmensiho vlastniho
¢isla.

4. Generalizace modelovana pomoci regularizace

Globalni podminka modelujici schopnost generalizace muze byt jesté zesilena tim,
7e kromé toho, ze hleddme feseni pouze mezi funkcemi s koneénou K-normou, navic
jesté penalizujeme FeSeni, kterd maji tuto normu velkou. Tichonovova regularizace [20]
nahrazuje problém minimalizace funkciondlu ||A(-) — ¢||3 na prostoru X hledanim
funkce f7 splnujici rovnici

IAC) = gll5 + 1715 = min [ A(f) - gll¥ +If1%-
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Pomoci regulariza¢niho parametru 7 1ze nastavit miru této penalizace feSeni s velkou
normou || - || x-

Minimalizace hodnoty funkciondlu &,(f) + 7| fl% = | Lo(f) — y/v/ml3 + Y| fll%
modeluje tlohu hledani funkce, ktera nema prilis velké oscilace typu daného volbou
jadra K a soucCasné dobfe aproximuje data. D4 se ukazat, ze tato tloha méa jediné
feSeni tvaru

P =3 K (),
=1

kde ¢ = (K[z] + ymZ) 1y a T znadi jednotkovou matici (viz [5], [18], [10]).

V regularizovaném i neregularizovaném pripadé je tedy idedlnim feSenim tlohy
uéeni neuronova sit, kterd méa stejny pocet vypocetnich jednotek ve skryté vrstve,
jako je velikost trénovaci mnoZiny {(z;,y;): ¢ = 1,...,m}, a jejiz vypocetni jednotky
pocitaji jadrové funkce s parametry danymi vstupnimi daty (v piipadé radialnich
siti se parametry nazjyvaji stiedy). Reseni regularizované i neregularizované tlohy
se lisi pouze koeficienty linedrni kombinace vypocetnich jednotek, které odpovidaji
vystupnim vaham sitsé. V mneregularizovaném piipadé plati ¢ = K[z]Ty, vektor vy-
stupnich vah c¢ je tedy roven Mooreové-Penroseové pseudoinverzi Gramovy matice
jadra K vzhledem k vektoru vstupnich dat z aplikované na vektor vystupnich dat y.
V regularizovaném piipadé plati ¢¥ = (K[z] + ymZ)~ly, vektor vystupnich vah ¢ je
tedy roven inverzi matice K[z] + ymZ aplikované na vektor y.

Popsané feseni problému uceni na zakladé empirickych a konceptualnich dat modelo-
vanych pomoci norem na RKHS lze vyuzit k nadvrhu algoritm uceni neuronovych siti
zalozenjch na feSeni soustav linearnich rovnic ¢ = K[z]*y a ¢ = (K[z] + ymZ)~ly.
Pro gaussovské K (z,y) = exp(||z — y||?) jadro konstruuji tyto algoritmy radidlni sité,
které jsou hojné pouzivanym modelem neuronové sité.

Matematicka teorie uceni tedy nabizi nové algoritmy jako alternativu ke stan-
dardnim algoritmim uceni vyuzivajicim gradientni nebo evolu¢ni metody. Porovnani
vyhod a i nevyhod obou typt algoritmi je pfedmétem vyzkumu (viz [11], [12], [9]).
Vyhodou algoritmti zaloZenjch na feseni popsanych soustav linedrnich rovnic je, ze
vedou k nejlepsim moznym TfeSenim tlohy ucéeni. Meze jejich vyuziti jsou vsak dany
¢asovou narocnosti reSeni soustav linedrnich rovnic potfebnych pro vypocet koefici-
entl odpovidajicich vystupnim vaham siti a moznou nestabilitou téchto koeficientti
vzhledem k Sumu.

Zlepseni stability pomoci regularizace miizeme odhadnout porovnanim ¢isel podmi-
nénosti matic K[z] a ymZ + K[x]:

cond(K[z] — 1) Amin

7)y=1
cond(K[z] +ymZI) + W

)

kde Amin znadéi nejmensi vlastni ¢islo matice K[x]. ZvySovédnim regulariza¢niho para-
metru 7 se tedy zlepSuje stabilita, ale soucasné se zhorsuje aproximace empirickych
dat.

224 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 49 (2004), ¢. 3



Literatura

1]
2]

[10]
[11]
[12]

[13]

ARONSZAIN, N.: Theory of reproducing kernels. Trans. Amer. Math. Soc. 68 (1950),
33-404.

BERG, C., CHRISTENSEN, J. P. R., RESSEL, P.: Harmonic Analysis on Semigroups.
Springer-Verlag, New York 1984.

BERTERO, M.: Linear inverse and ill-posed problems. Advances in Electronics and
Electron Physics 75 (1989), 1-120.

BJORCK, A.: Numerical methods for least squares problem. SIAM 1996.

CUCKER, F., SMALE, S.: On the mathematical foundations of learning. Bull. Amer.
Math. Soc. 39 (2001), 1-49.

FRIEDMAN, A.: Modern Analysis. Dover, New York 1982.

GIROSI, F.: An equivalence between sparse approximation and support vector machines.
Neural Computation 10 (1998), 1455-1480 (AI Memo No 1606, MIT).

GROETCH, C. W.: Generalized Inverses of Linear Operators. Dekker, New York 1977.
KURKOVA, V.: High-dimensional approzimation by neural networks. Chapter 4 in Advan-
ces in Learning Theory: Methods, Models and Applications (J. STUYKENS et al., ed.)
(2003), 69-88. I0OS Press, Amsterdam.

KOURKOVA, V.: Learning from data as an inverse problem. In Proc. of COMPSTAT 2004
(J. ANTOCH, ed.), Physica-Verlag, Heidelberg, 1377-1384.

KOURKOVA, V., SANGUINETI, M.: Error estimates for approrimate optimization by the
extended Ritz method. STAM J. Optim. (to appear).

KURKOVA, V., SANGUINETI, M.: Learning with generalization capability by kernel me-
thods with bounded complezity. J. Compl. (to appear).

MOORE, E. H.: Abstract. Bulletin AMS 26 (1920), 394-395.

NarcowiIcH, F. J., SIVAKUMAR, N., WARD, J. D.: On condition numbers associated
with radial-function interpolation. J. Math. Anal. Appl. 186 (1994), 457-485.

PARZEN, E.: An approach to time series analysis. Annals Math. Statistics 32 (1966),
951-989.

PENROSE, R.: A generalized inverse for matrices. Proc. Cambridge Philos. Soc. 52
(1955), 406—413.

Pocaro, T., Girosi, F.: Networks for approrimation and learning. Proc. IEEE 78
(1990), 1481-1497.

Poaaio, T., SMALE, S.: The mathematics of learning: dealing with data. Notices Amer.
Math. Soc. 50 (2003), 536-544.

SEJNOwWSKI, T. J., ROSENBERG, C.: Parallel networks that learn to pronounce English
text. Complex Systems 1 (1987), 145-168.

TicHoNov, A. N.; ARSENIN, V. Y.: Solutions of Ill-posed Problems. W. H. Winston,
Washington, D. C. 1977.

WAHBA, G.: Splines Models for Observational Data. STAM, Philadelphia 1990.
WERBOS, P. J.: Backpropagation: Basics and New Developments. The Handbook of
Brain Theory and Neural Networks (M. ARBIB, ed.), 134-139. MIT Press, Cambridge
1995.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 49 (2004), ¢. 3 225



		webmaster@dml.cz
	2015-11-29T18:13:32+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




