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Dvadsat rokov
modernych metdd vnutorného bodu

Margaréta Halickd, Bratislava

Nedavno uplynulo dvadsat rokov od publikovania sldévneho Karmarkarovho algoritmu
na rieSenie tiloh linedrneho programovania. Tento algoritmus obnovil zaujem o metédy
vnatorného bodu (MVB), ktoré boli v 60-tych rokoch viac-menej netispesne aplikované
na nelinearne ilohy, a vyvolal tym jav dnes nazyvany ako revoltucia v optimalizacii.
Ovplyvnil vyvoj nielen v linedrnom programovani, ale aj v celom matematickom
programovani a v optimalizacii ako celku. Rokom jeho publikovania, t.j. rokom 1984,
sa zacala éra modernych metéd vnutorného bodu v optimalizacii.

V tomto ¢lanku chceme poukézat na niektoré zaujimavé momenty z histérie metéd
vnutorného bodu. Pripomenieme zdkladni myslienku MVB a porovname klasické
a moderné pristupy k rieSeniu tloh pomocou MVB. Predstavime novy obor opti-
malizacie, semidefinitné programovanie, ktory vznikol pod vplyvom modernych MVB,
a poukazeme na vyznam MVB pre optimalizaciu.

1. Zakladna myslienka MVB

Formulacia dlohy. UvaZujme nasledovni konvexnii ilohu matematického programova-

nia
(1) (MP) : min {f(z): ¢;(x) 20, i=1,...,m},
kde f a —g;, 7 =1,...,m, st hladké konvexné funkcie. To znamen4d, ze lohou je najst

minimum konvexnej tcelovej funkcie f(x) na konvexnej mnozine pripustnych rieSeni
P={x: gi(x) 20, i=1,...,m}.

Kvoli jednoduchosti vykladu budeme predpokladat, Ze P je ohranicend a vnutro P je
neprazdne, t.].

(2) PY={z: gi(x) >0,i=1,...,m} #0.
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Je zrejmé, ze tato tloha mé optimélne riesenie. Ak by sme vopred vedeli, Ze toto
rieSenie lezi v P, tak by sme na jeho nijdenie mohli pouzif niektorti z numerickjch
met6d volnej optimalizicie (t.j. minimalizacie funkcie bez ohraniceni), ako je napr.
gradientovad alebo Newtonova metéda. Bohuzial, takito vedomost mélokedy mame
a navySe, pre mnohé vyznamné triedy uloh (napr. s linedrnou tcelovou funkciou)
optimalne rieSenie vzdy lezi na hranici P. Vychodiskom z danej situdcie moze byt
nasledovna konstrukcia, ktord je zdkladom MVB. V ¢om spociva?

Transformaéné bariérové dlohy. Priradme k tlohe (MP) celt triedu pomocnych tloh
(MP,.) parametrizovanych parametrom r > 0:

) (MP,):  min {f(w) + rZr[gi<x>]},

zePO

kde I': Ry — R je tzv. bariérova funkcia s nasledovnymi vlastnostami:

(4) lim I'(y)=oo, I"(y)<0, I"(y)>0.
y—)

Prva z vlastnosti (4) predstavuje tzv. bariérovti vlastnost, ktord spésobuje, ze hodnoty
I’ neohranicene rasti pre y bliziace sa k nule. Dalsie dve vlastnosti I" v (4) zabezpe-
¢uju, ze ucelovd funkcia v pomocnej tlohe (MP,.) je konvexnou funkciou. Typickymi
prikladmi bariérovej funkcie st napr. I'(y) = — Iny alebo I'(y) = (—1/p) y?, pre p < 0.

Pomocou bariérovej funkcie sme teda zostrojili nova tcelova funkciu v pomocnej
alohe (MP,.), ktord nazyvame transformacnou bariérovou funkciou. Jej defini¢nym
oborom je vnitro mnoziny pripustngch rieseni pévodnej tlohy, P°, a jej hodnoty neo-
hranicene rast, ked sa z vnitra P blizime ku hranici P. Je zrejmé, Ze minimum takejto
funkcie lezi v P° a teda na jeho najdenie mozno pouzif metédy volnej optimalizacie.

Navyse, transformacné funkcie st parametrizované parametrom r > 0, ktory umoz-
fiuje menit vahu kladeni na bariérovy ¢len. Preto sa da ocakédvat, ze ked r pdjde
do nuly, prislu$né minimé transformacnych funkcii sa buda blizit k minimu pévodne;j
tlohy.

Ilustracia metédy. Robert J. Vanderbei vo svojej knihe Linedrne programovanie [14]
ilustruje dand situdciu na priklade linedrnej dvojrozmernej tlohy (obr. 1). MnoZzinou
pripustngch rieSeni je mnohouholnik, Sipka vyznacuje smer optimalizicie (zdporne zo-
braty gradient ucelovej funkcie), optimélnym rieSenim je bod A. Na obréazkoch (a)—(c)
sa vrstevnice transformovanej tcelovej funkcie pomocou logaritmickej bariéry pre tri
rozlicné hodnoty parametra r. Vidime, Ze pre velké r st vrstevnice transformacnej
bariérovej funkcie rozlozené rovnomerne. To znamend, Ze takyto problém sa iteracne
riesi pomerne Tahko aj zo vzdialeného startovacieho bodu. Ako sa r zmenS$uje, tloha
sa stava taz$ie riesitelna a na jej efektivne vyrieSenie potrebujeme vhodné Startovacie
body.

Na obrazkoch (a)—(c) vidime minimé transformaé¢ngch problémov pre tri hodnoty
parametra r, na obrdzku (d) minimé transformaénych bariérovych funkcii tvoria
krivku, ktora prechddza vnitrom mnoziny pripustnych rieSeni a kon¢i v optimalnom
rieSeni povodnej tlohy. Takato krivka sa nazyva centralna trajektodria a je zakladnym
objektom metéd vnatorného bodu.
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(@) r=100 (b) r=1

(c) r=0.01 (d) centralna trajektoria

Obr. 1. (a)—(c) Vrstevnice logaritmicke]j transformacnej funkcie pre tri rozliéné hodnoty pa-
rametra 7 v ulohe LP; (d) centralna trajektéria — krivka optiméalnych rieseni.

Algoritmus metédy. Uvedend idea metéd vntutorného bodu je zdkladom algoritmov,
ktoré sa Casto oznacuju ako algoritmy sledovania centralnej trajektérie. Tieto algo-
ritmy vychadzaja z nasledovnej schémy:

1. pre dané r najst priblizné rieSenie tlohy (MP,) pomocou nejakej metédy volnej
optimalizacie zo zadaného Startovacieho bodu;

2. zmensit hodnotu parametra r a postup opakovat; Startovacim bodom pre tato
minimalizaciu je vypocitané priblizné rieSenie predchadzajicej tlohy.

Obr. 2. Algoritmus metédy vnatorného bodu.
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Na obr. 2 plné kruzky predstavuji presné riesenia pomocnych tloh pre tri hodnoty
parametra r. Prazdne krizky predstavuju vypocitané priblizné rieSenia pomocnych
uloh, t.j. priblizné minimé transformacnych funkcii. Body, ktoré st vrcholmi ¢iarko-
vanej lomenej Ciary, zobrazuju iteracné body rieSenia pomocnych iloh. Najcastejsie
pouzivanou metédou volnej optimalizécie najmi v modernych metédach vniatorného
bodu je Newtonova metdda.

2. Vyvoj pred Karmarkarom

Nelinearne programovanie. MVB boli Siroko pestované a analyzované najmi v 60-tych
rokoch v rdmci nelinedrneho programovania. Najucelenejsiu podobu nadobudla tato
tedria v knihe Fiacca a McCormicka Nelinedrne programovanie [2] z r. 1968. Tedria
zddvodiovala existenciu, jednoznacnost a konvergenciu minim transformovanych tloh
pre velmi vSeobecné tlohy konvexného programovania pri vSeobecnych bariérovych
funkciach.

Poznamenajme, ze v uvedenom obdobi bola dokizana iba konvergencia presnych
rieseni, pri¢om metédou volnej optimalizécie sa ziskalo zakazdym iba priblizné rieSenie.
Preto bola snaha riesit kazda transformac¢ni dlohu (MP,.) ¢o moZno najpresnejsie.
Navyse MVB sa aplikovali na prili§ vSeobecné a nestruktirované tlohy, ktorjch dualne
vlastnosti neboli analyzované, a o ktorych sa ¢asto ani nevedelo, ¢i ide o konvexné
tlohy. Toto vSetko spdsobovalo znacné numerické problémy pri implementacii algo-
ritmov, v désledku ktorych zadujem o MVB koncom 70-tych rokov utichol. Zdalo sa,
7ze MVB st uzavretou kapitolou v matematickom programovani. Aky bol medzitym
vyvoj v linedrnom programovani?

Linedrne programovanie (LP). Linedrne programovanie je sice $pecidlnym pripadom
konvexného matematického programovania, ale od svojho vzniku v r. 1947 sa vyvijalo
tuplne samostatne a izolovanie od ostatnych odvetvi matematického programovania.
Simplexova metédal), povodne navrhnutéd George B. Dantzigom, bola pokladana za
univerzalnu, spolahlivii a vykonni metddu, umoziiujicu rutinne riesit dlohy linedr-
neho programovania. Zrejme aj tato skuto¢nost spésobovala, Ze sa hladelo s urcitou
nedoverou na akékolvek iné pokusy riesit tlohy LP nesimplexovymi pristupmi. Napr.
praca Frisha [3] z r. 1955, ktora navrhovala uré¢ité nelinedrne postupy na riesenie tiloh
LP, ostala nepovsSimnuta.

Vypoétova zloZzitost a polynomialnost LP. Situicia sa zacala menit v 60-tych a 70-tych
rokoch, ked vznikol novy odbor zaoberajici sa vypoctovou zlozitostou. V ociach
odbornikov tohoto odboru, kazdy rychly program by mal byt ¢asovo-polynomidlny, ¢o
znamena, ze pocet aritmetickych operacii, potrebnych na vyriesenie tlohy rozmeru m,

1y Na rozdiel od MVB, ktord generuje nekone¢nii postupnost bodov z vnitra mnoziny
pripustnych rieseni konvergujicu k optimalnemu rieSseniu na hranici, simplexova metéda
generuje koneéni postupnost bodov z hranice, konkrétne ,preskakuje” od jedného krajného
bodu k susednému tak, aby sa zmensila hodnota tcelovej funkcie.
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sa d4 odhadntt zhora polynémom v premennej m. V roku 1972 Klee a Minty [9]
ukézali, ze simplexova metdda nie je polynomidlna, pretoze v najhorsich pripadoch
potrebuje na néjdenie optimélneho riesenia exponencidlne vela iteracii. Tato skutoc-
nost vyvolala uréité znepokojenie v komunite LP a pripravila podu na to, aby pokusy
o alternativne pristupy k rieSeniu tloh LP zacali byt braté vaznejsie.

Prvym polynomidlnym?) algoritmom na riesenie tiloh linedrneho programovania bol
algoritmus navrhnuty v roku 1979 Leonidom Khachianom [8]. Jeho elipsoidnd metdda
vyuzivala niektoré postupy nelinedrnej optimalizacie a tym sa podstatne lisila od
vSetkych dovtedy vyvinutych algoritmov simplexového typu. Tento algoritmus ziskal
znaéni popularitu dokonca aj v laickej verejnosti.?) Casom sa vsak ukazalo, Ze pre
bezné tlohy LP je Khachianov algoritmus beznadejne pomaly a tak simplexova metdda
kralovala v linedrnom programovani dalsich par rokov.

Zaciatok novej epochy v optimalizacii. V polovici 80-tych rokov sa vsak situacia
dramaticky zmenila. V roku 1984 Narendra Karmarkar publikoval tzv. projektivny
algoritmus pre linedrne programovanie [7], ktory bol nielen polynomiélny, ale, ako
tvrdil Karmarkar, bol aj velmi rychly. Prekvapujiice bolo zistenie Gilla a kol. [4] z roku
1986, ze Karmarkarov algoritmus tzko stvisi s logaritmickou bariérovou MVB, ktora
bola v Sestdesiatych rokoch netspesne aplikovanéd na tlohy nelinedrneho programo-
vania. Tato skuto¢nost pritiahla zaujem velkého po¢tu matematikov a matematické
programovanie sa zacalo velmi prudko vyvijaf. Karmarkarov algoritmus si vyslazil
privlastok ,revoluény“ a rok 1984 je dnes oznacovany za zaciatok novej epochy v opti-
malizdcii. Margaret Wright vo svojom prehladovom ¢lanku [15] z r. 1998 nazvala toto
obdobie revoltciou v matematickom programovani, ked doslo k prudkym zmendm,
ktoré ovplyvnili vSetky oblasti optimalizécie, ked staré myslienky boli spracovévané
novymi pristupmi, aby sa ziskali kvalitativne nové vysledky. Analyzujme v dalSom
charakteristické znaky starych a novych pristupov k pouzitiu metéd vniatorného bodu.

3. Staré a nové pristupy: klasické a moderné MVB

Struktiirovanost tdloh. Zatial ¢o staré pristupy aplikovali MVB na velmi veobecné
ulohy nelinedrneho programovania, charakteristickym znakom novych pristupov je, ze
boli najprv analyzované na linearnych tulohach napr. typu

(5) (LP) : min {c"z: Az =b, 220},

kde ¢,z € R", be R™ a A € R™*". Tu sa vyuzila linedrnost tlohy ako aj velmi
jednoduché a symetrické dudlne vztahy linedrneho programovania. Neskor, po odhaleni
zékladnych zakonitosti v linedrnych tlohach, boli MVB aplikované aj na niektoré

2) Poznamenajme, Ze tento algoritmus, ako aj nasledné algoritmy metéd vnutorného bodu,
st polynomiélne v premennej L, kde L je dizka binirneho zapisu dat danej tlohy.

3) Aj v Pokrokoch vysiel v roku 1981 ¢lanok L. Lovésza [11] popisujici tito metédu a o rok
na to ¢ldnok E. L. Lawlera [10] vysvetlujici fenomén popularity tohoto algoritmu.
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nelinedrne konvexné tlohy s uréitou struktirou a s dobre popisatelnymi dudlnymi
vztahmi.

Logaritmicka transformaéna funkcia. V klasickych metddach vnitorného bodu sa
analyzovali rozliéné typy bariérovych funkcii typu (3), (4) a ¢asto sa experimentovalo
s vyberom bariérovej funkcie I" v snahe dosiahnuf ¢o najlepsie spravanie sa algoritmov.
V modernych metédach sa vyuziva logaritmickd bariérova funkcia, kde dloha (5) je
transformovand do tlohy

n
. : T, _ . —
(6) (LP,): r;l;g{c T 7“2111561. Ax—b}.
i=
S velkou vyhodou sa vyuzivaju vynikajtce analytické vlastnosti logaritmickej bariéry.
Hédam najvyznamnejSou vlastnostou logaritmickej bariéry je, Ze k nej konjugovanou
funkciou je opit logaritmické bariéra. Z toho vyplyva, Ze ju moZno sucasne aplikovat
na primdrnu aj dudlnu tlohu pri zachovani symetrickych primarno-dudlnych vztahov.

Newtonova metdéda. Tretim znakom je pouzitie metédy volnej optimalizécie na pri-
blizné rieSenie pomocnych transformacnych problémov. Zatial ¢o v prvom obdobi
sa pouzivali rozliéné metdédy volnej optimalizacie, v novych pristupoch sa pouZiva
modifikovana Newtonova metéda, t.j. Newtonova metéda so skratenou dlzkou kroku.
Tu sa podarilo vymedzit uréité okolie centralnej trajektérie, v ktorom bola zarucend
kvadratickd konvergencia Newtonovej metddy. K tomu bolo potrebné merat vzdiale-
nost daného bodu od centralnej trajektdrie, o je charakteristickym znakom novych
pristupov.

Volné sledovanie centralnej trajektérie. Stvrtym charakteristickym znakom, ktory je aj
uréitym dosledkom predchadzajucich znakov, je samotna filozofia algoritmov. V sta-
rych pristupoch bola dokizana iba konvergencia presnych minim transformovanych
tloh. Preto bola snaha, ¢o mozno najpresnejsie sledovat centralnu trajektdriu, ¢o bolo
jednym z moznych zdrojov numerickej nestability implementéacii.

Naproti tomu nové pristupy mozno interpretovat ako velmi voIné sledovanie central-
nej trajektorie, kde centralna trajektoria sluzi len ako nejaky kompas, urcujici smer
pohybu z vnitra mnoziny pripustnych rieSeni az po optimélne rieSenie na hranici.
Charakteristickym znakom je dokaz konvergencie bodov generovanych algoritmom
a odhad poctu iteracii potrebnych na ziskanie e-presného riesenia.

4. Vyvoj po Karmarkarovi

Vyvoj v linearnom programovani. Vyvoj po Karmarkarovi nebol priamociary. Vzni-
kalo vela préac, ktoré navrhovali rozli¢né typy algoritmov. Mnohé z tychto algoritmov sa
inspirovali predtym nepovSimnutymi pracami Frischa [3], ale aj Huarda [5] a Dikina [1].
Z dnesného pohladu, ked sa uz vyvoj predsa len trochu utisil a utriedil, existuje ur-
¢ité kategorizacia algoritmov a pristupov. Najrozsirenejsie, najspolahlivejsie a pritom
najjednoduchsie a metodicky najvdac¢nejsie sa ukazali byt primarno-duélne algoritmy
sledovania centralnej trajektdrie.
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V prvych rokoch po Karmarkarovi sa vyskum orientoval hlavne na tvorbu novych
algoritmov a na ziskanie ¢o mozno najlepsich odhadov ich polynomialnej zlozitosti.
Neskor sa zacali skiimat aj otdzky rychlosti konvergencie, efektivneho Startu a ukon-
¢ovania vypoctov. Boli vyvinuté algoritmy, ktoré umoziiovali rieif nielen tie tlohy,
ktoré splhali predpoklady existencie vntitorného bodu, ale aj tiplne vieobecné tilohy
linedrneho programovania. Zna¢né pozornost bola venovana implementaénym otéz-
kam a prislusné programy sa stali sacastou komerénej ponuky.

Popri disto algoritmickych otazkach sa sktimali aj mnohé teoretické otazky, napr.
vlastnosti centralnej trajektorie. Ukazalo sa, Ze centralna trajektoria konverguje k tzv.
analytickému stredu mnoziny optimalnych rieseni. To znamena, zZe algoritmy MVB
davaju v limite vzdy ostro komplementarne rieSenie, kym simplexova metéda dava
bézické rieSenie. Tento pozmatok mozno zohladnif pri vybere metédy na riesenie
tilohy.%)

Vyvoj v konvexnom programovani. Kratko po vyjdeni Karmarkarovho ¢lanku sa zacali
matematici zaoberat moznostami aplikdcie novych pristupov metéd vntatorného bodu
aj na niektoré ulohy konvexného programovania. Prvymi tlohami boli kvadratické
konvexné tilohy, neskor tzv. tlohy linearnej komplementarity. Velkou vyzvou zostavali
vSeobecné tlohy konvexného programovania hlavne z dvoch dévodov. Jednak nelinear-
na konvexnost je obsiahnuté uz v samotnej povahe metéd vnitorného bodu, jednak
takéto tlohy boli uz metédami vnitorného bodu nie velmi Gispesne riesené v 60-tych
rokoch. Pri aplikacii novych postupov metéd vnatorného bodu na konvexné ulohy
vSak vznikali problémy stuvisiace s analyzou spravania sa Newtonovej metddy.

Tieto problémy sa podarilo vyriesit Nesterovovi a Nemirovskému v roku 1994
v rozsiahlej kniZnej publikacii [12], ktorej vyznam pre dalsi rozvoj MVB moZno
prirovnat k vyznamu Karmarkarovho ¢ldnku. V tejto préaci autori zavadzaji urcitt
podmienku ,self-concordantnosti®, ktortt musia spliiaf transformované tlohy a pri
ktorej je Newtonova metéda kvadraticky konvergentnd. Pouzitim tejto vlastnosti
je mozné analyzovaf niektoré typy algoritmov sledujicich centralnu trajektoriu aj
v pripade v8eobecnych problémov konvexného programovania a dokdzat ich polyno-
mialitu. Tedria prezentovand v tejto praci je pri tom dostatocne vSeobecné a mé Siroké
aplikacie. Takéto aplikacie zahfiiaju tlohy linearneho a kvadratického programovania,
geometrické programovanie, [, aproximaciu, ale aj novi oblast matematického pro-
gramovania — semidefinitné programovanie (SDP).

5. Semidefinitné programovanie

Formulacia tilohy SDP a formalna podobnost s LP. Aby sme lepsie videli podobnost
semidefinitného s linedrnym programovanim, prepisme linedrnu tlohu (5) do tvaru

(LP) : m%@n {{e,x): {a,x) =b;, i=1,..,m, © =0},
zeR™

4) S vyhodou by sa tato vlastnost dala pouzit napr. pri DEA modelovani.
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kde a; je i-ty riadok matice A a (z,y) = >, x;y; je skalarny stcin vektorov. Sformu-
lujme teraz k tejto tlohe pribuzni tlohu (SDP), v ktorej n rozmerny vektor z € R™ je
nahradeny maticovou premennou X € S (S" je priestor symetrickych n x n matic)
a podmienka nezdpornosti z = 0 je nahradend podmienkou kladnej semidefinitnosti
X > 0. Dostaneme tak nasledovnu tlohu semidefinitného programovania

(SDP):  min {(C.X): (A, X) =bi, i =1 .cm, X =0},

kde C,A; €S™,i=1,..m beR™a(X,Y) = Z” XiYi;.

Napriek podobnosti s linedrnym programovanim, ide o nelinedrnu tlohu, kde ne-
linedrnost sposobuje ohranidenie X > 0. Zarovenn vSak ide o konvexnii Glohu, kde
sa hlad4d minimum linedrnej funkcie na konvexnej mnozine. Konvexnd mnoZina je
dana ako prienik afinnej roviny a konvexného kuzela vSetkych symetrickych kladne
semidefinitnych matic. Vidime, Ze tato konvexnd tloha nie je v klasickom tvare,
pretoze konvexna mnozina pripustnych rieseni nie je popisand pomocou konvexnych
nerovnosti. Tato skutoc¢nost vSak nie je na prekazku, pretoze transformovany barierovy
problém pre takito lohu moZno definovat nasledovne:

(7) )Ipir&{(C,X}—rlndetX: (A4;, X)=0b;, i=1,..,m}.
-

Aj tu vidime analégiu s linedrnym programovanim, pretoze pre tlohy LP mozno
sumu logaritmov v (6) zapisat ako logaritmus zo sGéinu jednotlivych zloziek vektora x,
pricom v semidefinitnom programovani je determinant v (7) stcinom vlastnych ¢isel
matice X. Podstatné v tomto pripade je, Ze jednak polyedralny kuZel vSetkych ne-
zapornych vektorov, rovnako ako konvexny kuzel vSetkych semidefinitnych matic sa
samodualne kuzele, ktoré zarucuju podobné symetrické dualne vlastnosti oboch tloh.
Préve skuto¢nost, Ze semidefinitné programovanie ma pomerne jednoduché a lahko
popisatelné dualne vlastnosti, je klac¢ovou vlastnostou, ktora umoziuje implementovat
osvedcéené postupy MVB na tuto triedu uloh.

Aplikacie SDP. Semidefinitné programovanie sa stalo hitom poslednych rokov v mate-
matickom programovani. Mimoriadny zaujem o semidefinitné programovanie vyplyva
zo skutocnosti, Ze SDP ma aplikacie nielen v klasickom konvexnom ¢i v kvazikon-
vexnom programovani, ale aj v takych oblastiach ako je tedria riadenia, spektralna
analyza, Statistika, ¢i kombinatorickda optimalizacia. Pritom mnohé optimaliza¢né
problémy z tychto oblasti sa daji priamo naformulovat ako tlohy SDP a potom
efektivne riesit MVB, alebo sa daju relaxovat pomocou SDP, pri¢om sa ziskaju lepsie
odhady optiméalneho rieSenia ako pri pouziti doterajsich relaxacii pomocou LP.

6. Vyznamm MVB

Vyznam MVB pre LP. V linedrnom programovani uz vyvoj trochu uticha a teda tu
sa najskor da urobif urc¢itd rekapituldcia. Dnes je uz zrejmé, Ze simplexova metéda
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stratila svoje vynimoc¢né postavenie. Ukézalo sa, Ze metédy vniatorného bodu pre velmi
velké tlohy LP s riedkymi maticami st vyznamne rychlejSie ako simplexova metdda.
Pre tlohy malého a stredného rozsahu méame moznost volby. Tato volba moze zdvisiet
od tloh, ktoré ideme riesit a od pozadovanych vlastnosti optiméalnych rieSeni, ktoré
dané metdda moze poskytnit. Zatial ¢o simplexova metéda poskytuje bazické riesenie,
metddou vnutorného bodu dostaneme ostro komplementarne rieSenie, ¢o moze byt
v niektorych pripadoch viyhodou. Volba metédy pri rieSeni iloh stredného az velkého
rozmeru (niekolko tisic premennych) moze zavisiet aj od dostupnosti softvéru. Kym pre
ulohy takychto rozmerov je dostupny uz len Specidlny komerény softvér, pre MVB je
na internete este stale mnozstvo volne pristupného softvéru, umoziujtceho spolahlivo
riesit tlohy LP. Podotykame v8ak, Ze jeho pouzitie, na rozdiel od komerénych soft-
vérov MVB, vyzaduje aspon zakladné vedomosti o algoritmoch MVB a elementarnu
programatorski zruénost.

Dalsou vjznamnou értou modernych metéd vnitorného bodu je, ze umoznili chapat
linedrne programovanie ako integralnu stcast konvexného programovania. Pred Kar-
markarom bolo linedrne programovanie doménou predovsetkym odbornikov z ekono-
mického opera¢ného vyskumu. Po Karmarkarovi linedrne programovanie vyznamnou
mierou rozvijaju Specialisti na matematické programovanie a numericka analyzu; LP
sa stéava stucastou kontinuélnej optimalizacie. V stvislosti s tymto vzniké aj cely rad
pedadogicko-metodickych problémov o tom, ako uéif linedrne programovanie a ako ucit
MVB. Zatial ¢o doneddvna stacili na zvlddnutie linedrneho programovania zakladné
vedomosti z linedrnej algebry, dnes st potrebné na zvladnutie zdkladov MVB v LP aj
vedomosti z analyzy funkcii viacerych premennych, konvexnej analyzy ¢i numeriky.

Vyznam MVB pre matematické programovanie. Napriek tomu, Ze od publikovania
Karmarkarovho algoritmu uz uplynulo 20 rokov, vyvoj MVB, ako aj vyvoj v kon-
vexnom programovani, je stale velmi prudky. Semidefinitné programovanie, ale aj
pribuzné tzv. second-order cone programovanie a jeho zovseobecnenie, kénické prog-
ramovanie, sa stale rozvijaji po stranke teoretickej, algoritmickej i implementacne;j.
Vsetky tieto programovania skimaju tzv. strukttirované tlohy konvexného programo-
vania, ktoré mozno riesit standardnymi postupmi MVB v polynomidlnom ¢ase. Mozno
ocakévat, ze tieto oblasti konvexného programovania sa budu dalej zovSeobectiovat
a prislusné tlohy budu stéle viac vypliiat priestor vseobecnjch konvexnych tloh.
Teoreticky vysledok prace Nerestova a Nemirovského déva k tomu dobry dévod.

V tejto suvislosti hddam najvic¢si vyznam MVB je v tom, Ze posunuli hranicu
medzi lohami, ktoré sa vedia rutinne riesif a tymi, na rieSenie ktorych treba pouzit
nejaky dovtip a treba metddu rieSenia navrhovat velmi individudlne. V minulosti
tato hranica viedla medzi linedrnym a nelineArnym programovanim. Ulohy linedrneho
programovania sa riesili spolahlivo simplexovou metddou, ktora je standardnou stacas-
tou programovych balikov a lepsich kalkulaciek. Ostatné tlohy bolo potrebné riesit
prisne individualne, navrhovali sa algoritmy S$ité na mieru jednotlivych problémov
a kazdy postup potom vyzadoval individualnu analyzu a zdé6vodnenie opodstatnenosti.
Pritom sa ¢asto ani neskiimalo, ¢i tloha je konvexnd alebo nie; tato skuto¢nost nebola
povazovana za dodlezitti. Dnes sa hranica pod vplyvom MVB postva medzi konvexné
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a nekonvexné tlohy a dovtip sa uplatiiuje pri zistovani, ¢i dana tloha je konvexné
(s vhodnou $truktirou) a ¢i nie.

Vyznam MVB pre optimalizaciu. MVB nielen umoznili spolahlivé rieSenie mnohych
uloh z tych najrozliénejsich oblasti matematiky, opera¢ného vyskumu, financii, ¢i inzi-
nierskej matematiky, ale zaroven poskytli aj dalsie impulzy pre rozvoj tychto oblasti.
Velmi vyrazne to vidiet napr. v inZinierskej tedrii riadenia, kde uz v 40-tych rokoch
boli mnohé problémy stuvisiace so stabilizaciou riadenych systémov formulované po-
mocou tzv. LMI (linear matrix inequalities), to znamen4 linedrnych rovnic v priestore
symetrickych matic, zahfnajice aj podmienky kladnej semidefintnosti. Vzhladom na
to, Ze takéto problémy sa doneddvna nevedeli rutinne riesit, tato oblast sa vyvijala iba
pozvolna. Odhalenie stivislosti LMI s tilohami SDP dalo silné impulzy pre rozvoj tedrie
riadenia. Podobne je to aj v daldich oblastiach aplikacii semidefinitného a kénického
programovania a potencial pre odhalovanie dal§ich moZznych aplikicii je stdle velmi
velky.

Ziakladny zdroj informacii o MVB. Rychly vyvoj MVB a &iroky zdber aplikacii
SDP si vyziadali intenzivnejSie vyuzivanie internetu na Sirenie informacii, ako je to
snad bezné v inych oboroch. Vzhladom na mnozstvo napisanych prac a dlhé doby
od podania ¢lanku po jeho uverejnenie, stalo sa beznym publikovanie ¢lankov na
osobnych strankach ako aj na internetovej stranke Interior-Point Archive [6] eSte
pred odovzdanim autorskych prav casopisom. Na tejto stranke eSte aj dnes mozno
najst mnozstvo uzitoénych informacii o starsich ¢lankoch, knihach, softvéri, dalsich
strankach a odbornikoch na MVB. Ulohu tejto stranky nedavno prebrala na seba nova,
SirSie zamerand Optimization Online [13], ktord spaja Sirok(t komunitu odbornikov
na optimalizaciu. Stranka umoznuje elektronické publikovanie ¢lankov a pravidelne
rozposiela informacie o najnovsich pracach, softvéri a konferenciach.
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Numericky matematik a astronom

Zdenék Kopal

Alena Solcovd a Michal K¥iZek, Praha

Zdenék Kopal se narodil 4. dubna 1914 v Litomysli. Kratce nato se rodina ptrestéhovala
k rodi¢im matky do Ji¢ina. Otec byl modernim filologem, znalcem francouzského
jazyka, pozdéji profesorem Univerzity Karlovy, ¢lenem Kréalovské c¢eské spolecnosti
nauk a Ceské akademie véd a uméni. Po vypuknuti 1. svétové valky byl povolan
do armady, kde zistal vice nez ¢tyri roky. Na Zdenka mél proto velky vliv jic¢insky
dédecek Josef Lelek ([23, s. 53]). Byl to patrné préavé on, kdo jej ptivedl k astronomii.
V 16 letech mu daroval vytouzeny Atlas nebe. Dulezité dédictvi mu zanechal i otec —
byl mu prikladem toho, jak ma vypadat zivot védce v jakémkoliv oboru:

Neprestavat ve studiu, zustat do poslednich dni Zivota zvidavym studentem.
Prvni Kopalovy vzpominky jsou spojeny s Ji¢inem, s pohledem na véze kostela
sv. Ignéce, s piirodopisnym kabinetem méstanské skoly, kde ptsobil jeho dédecek.

Jesté v dobé, kdy cCeské zemé patfily k Rakousko-Uhersku, naucil tatinek pii svych
navstévach ctyrletého Zdenka zpivat revoluéni Marseillaisu francouzsky. Maly chlapec

RNDr. ALENA SoLcovA (1950), katedra matematiky FSV CVUT, Praha, Thékurova 7,
166 29 Praha 6, e-mail: solcova@mbox.cesnet.cz

Prof. RNDr. MicHAL K&iZEK, DrSc., (1952), Matematicky tstav AV CR, Zitna 25, 11567
Praha 1, e-mail: krizek@math.cas.cz, http://www.math.cas.cz/~krizek

Ptfedneseno na seminéfi ,,Zdenék Kopal — zivot a dilo“ v Litomysli dne 4. 4. 2004.
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