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Aritmetické vlastnosti
Fibonacciovych ¢isel
Vénovano doc. RNDr. Emilu Caldovi, CSc., k jeho 70. narozeninam.

vy

Michal KriZek, Praha, Florian Luca, Morelia, a Lawrence Somer, Washington

Uvod

Posloupnost Fibonacciovych ¢isel { F}, }52, za¢ind hodnotami Fy = 0 a F; = 1 a spliluje
rekurenci
Foio=Fop1 + F, pro v8echna n=10,1,2,... (1)

Neékolik jejich prvnich ¢lent je tedy
0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Tato ¢isla se poprvé objevila ve druhém!), rozsifeném vydéni knihy Liber Abaci
z 1. 1228 italského matematika Fibonacciho?) a nesou proto jeho jméno.?)

Ve 12. kapitole jmenované knihy (srov. [38, s. 404]) se vySetfuje tloha, jak rychle
se mohou mnozit kralici za jistych velice specifickych a idealizovanych podminek.
Predpokladejme, Ze jeden nové narozeny par je umistén do prazdného vybéhu, kralici
se mohou parit jiz po mésici, doba brezosti je také 1 mésic, kazda samice porodi kazdy
mésic pravé jeden par a konecné ze kralici neumiraji. V rovnici (1) pak F), znadi
pocet krali¢ich parit v ohradce v n-tém mésici. Prvni, kdo napsal rekurenci (1) pro
Fibonacciova ¢isla, byl Albert Girard (1595-1632), a tedy nikoli Fibonacci.

Bylo by obtizné vyjmenovat vsechny aktivity, které zajem o Fibonacciova ¢isla vyvo-
lal. Omezime se jen na konstatovani, Ze existuje specializovany ¢asopis The Fibonacci
Quarterly vychazejici Ctyfikrat roéné a také spoleénost Fibonacci Association, jez

1) Prvni vydani je z r. 1202.

2y Leonardo z Pisy (cca 1170-1250), nazyvany Fibonacci, tj. syn Bonacciho, byl jednim
z nejvétsich matematika stfedovéku.

3y Poprvé je nazval Fibonacciovymi ¢isly Edouard Lucas ve druhé poloviné 19. stolet.
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porada mezinarodni konference kazdé dva roky. O Fibonacciovych ¢islech byla napsana
cela fada monografii (viz napt. [17], [18], [21], [41], [42]).

V tomto ¢lanku podame stru¢ny piehled o zajimavych vlastnostech Fibonacciovych
Cisel, o zcela novych vysledcich i otevienych problémech. Uvidime, Ze Fibonacciova
Cisla se objevuji v nékterych naprosto ne¢ekanych souvislostech.

Priklad 1 (viz [21, s. 32]). Vydélime-li postupné atomova ¢isla vzacnych plyna (He,
10Ne, 18Ar, 36Kr, 54Xe, sgRn) osmnécti, pak po zaokrouhleni na celd ¢isla dostaneme
posloupnost 0, 1, 1, 2, 3, 5.

Priklad 2. Také v biologii se setkavame s Castym vyskytem Fibonacciovych ¢isel. Napi.
seminka smrkovych ¢ borovicovych Siek jsou narovnana do dvou typt (pravotocivych
a levotoéivych) spirdl, jejichz poéty jsou obvykle v poméru 13 : 8. Podobné spiraly lze
spatfit také u artyC¢okt nebo ananasi. Na obr. 1 vidime, zZe spiraly na povrchu ananasu
jsou tvoreny utvary, které vzdalené pfipominaji kosodélniky. Obr. 2 pak schematicky
znazornuje rozvinuty povrch tohoto ananasu. Kosodélniky lze ocislovat tak, ze cisla
na jednotlivych spiraldch tvoii aritmetické posloupnosti s diferencemi 8 a 13. Cisla
kosodélnikti, které se dotykaji pravé jednim vrcholem, maji zase diferenci rovnou 5
nebo 21 (v absolutni hodnotg). Je pozoruhodné, Ze zhruba kazdy druhy ananas m4
spiraly na svém povrchu umistény zrcadlové, tj. ma 13 levotocivych a 8 pravotocivych
spirdl. Dalsi ukazky vyskytu Fibonacciovych ¢isel v pifrodé lze nalézt napt. v [21].4)

Obr. 1. Soustavy pravotocivych a levotocivych spiral
na povrchu ananasu.

4y Fibonacciova ¢isla jsou tak populérni, Ze ve finském Turku pfipevnili na vysoky elek-
trarensky komin pod sebe 2m vysokd neonova Fibonacciova ¢isla od 1 az do 55.
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Obr.2. Osm levotocivych spirdl na rozvinutém plasti ananasu je pro rozliSeni obarveno
st¥idavé Gerné a bile. Pfiblizné kolmo na tento smér je t¥indct pravotoéivych spiral. (Pravy
a levy okraj nakresu je tieba ztotoznit.)

Piiklad 3. V roce 1876 francouzsky matematik Edouard Lucas odvodil formuli

w2,
Z( . >Fn+17
1

=0

kterd udava, jak jsou Fibonacciho ¢isla ukryta v Pascalové trojihelniku.) Zapiseme
tento trojihelnik tak, jak je znazornéno na obr. 3. Je patrno, zZe soucty kombinac¢nich
¢isel podle diagondl se sklonem cca 45° jsou rovny pravé ¢islim F,, ;1 (viz napt. [7]).

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6

Obr. 3. Pascaltv trojihelnik ve zkoseném tvaru.

Priklad 4. Lze dokazat, ze podet podmnozin mnoziny A = {1,2,...,n}, které neobsa-
huji dvé po sobé nasledujici &isla, je Fj,1 2. Napf. pro n = 4 jsou to podmnoziny 0, {1},
12}, {3}, {4}, {13}, {1.4} a {2,4}.

Rovnéz pocet moznosti, kdy pfi n hodech minci za sebou nepadnou dvé panny,
je Fh4a. Napf. pro n =4 jsou to moznosti (O, 0,0,0), (P,0,0,0), (0,P,0,0),
(0,0,P,0), (0,0,0,P), (P,0,P,0), (P,0,0,P) a (O,P,0,P), kde O znadi orla
a P pannu. To, Ze v obou pfipadech dostavame stejny pocet moznosti, plyne z nésle-

5) Ponékud odlisnym zpisobem jsou skryta v Pascalové trojihelniku také Fermatova cisla
— viz [22, s. 35] nebo PMFA /6 (2001), s. 182.
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dujiciho ptifazeni. Necht B je podmnoZina A, kterd neobsahuje dvé po sobé nésledujici
¢isla. Pak odpovidajici n-tice slozena z O a P mé na i-tém misté P, pravé kdyz i € B.
Priklad 5. Fibonacciovu ulohu s kréliky lze ekvivalentné formulovat takto: Uvazujeme
posloupnost fetézct tvorenych Cislicemi 0 a 1, které jsou definovany rekurentné takto:
Cislici 0 zaménime v nésledujicim fetézci za 1 (tj. nové narozeny krali¢i par dospéje)
a Cislici 1 zaménime za 10 (tj. dospélému paru se narodi jeden novy péar). Pokud
zacneme od jednicky, dostaneme tuto posloupnost fetézct:

L,

10,

101,

10110,

10110101,

1011010110110,

101101011011010110101,

Lze dokazat, ze délka n-tého fetézce je rovna F,, 1 pron =1,2,3,... a ze n-ty fetéz
pro n > 2 vznikne spojenim dvou pfedchozich fetézci v opac¢ném potradi, tj. n-ty fetéz
zacina vzdy piedchozim fetézcem. Timto zpiisobem mtzeme zkonstruovat nekonecnou
posloupnost nul a jednic¢ek

1011010110110101101011011010110110. .. ., (2)

kterd se nazyva zlaty fetézec. Posloupnost (2) mé fraktdlni charakter. Libovolny jeji
kone¢ny podfetézec se v ni totiz vyskytuje nekone¢nékrat, i kdyz posloupnost (2) neni
periodicka.

Fibonacciova ¢isla jsou ,ukryta® i v Mandelbrotové fraktalni mnozing (viz [23]).

Zlaty fez a Lucasova ¢isla

Oznacme

koteny charakteristické rovnice®)
-z —-1=0
odpovidajici diferen¢ni rovnici (1). Cislo a se nazyvéa zlatyj vez. Konstanty a a 3 =
= —1/a hraji dtlezitou tlohu pfi analyze Fibonacciovych éisel diky vztahu
a” — 3"
F, = 72 pro véechna n =20,1,2,..., (4)
o —

5) Refeni line4rnich diferen¢nich rovnic k-tého ¥4du je popsano napf. v [15, s. 213].
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ktery se nazyvad Binetova formule.”) Povsimnéte si, ze (4) dava ve vysledku pouze
prirozend ¢isla, i kdyZz obsahuje nékolik iracionalnich ¢isel. Ze vztahu (4) navic plyne,
7e I, je nejblizsi celé &islo k ¢islu o™ /v/5.

K posloupnosti F}, existuje dilezita (t€Z celoéiselnd) doprovodné posloupnost

Ly=a"+p"=a"+(-1)"a™" pro véechna n=20,1,2,..., (5)

ktera se nazyva Lucasova posloupnost. Jeji prvky, tzv. Lucasova ¢isla, splnuji také
rovnost (1), pokud zaménime F,, za L,, tj.

Lpio=Lpi1+ Ly pro vSechna n=0,1,2,... (6)
s pocatecnimi hodnotami Ly = 2 a L; = 1. Nékolik jejich prvnich ¢lenti je
2,1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, ...

Jak souvisi zobecnénd Lucasova ¢isla s teorii chaosu, je popséno v [22, s. 182].

Rovnosti obsahujici Fibonacciova a Lucasova ¢isla

V roce 1680 francouzsky matematik a astronom italského ptivodu Giovanni Domenico
Cassini zjistil, Ze (viz [21, s. 74])

Foi1Foy — F2=(—1)" (7)

Tato identita pro n = 6 je zdkladem zndmého geometrického paradoxu z obrazku 4.

AT L]
|| -
/ T A )
L~ ‘B l A - =
1 BES A
\ Df— // B, l‘)’,i
Cc \ - \ \

Obr. 4. Ctverec 8 x 8 a obdélnik 13 x 5, jez maji rtizné obsahy, jsou rozdéleny na oblasti A, B,
C,DaA, B, C", D’ které po fadé maji zdanlivé stejné obsahy.

7y Tuto formuli publikoval jiz v roce 1765 Leonhard Euler. V roce 1843 ji znovu objevil
francouzsky matematik Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856).
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Ze vztaht (1), (4), (5) a (6) mtZzeme odvodit fadu zajimavych identit:
Foi1+ Fuo1= Ly,
Lyps1+ Loy = 5F,,
Fr% — FoqrpFnog = (*1)n+ka2a
L2 — Lpy1Ln 1 = (—1)"5,
L2 —5F2 = (—1)"4,
F2 | —F} | =F,L, = Fy,
Fl  + F2 = Fopya,
FoFoia+FooiF, = Fogn.

Rovnosti na poslednich tfech fadcich lze rekurentné pouzit pro vypocet Fibonaccio-
vych ¢isel s velkymi indexy. Pomoci matematické indukce z nich lze téz odvodit dalsi

elegantni vztah
Foi, F, \_ (1, 1)" _
(Fm F><1 O), n=12..

Povsimnéte si, ze (7) vlastné vyjadfuje rovnost determinant téchto matic. Vice nez
stovku podobnych vztahi mezi Fibonacciovymi a Lucasovymi ¢isly lze nalézt v [17],
[21] a [41]. Uvedme jesté nékteré z nich (viz téz obr. 5):

n n—1 n
;F = Fny2 — 1, 1:]0 Ly =Fp, ) (’Z)F = Fon.

=0

1] 2 5 13

n

Obr. 5. Geometricka interpretace vatahu > F? = F, Fy41.
i=1

Slavny rusky matematik Jurij Matijasevi¢ [33, s. 40] pomoci Fibonacciovych é&isel
negativné roztesil desaty Hilbertdv problém, ktery se tyka fesitelnosti diofantickych
rovnic pomoci koneéného poctu aritmetickych operaci (viz [20], [32]). V roce 1985
odvodil dalsi pfekvapivy vztah (viz [34])

\/61n(F1F2 . F)

h’l[Fl,FQ,...,Fn] ’

n= lim
n—oo
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kde [Fy, Fa, ..., F,,] oznaduje nejmensi spole¢ny nésobek Fibonacciovych éisel.

James P. Jones v [19] dokézal, Ze mnozina vSech kladnych Fibonacciovych ¢isel je
totozna s mnozinou vSech kladnych hodnot nasledujiciho polynomu patého stupné ve
dvou celociselnych proménnych:

pla,y) = —aty — 20°y* + 2y’ + 2zy" —y° + 2.
Napf. p(1,1) =1, p(2,3) = 3, p(8,13) = 13.
Ze vztaht (4) a (5) lze snadno dokdzat, ze plati

Fn+1

L,
= lim =21 (8)

o= lim
n—oo

n n

Zlaty fez o ma celou fadu dilezitych aplikaci, napf. jej 1ze pouzit k minimalizaci
poc¢tu krokt pfi hleddni minima spojité a obecné nediferencovatelné realné funkce
(golden section search algorithm). Pouziti Fibonacciovych ¢isel v teorii her, v genetice,
v hudbé®), pro tifdici algoritmy (angl. Fibonacci sorting algorithm), pro problém
bankovnich depozitli, pro feseni specialnich elektrickjch obvodt aj. 1ze nalézt napi.
v [16], [17], [21], [39].

Nejkrasnéjsi vlastnosti Fibonacciovych a Lucasovych cisel

Na prvnim misté uvedme Zeckendorfovu vétu o tplnosti.

Véta. Kazdé prirozené cislo lze jednoznacné vyjadrit jako soucet ruznych Fibonaccio-
vych ¢isel F; pro i 2 2 tak, Ze Zddné dva indexy i po sobé nendsleduji.

Jeji dikaz je uveden v [3]. Na zdkladé Zeckendorfovy véty miizeme tedy kazdé
prirozené ¢islo napsat jako sumu Fibonacciovych c¢isel. To, ze neobsahuje dvé po sobé
nésledujici Fibonacciova ¢isla, 1ze splnit diky vztahu (1). Budeme-li pro pfirozené n
pséat 10”2 misto F,, pak véem celym nezdpornym ¢islim miizeme prifadit nasledujici
fetézce slozené z nul a jednicek

00, 11, 2—10, 3100, 4=3+1+~ 101, 5 1000,
6=5+1—1001, 7=5+2r 1010, 8+ 10000, 9 =8+ 1+~ 10001,
10 =842+ 10010, 11=8+3+ 10100, 12=8+3+ 1+ 10101,

Vsimnéte si, Ze z poslednich cifer (jsou podtrzené) lze sestavit Fetézec, ktery je inverzni
ke zlatému Fetézci (2), tj. nuly a jednicky jsou prohozené. Neni to maly zdzrak?

Véta. KazZdé prirozené cislo lze vyjddrit jako soucet ruznych Lucasovych cisel L; pro
i20.

Dikaz je uveden napf. v [17, s. 73]. Neni té7ké ukdzat (viz [21, s. 136], [42, s. 57]), Ze
kazda dvé po sobé nésledujici Fibonacciova ¢isla jsou nesoudélnd, tj. (Fp41, Fn) = 1,
kde (-, -) oznacuje nejvétsiho spolecného délitele.

8) Napf. chromaticka stupnice na klaviru ma 13 klaves, z toho 8 bilych a 2 + 3 = 5 Cernych.
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Véta. Pro libovolnd prirozend cisla m a n plati

(FmaFn) = F(m,n)7
Fo|F, < m|n (9)

Lyn| L, < 3ke{l,2,...}: m=2k—1)n, n>1.

Dukazy jednotlivych tvrzeni lze najit napf. v [17, s. 39-40], [21, s. 198-200],
[42, s. 51-58] (symbol m | n znamend, ze m déli n).

Véta. Cislo F,, je délitelné F,, F,, prdvé kdyz (m,n) = 1,2 nebo 5.

Véta. Necht m > 1 an > 1. Pak je ¢islo Ly, délitelné L,, L, prdvé kdyZ m a n jsou
licha nesoudélnd cisla.

Dtikazy predchozich dvou vét 1ze najit v [18, s. 1 a 3]. Dalsi zajimava véta je uvedena
v [21, s. 422]:

Véta. Jestlize p 2 5 je prvocislo, pak F,» =p® (mod 100), tj. dvé posledni cifry cisel
p? a F2 jsou stejné.

Nésledujici véta pochézi od francouzského matematika Gabriela Lamého (1795 az
1870), viz [21, s. 138-140].

Véta. Necht 2 £ k < m. Pak Eukleidiv algoritmus pro (k,m) nepotiebuje vice krokd,
nez je pétindsobek poctu cifer k. Ddle plati, Ze k 2 F, 11 a m 2 F, 12, pokud Eukleidiv
algoritmus spotrebuje n kroki.

Eukleidav algoritmus pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele spotiebuje nejvice
krok, jestlize k a m jsou dvé po sobé& néasledujici Fibonacciova ¢isla. Je-li tedy n = 2,
pak pro uréeni (Fj,41, Ft2) je zapotiebi pravé n déleni (srov. obr. 5).

Na zavér tohoto odstavce uvedme jesté vétu J. H. Haltona. Diikaz, ktery pro ukdzku
predvedeme, je podstatné jednodussi nez pivodni Haltontiv dtikaz z [14].

Véta. Necht n=m a necht r je zbytek pFi déleni F, dcislem F,,. Pak bud r,
nebo F,, —r je Fibonacciovo cislo.

Dukaz. Podle (4)

a — gn
F,=f— -
a—p
a’ — ﬁm n—m n—m min(m,n—m a|n72m\ — B\n72m|
= (a7 o 771) = (oY =

a—p
= FuLy o — (71)min(m,n7m)ﬂn_2m|'

a—p3

Jestlize [n — 2m| < m, potom r = Fj,,_s,,,| nebo Fy,, —r = F};, _s,,. Pokud |n — 2m| 2
2 m, pak délime Fj,_s,,| ¢islem F}, a pokracujeme tak dlouho, az bude zbytek mensi
nez F,,. O
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Prvocéinitelé Fibonacciovych a Lucasovych é&isel

Fibonacciova ¢isla 2, 3, 5, 13, 89, 233, 1597 aj. jsou prvocisla. Dodnes ovSem neni
znamo, zda je jich nekonecné mnoho. Také Lucasova ¢isla 3, 7, 11, 29, 47, 199, 521 aj.
jsou prvodisla a nevime, zda jich je nekone¢né mnoho. Protoze plati ekvivalence (9),
kazdé prvocislo F), s n > 4 musi mit index n prvociselny. Naproti tomu Fig = 37 - 113 je
¢islo slozené, i kdyz mé prvociselny index. Tabulky vSech prvociniteli Fibonacciovych
a Lucasovych ¢isel pro n < 385 jsou obsaZeny napf. v [18]. Zajimavy objev uéinil
J. M. Zerger. Vsiml si, ze soucin prvnich sedmi prvocisel je roven

2.3.5.-7-11-13- 17 = F; FyFo Flo.

Prvocinitel p ¢isla F;, se nazyva primitivni, jestlize p nedéli F,,, pro zadné prirozené
m < n. Napiiklad F» = 144 = 2* - 3% nem4 74dného primitivniho prvoéinitele, protoze
2 ‘ F3 a3 ‘ F4.

V roce 1913 Robert Daniel Carmichael (viz [8]) dokazal velmi silnou vétu, ktera
tvrdi, ze F),, ma alespon jednoho primitivniho prvocinitele pro vsechna n > 12. Pozna-
menejme jesté, Ze primitivni prvocinitelé musi byt pomérné velci. Jestlize totiz p # 5 je
primitivni prvocinitel F,,, pak p =1 (mod n) prop =1, 4 (mod 5) ap = —1 (mod n)
pro p =2, 3 (mod 5). Tedy p =2 n — 1.

Lze dokdzat, ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje index k takovy, ze n | F.
Oznaéme z(n) nejmensi ptirozené ¢islo k takové, ze n | Fy. Cislo z(n) nazveme hodnosti
(angl. rank of apparition) ¢isla n. Je znamo, Zze n | F,,, pravé tehdy, kdyz z(n) | m.
Jestlize tedy p je prvocislo, pak p je primitivni prvocinitel pro F}(,). Hodnosti se
intenzivné studovaly uz pied 40 lety. Alfred Brousseau v [4] sestavil jejich obsahlé
tabulky, i kdyZz moznosti vypocetni techniky byly tehdy dosti omezené.

D. D. Wall (viz [43]) vyslovil domnénku, Ze z(p) # z(p?) plati pro kazdé prvoéislo p.
Ekvivalentné mfzeme ¥ici, Ze p? nedéli F,p) pro Zadné prvocislo p. V roce 1982
H. C. Williams [44] ovéFil platnost této hypotézy pro véechna prvoéisla mensi nez 10°.
Pokud by bylo znamo, Ze existuje nekoneéné mnoho Fibonacciovych ¢isel, ktera nejsou
délitelné ¢tvercem prirozeného ¢isla vétsiho nez 1, pak by existovalo nekone¢né mnoho
prvocisel p spliiujicich Wallovu domnénku.

V. Drobot v [9] dokdzal pozoruhodnou souvislost Fibonacciovych ¢isel s prvo-
Cisly p, pro néz 2p — 1 je také prvocislo. Je-li p =2, 4 (mod 5) takové prvoéislo, pak
2p — 1| F,, a tedy F), neni prvo¢islo.

Necht w(n) oznacuje poclet riznych prvoéinitelt pfirozeného ¢isla n > 1. V [5] je
ukazano, ze pro kazdé € > 0 plati nerovnost

w(F,) > (Inn)™2-¢

pro téméf vsechna pfirozena &isla m, tj. pokud A je podmnoZinou vsech pfirozenych
¢isel, pro néz vyse uvedend nerovnost neplati, pak

lim card(N N [1,m])

m— o0 m

= ()7
kde card znaci pocet prvki.
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Wayne McDaniel [35] odvodil, Ze pro n > 48 mé F,, vzdy alespoii jednoho prvoé¢ini-
tele tvarup = 1 (mod 4). Odtud mj. plyne, Ze vSechna Fibonacciova prvoéisla kromé 2
a 3 maji také tento tvar. Pravdépodobnost, ze F,, ma prvocinitele tvarup = 3 (mod 4),
je pravé 1 (viz [28]).

Na zavér tohoto odstavce se jesté zminime o prvocinitelich Lucasovych ¢isel. Pokud
bychom pro Lucasovu posloupnost chtéli definovat obdobu hodnosti n jako nejmensi
prirozené ¢islo k takové, Ze n | Ly, pak je tfeba poznamenat, ze takové ¢islo nemusi
vzdy existovat. Zajimavy Lagariastv vysledek [24] ¥ik&, Ze hustota mnoZziny prvoci-
niteli Lucasovych ¢isel je jen % To znamené, ze pokud oznac¢ime P mnozinu vsech
prvocisel, ktera déli néjaké L.,, pak

lim card(P N [1,m]) _

e m(m)

2
3 )

kde m(m) oznacuje pocet prvocisel p, pro néz p < m.

Vlastnosti cifer Fibonacciovych a Lucasovych ¢isel

C. L. Stewart se v ¢lanku [40] zabyvéa otdzkou sloZitosti vyjadfeni F, v libovolné
Ciselné soustavé o zdkladu b > 1 pro vzrustajici n. Necht s,(m) oznacuje soudet cifer
prirozeného ¢isla m v soustavé o zakladu b. Pak pro kazdé b > 1 existuje konstanta
¢ = ¢(b) takova, ze pokud n > 15, pak

Inn

sp(Fpn) > ¢ nlnn

Pfipomenme jesté, ze pfirozené Cislo m se nazyva palindromem v ciselné soustavé
o zdkladu b, jestlize Tetézec jeho cifer je stejny, kdyz se ¢te zleva doprava jako zprava
doleva. Napriklad Fig = 55, Ls = 11 a Los = 167761 jsou palindromy v desitkové sou-
stavé.?) Oznacime-li P, mnozinu p¥irozenych ¢isel n, pro néz F,, nebo L,, je palindrom
v soustavé o zakladu b > 1, pak asymptotickd hustota mnoziny Py je nula (viz [29]).
Tento vysledek ale neni tak silny, aby z néj slo odvodit, Ze suma prevracenych hodnot
prvki z Py je konvergentni.

Rady obsahujici Fibonacciova a Lucasova &isla

I. J. Good ve své praci [13] z roku 1974 zjistil, ze

Fon 2

=1 7—5
ZO .

9) Snad nejznadméjsim palindromem v ¢eskych zemich je ¢islo 135797531, které je spojeno
s polozenim zékladniho kamene pro Karltiv most v roce 1357 julidnského kalendafe dne 9. 7.
v 5 hodin a 31 minut.
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Toto iracionalni ¢islo je algebraické, nebot je kofenem polynomu s celodiselnymi
koeficienty. P. Erdds a R. L. Graham si pak v monografii [12, s. 64] kladou otazku,

zda sumy
o0 o0
1 1
> a )

Bylo by obtizné prlpomenout vSechny fady obsahujici Fibonacciova ¢isla, o nichz
je zndmo, ze jsou transcendentni. Omezime se proto jen na nékolik ilustrativnich

priklad:
LR =24 () &1
; n2n’ g nFQn ; Fon ; nlFon

Dtikazy téchto vysledki vSak vyzaduji velice obtiznou techniku z teorie transcendent-
nich ¢isel. Erdés a Graham [12] se také tazi, zda

=01
25

je iraciondlni ¢islo. Poprvé to ukézal R. André-Jeannin [1] pomoci Padéovych apro-
ximaci, ale jeho diikaz nebyl zdaleka jednoduchy. Elementarni diikaz podal pozdéji
D. Duverney [11].

Pro 3 z (3) a vSechna komplexni éisla z takova, Ze |z| < |3, je splnéna rovnost (viz
39, s. 225))

EZFZ — (10)

Racionalni funkce na pravé strané (10) se nazyva vytvorujici funkce Fibonacciovy

posloupnosti. Speciélné pro z = % mocninné fada v (10) konverguje a plati

8

:11

?
i=1

Diofantické rovnice

Existuje nékolik praci, které studuji, jak vyjadfit Fibonacciova ¢isla ve tvaru P(z),
kde P je polynom alesponi druhého stupné s racionalnimi koeficienty a x je celé ¢islo.
Vétsina diofantickych rovnic F,, = P(z) mé pouze koneéné mnoho celociselnych feSeni
(n,z), i kdyz existuji také vyjimky. Napf. pro n = 3m a m liché plati rovnost

F, = Fs,, = F,,(5F% — 3).
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Specialné pro P(x) = z(52% — 3) ma diofantick4 rovnice F,, = P(x) nekoneéné mnoho
celoéiselnych feSeni (n,x), a sice (n,x) = (3m, F,,) pro m liché. Ve skute¢nosti pro
n = km mame

F,, = Fym = Pii(Fin), i€{0,1}, (11)

kde Py a Py1 jsou dva polynomy s racionalnimi koeficienty stupné k, a vztah (11)
plati, kdyz m =4 (mod 2). Nemes a Pethd v praci [37] ukazuji, Ze tyto polynomy jsou
v zasadeé jedinou vyjimkou.

Nejvétsi ptirozené éislo n takové, ze F,, = z(z + 1)/2 pro néjaké celé z, je n =10
(viz [31]). Jinymi slovy, F1g = 55 je nejvétsi Fibonacciovo trojahelnikové éislo. Nejvétsi
piirozené &islo n takové, ze F,, = 22 pro n&jaké celé x, je n = 12 (viz [26]). Je tedy
prirozené se ptat, jaké jsou vSechny mocniny ve Fibonacciové posloupnosti. Samo-
ziejmé sta¢i uvazovat jen prvociselné exponenty. Vznikla domnénka, ze Fio = 144 je
nejvétsi takovd mocnina. H. London a R. Finkelstein [27] ji dokdzali pro exponent 3
a J. McLaughlin [36] pro exponenty 5, 7, 11, 13 a 17. V roce 2004 byla nakonec
domnénka dokdzana pro vSechny exponenty (viz [6]).

Fibonacciova ¢isla se objevuji zcela necekané pii feseni nékterych diofantickych rov-
nic. Tlustrujme to na nasledujici tloze. Diofantickd ctverice je mnozina Ctyf racional-
nich ¢isel takovych, Ze soucin libovolnych dvou ¢isel z této ¢tvefice zvétseny o jednicku

je ¢tvercem racionalniho ¢isla. Diofantos z Alexandrie jednu takovou ¢&tvefici nalezl
1 33 68 105
167 167 16’ 16
{1, 3,8,120}, byl Pierre de Fermat. Skute¢nost, ze prvni t¥i ¢leny této ¢tvefice jsou

v ov

Fibonacciova ¢isla, umoznila odhalit obecné&jsi feseni. Pro k = 1 je

}. Prvni, kdo zkonstruoval podobné feseni s celo¢iselnymi hodnotami

{For, Foryo, Forta, 4Fopi1Fopi2Fokys}

vzdy diofantickou ¢tverici. Je-li totiz = takové, Ze xF; + 1 je Ctverec pro vSechna
1€ {2]’»’7 2k + 27 2k +4}, pak xr = 4F2k+1F2k+2F2k+3 (ViZ [10])
D. A. Lind [25] hledal feSeni diofantické rovnice pro binomické koeficienty

n n—1
= 12
()=o) 12
a prekvapivé nasel nekoneénou tiidu feSeni (n,k) = (Fait2F2i+3, Fo;Fits) pro
1=0,1,.... Existuje domnénka, Ze diofantické rovnice

<Z> = (?) pro n>m, k<n/2, £<m/2

mé jen konefné mnoho celo¢iselnych Feseni (n, k, m, £) kromé téch, kterd tvoii neko-
neénou t¥idu feSeni rovnice (12) ve Fibonacciovych éislech.

Na zévér se zminime o Fibonacciovych ¢islech dalsich tvart. V ¢ldnku [30] je
dokézéano, ze Fio = 3!4! je nejvétsi Fibonacciovo ¢islo, které je souc¢inem faktoriali.
Navic

F1F2F3F4F5F6F8F10F12 = 11!
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je nejvétsim faktoridlem, ktery je soucinem ruaznych Fibonacciovych ¢isel. Pozname-
nejme jesté, ze existuje jen koneéné mnoho Fibonacciovych ¢isel, ktera lze vyjadrit
jako sumu nejvyse k faktoridla pro kazdé pevné k, ale stanovit takovou sumu pro
k 2 3 je z vypocetniho hlediska velice obtiZné.

Pokud Vam v hlavé stale vrta geometricky paradox z obr. 4, pak Vam napovime, ze
nejmensi z thla trojuhelniku A je arctg% = 20,56°, zatimco u trojuhelniku A’ je to
arctg 3 = 21,04° (srov. t¢z (8)).

Podé&kovani. Autoti dékuji YANNU BUGEAUDOVI, MARTINU KLAZAROVI a STEFANU Po-
RUBSKEMU za cenné pfipominky a PAVLU KRIZKOVI za zhotoveni obrazku. Prace na tomto
¢lanku byla podpoiena projektem MSMT ¢&. 1POSME749 a vyzkumnym zdmérem AV0Z 101
90503.
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