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Pruzné kyvadlo

Antonin Havrdnek a Ondrej Certik, Praha

1. Uvod

Vétsina z nas fyzikid se ve svém Zivoté setkala s podivnym jevem — zavazi zavéSené
na pruzince, tedy v nasich predstavach dokonaly model harmonického oscilatoru, po
chvili kmitani ve svislém sméru za¢ne opoustét svislici, prejde na kyvavy pohyb, poté
se zacne k svislici opét piibliZzovat a déj se opakuje. Setkdme-li se s timto jevem
pri vyuce ve fyzikdlnim praktiku, na dotaz studenta odpovime podle svého zaloZeni,
bud af se snazi pruzinku co nejpeclivéji rozkmitat pouze ve svislém sméru, nebo aft
predpoklada, ze kmity a kyvy jsou nezavislé, a mérenou hodnotu doby kmitu uzije pro
dalsi vypodcet. Jsme-li s problémem blize seznameni, poradime studentovi, at voli co
nejmensi amplitudu kmitu, nebo at méfeni pfi zlobici velikosti zdvazi vynecha. Prvni
rada je prakticky neproveditelnd, druhé vychézi ze Spatného predpokladu nezavislosti
kmith a kyvi, ale obvykle piinese do vysledku méfeni doby kmitu jen malou chybu,
tieti rada je uzitecna a Ctvrta rada je dobra, jak se dale ukaze.

Proc¢ se zavazi zavésené na pruzince nékdy nechova jako model linearniho harmo-
nického oscilatoru? Kdyz je pruzinka zavésena dostatené volné, ma pohyb zavazi
(pfesné jeho hmotného stfedu) t¥i stupné volnosti. Adekvatni model pro popis jeho
pohybu je pruzné kyvadlo (elastic pendulum) — hmotny bod v tihovém poli vizany
k pevnému bodu pruznou vazbou. Kdyz pokladdme pruzinku se zavazim za model
harmonického oscilatoru, mlc¢ky predpokladdme, Ze hmotny stfed zavazi neopusti
svislici prolozenou bodem zavésu. Takovy predpoklad je sice teoreticky mozny, ale
prakticky nerealizovatelny v pripadé, kdy poloha hmotného stfedu zavazi na svislici
pfestane byt polohou stabilni. To préaveé nastane pii jiz zminéném jankovitém chovani
pruzinek. Pti ur¢itém poméru délky pruziny, jeji tuhosti a hmotnosti zavazi sebemensi
vychylka hmotného stfedu zavazi od svislice zacne nartstat a svisly kmitavy pohyb
se zaCne ménit v kyvavy pohyb. Kyvy a kmity pruzinky se zacnou chovat jako vazané
oscilatory; kmity mohou vybudit kyvy zna¢né amplitudy a energie oscilaci se pak mezi
kyvy a kmity periodicky preléva. Podminky vzniku jevu a jeho prubéh vysvétlime,
kdyz zavazi zavésené na pruziné budeme uvazovat jako pruzné kyvadlo.
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Pruzné kyvadlo je model, kterym lze sledovat fadu pozoruhodnych jevi. V zakladni
praci [1], kterou v 30. letech minulého stoleti inicioval L. I. Mandel$tam, byly mode-
lovany vazby mezi kmity molekuly CO2 zndmé jako Fermiho rezonance [2]. Anglicky
preklad prace [1] pfetiskl a opat¥il komentdfem soucasny protagonista problematiky
pruzného kyvadla P. Lynch [3]. V komenté¥i struéné shrnuje stav studia na konci dva-
catého stoleti. Oscilace kyvadla kolem rovnovazné polohy se uvazuji bud jako rovinny
problém, nebo obecnéji a realisti¢téji jako pohyb s tfemi stupni volnosti (napt. [4]).
Vazba mezi kmity a kyvy pruzného kyvadla je nelinedarni a nelze pouzit rozklad
prevadéjici problém na linedrni kombinaci oscilaci s dvéma vlastnimi frekvencemi, tedy
nelze uzit postup, ktery mnozi z nas znaji z absolvované ulohy fyzikalniho praktika
vénované linedrné vdzanym kmittm [5]. Pohyb vézanych oscildtort silné zavisi na
volbé pocatecnich podminek. Proto se model pruzného kyvadla studuje v souvislosti
s teoriemi dynamickych systému (napf. [6], [7]), které se otdzkou zéavislosti vznikljch
pohybil na zméné pocateénich podminek, kritickymi body téchto zavislosti (bifur-
kacemi) a otdzkami, zda pohyb je chaoticky ¢i deterministicky, intenzivné zabyvaji.
Tyto otazky jsou velmi dilezité v meteorologii. Proto neptekvapi, ze Petr Lynch je
zaméstnancem Irského meteorologického tistavu a ze model pruzného kyvadla pouziva
k vykladu atmosférickych dé&ji (napt. [8]) a Ze existuji i jiné prace pouzivajici model
pruzného kyvadla v meteorologii (napf. [9]). V préci [8] je velmi podrobny ptehled
literatury vénované pruznému kyvadlu. Problém pruzného kyvadla je stale aktualni,
nejnovéjsi informace lze ziskat napf. na internetu [10].

V ¢lanku, jehoz cilem je seznamit ¢tenafe s problematikou pruzného kyvadla, pro-
bereme podrobnéji jeho pohyb v okoli rovnovazné polohy. Omezime se na rovinny
pohyb. Ukézeme, jak lze pohybovou rovnici kyvadla v blizkém okoli rovnovazné polohy
v dobrém priblizeni prepsat na soustavu dvou rovnic, rovnice pro kmity a rovnice
pro kyvy véazané nelinedrni vazbou. V tomto pfiblizeni rozebereme rizné oblasti
chovani pruzného kyvadla a vysledky konfrontujeme s numerickymi fesenimi ptvodni
pohybové rovnice kyvadla.

2. Pruzné kyvadlo, vymezeni sledované tilohy

Jako pruzné kyvadlo oznacujeme hmotny bod M o hmotnosti m pohybujici se v tiho-
vém poli (zrychleni §), ktery je k bodu zévésu O vazdn pruzinou P (viz obr. 1).

Predpoklddame-li, Ze délka nezatizené pruziny je [ a jeji tuhost je k, pohyb hmotného
bodu je popsan pohybovou rovnici

azr 5 S
mea = G + Fp, (1)
kde G = mg je tihové s1la aF, = (7' - l)kF/r = k7[(1/r) — 1] pruzné sila. V rovnici
pro pruznou silu je ¥ = 7(t ( )) polohovy vektor hmotného bodu M,

ktery ma pocatek v bodé zavésu O.
Pruzné sila je v soustavé (1) chapana jako pruzné vazba bez ohledu na to, Ze pruzina
by se pri pohybu hmotného bodu nad bodem zavésu bortila. I pfi takto chapaném pi-
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r Obr. 1.

soben{ pruziny obsahuje mnozina feseni soustavy rovnic (2) slozité prostorové kiivky,
které déle vySetfovat nebudeme. Omezime se pouze na pohyb kyvadla ve svislé roviné
prochézejici bodem zavésu O!). Jedna z takovych rovin je znazornéna na obr. 1, ve
kterém je i vyznacena volba kartézskych soufadnic x a y a polarnich soufadnic r a ¢.
Vztah obou souradnicovych soustav je ddn rovnicemi

z(t) =r(t)sinp(t) a y(t) =r(t)cosp(t). (2)

Z pohybové rovnice (1) ziskdme po béznych tpravich pro pfedpokladany rovinny
pohyb tuto soustavu dvou rovnic

d? dp\
m—r:fk(rfl)ergcosgoerr fad ,
d2p . dr dop
mrﬁ = —mgsiny — ZmE r

pro nezndmé funkce r = r(t), ¢ = p(t). Parametrické rovnice r = r(t), p = ¢(t) urcuji
pohyb polohového vektoru 7= 7(t) = 7 (r(t), @(t)), ktery popisuje pohyb hmotného
bodu M reprezentujiciho pruzné kyvadlo. Casovy pritbéh velikosti polohového vektoru
r = r(t) popisuje kmitavy pohyb pruzného kyvadla a ¢asova zdvislost tthlu ¢ = ¢(t)
popisuje jeho kyvavy pohyb.

1) Naskyta se otazka, zda takové omezeni je mozné. Teoreticky ano, protoze ve vypoctu
automaticky predpokladame pocateéni podminky takové, Ze bod M nikdy neopusti rovinu
danou jeho spojnici s bodem zavésu O a svislici vedenou timto bodem. Prakticky vSak nelze
pfi uvedeni redlného pruzného kyvadla do pohybu takové podminky zarucit. Je to obdobné,
jako kdyz pro pruzinu predpokladame pouze pohyb ve svislém sméru, a pokladame ji pak
za model harmonického osciladtoru, jak jsme jiz rozebrali v textu. Zde vytvafime rovinny
model pruzného kyvadla, ale realné pruzné kyvadlo bude konat prostorovy pohyb, ktery je
teoreticky sledovan napft. v [4].
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Dale se pfi analyze pohybu pruzného kyvadla omezime na malé kyvy a malé kmity.
Pro malé dhly ¢ miazeme uzitim pfibliznych vztahd sing = ¢, cosp =1 prepsat

rovnice (3) na tvar
d?r mg dp .
mga =k (0 50) e (a) :

e o, drdy
M T MY T AN A
Vyraz
mg
1+ 2, (5)

pro ktery jsme rovnici (5) zavedli oznaeni [, znaéi rovnovaznou délku pruzného ky-
vadla, zavésime-li na né zavazi hmotnosti m. V pfiblizeni malych kmit se vzdéalenost
bodu M od bodu zavésu O, tedy velikost soufadnice r, nebude piilis lisit od {,, a proto
tam, kde se v rovnicich (4) r vyskytuje samostatné (ne v rozdilu), je nahradime ,.
Dostaneme tak po drobnych algebraickych apravach rovnice

d2r K do\?
3z T =) @(E),

m

¢ g
@ T T @ A

(6)

Polozime-li pravé strany rovnic rovné nule, je prvni rovnice rovnici kmitavého pohybu
ve sméru soufadnice r kolem rovnovézné polohy [, tedy rovnici netlumenych kmitt pro
vychylkur’ = r —I,. Protoze l; je pro zvolené kyvadlo konstantni, jsou zfejmé derivace
vychylky r’ a soutadnice r stejné; dr’ /dt = dr/dt, d®r' /dt? = d?r/dt?. Vlastni thlova

frekvence kmitt je
Wro = k/m . (7)

Druhd rovnice soustavy (6), polozime-li pravou stranu rovnou nule, je rovnici kjvavého
pohybu matematického kyvadla délky [,, tedy netlumenych kyvi s vlastni thlovou

weo = \/9/la- (®)

Pravé strany rovnic (6) pfedstavuji vazbu mezi obéma oscilitory, kterd je ziejmé

frekvenci

nelinearni. V tomto piibliZzeni, tedy jako pohyb dvou oscilatord vadzanjch nelinedrni
vazbou, budeme pohyb pruzného kyvadla diskutovat a vysledky konfrontovat s nume-
rickym FeSenim nezjednodusenych rovnic (3). Pfiblizné, ale velmi pfehledné rovnice (6)
tedy uzijeme k tomu, abychom se kvalitativné orientovali ve vysledcich, které ziskame
numerickym Fe§enim pfesnych rovnic (3).

Chovéani pruzného kyvadla pfibliZzné popsané systémem rovnic (6) rozebereme nej-
prve kvalitativné. Kyve-li pruzné kyvadlo, nejvétsi mérna odstiediva sila?) ptisobi pii

2y Cleny na pravé strané rovnic (6) predstavujici nelinedrni vazby maji fyzikalni rozmér
sila/hmotnost a budeme je tedy nazyvat mérnymi silami. V prvni rovnici mé tento ¢len cha-
rakter mérné odstiedivé sily, v druhé rovnici mérné Coriolisovy sily. Protoze vsak pracujeme
v inercialni soutadnicové soustaveé, jde o mérné sily pravé.
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prachodu rovnovdznou polohou, nulové je v bodech obratu. Kyvavy pohyb (zména
thlu ¢) tedy budi kmity ve sméru soufadnice r. Mérna Coriolisova sila diky souéinu
(dr/dt)(de/dt) budi kyvavy pohyb, kdyz pruzné kyvadlo kond kmity a hodnota tthlové
rychlosti de/d¢ je nenulova. Aby tthlova rychlost mohla byt v pribéhu déje nenulové,
je nezbytné, aby hodnota thlu ¢ na pocatku pohybu (budeme ji znaéit ¢g9) byla
nenulova3). Pohyb pruzného kyvadla probihd podobné jako pohyb kyvadel vazanych
pruznou vazbou (viz napf. [5]), energie kyvl se pfevadi na energii kmitii a naopak.
Kyvadlo chvili kmit4 ve svislém sméru (méni r pfi p¥iblizné nulovém ¢) a potom ptejde
v kyvavy pohyb (méni ¢ pii pfiblizné stdlém r). Analogie vSak neni Uplnd, protoze
vzhledem k nelinearité vazby nemuzeme provést rozklad vzniklého pohybu na linearni
kombinaci dvou zékladnich modi.

Jiz z kvalitativniho rozboru prvni z rovnic systému (6) vyplyva, Ze odstiedivd mérna
sila 1,(de/dt)? vynucuje kmit s dvojndsobnou frekvenci, nez je frekvence kyvavého
pohybu. Za jednu dobu kmitu kjvavého pohybu projde totiz pruzné kyvadlo dvakrat
rovnovaznou polohou, kde hodnota odstfedivé sily je maximalni. Bude-li frekvence
vlastnich kmitd pruziny (7) rovna dvojnisobku frekvence vlastnich kmitt kyvadla (8),

VE/m =wr =2weo =24/g/ly, )

nastane jakasi rezonance a shora popsany efekt vymény kmitti a kyvi bude nejvétsi.

Pro pruzinu s konstantou k lze dosdhnout podminky (9) volbou vhodné hmotnosti

kyvadla m. Pro takovou hmotnost plyne z rovnice (9) podminka
lgk 1k

m= g 3g° (10)
V druhé ¢asti rovnice jsme do vyjadfeni zavedli podle (5) délku nezatizeného kyva-
dla I misto délky zatizeného kyvadla [,. Touto Upravou se ndm podarilo rezonanéni
hmotnost vyjadrit jen podle tihového zrychleni a parametri pruzného kyvadla. Pruzné
kyvadlo dané délky [ a tuhosti k lze naladit do rezonance, zvolime-li podle (10) jeho
hmotnost m.

3. Ruzné oblasti pohybu pruzného kyvadla
Pro diskusi rozdélime pohyb pruzného kyvadla na tfi oblasti: a) oblast dominantniho

kyvavého pohybu, b) oblast dominantniho kmitavého pohybu a ¢) rezonanéni oblast.
Mimo rezonanc¢ni oblast dochazi jen k malé vyméné energie mezi obéma oscilacemi.

3) Pozadavek nenulové pocateéni ihlové vychylky pravé ¢ini rozdil mezi hmotnym bodem
zavéSenym na pruzin€, ktery byva povazovan za idealni model harmonického oscilatoru, a zde
studovanym pruznym kyvadlem se zdanlivé stejnou modelovou reprezentaci. Pro model har-
monického oscilatoru je tfeba dodat, ze hmotny bod je vazan na svislou pfimku prochéazejici
bodem zavésu. Naopak pfi numerickém vypoc¢tu pohybu pruzného kyvadla musite pocitaci
zadat nenulovou pocatecni thlovou vychylku oo, abyste mohli sledovat zajimavosti pohybu
pruzného kyvadla a nedostali jen trividlni feseni harmonického oscilatoru.
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Kdyz v takové oblasti volbou pocatecnich podminek zvolime dominantni oscilaci,
ta bude druhou oscilaci jen velmi malo ovlivnéna. Problém pak mtzeme feSit jako
problém vynucenych a ne vézanych kmitt. Soustavu rovnic (6) miZeme separovat
a pro separované rovnice ziskame piiblizna analytické feseni.

Prvni rovnici soustavy (6) v uvedeném piiblizeni lze pokladdat za rovnici kmitd
vynucenych kyvy, kdyz zanedbame malé kolisani amplitudy kyvt zptisobené vazbou
s kmity. Podrobné je postup proveden a srovndn s numerickym feSenim rovnice (3)
mérna sila je sou¢inem vynucujictho kmitu a vynuceného kyvu. Pfesto i pro tuto
rovnici se nam podarilo najit analyticky vyraz popisujici prubéh kyva vynucenych
kmity mimo rezonané¢ni oblast, ktery uvadime v ¢asti b) této kapitoly. Toto Feseni nam
spolu s vysledky numerickych feseni pomohlo objasnit charakter pfechodu kyvadla do
rezonancni oblasti a vyznam, jaky pro tento pfechod ma relativni pocatecni prodlou-
zen{ pruziny. Rezonan¢ni oblast je v ¢asti ¢) této kapitoly popsdna jen kvalitativné
na zakladé numerickych feseni. Pokus o objasnéni tvaru kiivek na zakladé pribliznjch
rovnic (6) nebyl uéinén. Pfechodu do rezonané¢ni oblasti, ktery mé charakter bifurkace,
je vénovana kapitola 4.

Pro numerické vypocty jsme zvolili kyvadlo s parametry: délka nezatizeného kyvadla
1 =0,28m a jeho pruzinova konstanta (tuhost) k = 12,5N/m. Pro takovou pruzinu
kyvadlo bude v rezonanci, zatizime-li je zavazim hmotnosti

m = lk/3g=0,1189kg = 0,12kg, (11)

jak plyne z rovnice (10). Vypocty jsme provadéli pro rezonan¢ni oblast a jeji okoli.
Rezonan¢ni podminky jsme regulovali volbou pfedpokladané hmotnosti m kyvadla
a pocateénimi podminkami jeho pohybu, pfedevSim volbou pocateéniho protazeni
pruziny. Pro numerické v§poéty jsme volili Rungeovu-Kuttovu metodu 4. fadu. Resili
jsme nezavisle pfesné rovnice (1) pro rovinny ptipad v kartézskych soufadnicich a jejich
upravu (3) v poldrnich soufadnicich. Vysledky se od sebe v rdmci nastavené presnosti
nelisily, coz poklddame za test pfesnosti numerickych vypocti.

a) Oblast dominantniho kyvavého pohybu

Pohyby v této oblasti ziskame, volime-li poc¢atecni podminky pohybu tak, aby vyrazné
prevazoval kyvavy pohyb. Napf. kdyZ vypustime kyvadlo z krajni polohy (velikost ygo
zvolime nékolik thlovych stupiiil) a poc¢éteéni protaZeni pruziny

7“60 =To0 — lg (12)

(roo pocéteéni hodnota soufadnice r, [, rovnovadzné délka zatiZzené pruziny) volime
nulové. Jsme-li dostatecné vzdaleni od rezonance, vybudi se jen malé kmity, energie
vyménovand mezi kmity a kyvy je mala a vznik kmitavého pohybu jen malo ovlivni
pribéh kyvi. Pro priblizné pocetni feseni tlohy pak predpokladédme, Ze kyvy nejsou
kmity vibec ovlivnény, tedy Ze jsou popsany harmonickou funkci

© = @00 €os(wyot). (13)
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Ze soustavy rovnic (6) pak miZzeme v tomto pfiblizeni separovat prvni rovnici

d2r k dp .
_ — - 14
dt2  m (r=lg) =1y ( dt ) (14)

a uvazovat ji jako rovnici pro vynucené kmity (pohyb ve sméru souradnice ) pruzného
kyvadla, kde vynucujici harmonickou silou (pfesnéji mérnou silou) je ¢tverec derivace
thlové vychylky ¢ nésobeny délkou kyvadla l,. Pro derivaci thlové vychylky, tj. pro
okamzitou ihlovou rychlost kyvadla, plyne z (13) vyjddieni

dy

3 = P00 sin(wyot). (15)

Dosadime-li (15) do rovnice (14) a pouzijeme-li vztah (7), dostdvdme rovnici

dr’ 2 2 92 .2 ZQ‘P(Z)OW?oo
1 + wror’ = lgpgowipo Sin” (Weot) = —— —— (cos(2weot) — 1). (16)
V poslednim zapisu rovnice jsme pouzili skutecnosti, ze druhd derivace prodlouzeni
pruziny r’ = r — I, je stejnd jako druhd derivace soufadnice r. Rovnice (16) je rovnici
pro vynuceny netlumeny kmit, kde vynucujici frekvence je 2wyo. Jejim feSenim pro
pocatecni podminky W
, r
r’'(0) =0, E«)) =0, (17)
které odpovidaji pfipadu, kdy pruzné kyvadlo volné vypustime z krajni polohy kyvu
(@hlova vychylka ¢go), aniz protahneme pruzinu oproti jeji délce v zatiZzeném stavu I,
(T(I)O = 0)7 je

2 2
o= ©oolgwio sin (wro — 2Wy0 t) sin (wr(] + 2w t) B

Cdwl— Wi 2 2

2.7 2
B Poolew 0

2 2
%olg%zo

5 —
2wz,

t
cos(wyot) + 22,

(18)

wors ’
ml

pro amplitudu obalky prvniho séitance na pravé strané rovnice, 7}, pro amplitudu
druhého séitance, wg pro stfedni frekvenci kyvi a wy pro vyménnou frekvenci, tj. pro
frekvenci, s jakou se prevadi energie kyvi na energii kmitt. Nové zavedené veli¢iny
jsou definovany takto:

- %0%“’?00 Moo= @80%“’?00
1 — ) 2 — 1)
" ’wzﬂ - 4“‘)3;0 " 2(*)7%0 (19)
Wy = Wro + 2&)@0 ’ Wy = |wr0 — 2w¢0| )
2 2
S nimi pfepiSeme (18) na tvar
v’ =7l sin(wyt) sin(wst) — 7l 5 cos(wrot) + 7o (18")
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Clen s nasobkem dvou sinfi mé tvar, ktery zname z vySetfovani razfl ¢i linearné
vazanych oscilatori. Rozdilova pomala frekvence w, moduluje amplitudu kmitt, které
se déji se stfedni frekvenci ws mezi dvojnésobnou vlastni frekvenci w,o kyvavého
pohybu a vlastni frekvenci w,.g kmitavého pohybu. Druhy ¢len pfedstavuje harmonicky
kmit s frekvenci w;.q, které je blizka frekvenci ws modulovaného kmitu z prvniho ¢lenu
a jehoZ amplituda r] , je podstatné mensi nez amplituda r},; prvniho ¢lenu. Tato
amplituda je shodnd s posunutim rovnovazné polohy (tfeti ¢len) celého slozeného
kmitu (18) ve sméru rostouci soufadnice r, které je zpiusobeno odstfedivou silou
vyvolanou kyvy. Kosinovy kmit (druhy ¢len) vychazi z pocéateéni polohy a osciluje
potom kolem posunuté rovnovazné polohy. Slozeny kmit dany rovnici (18) mé typicky
tvar rdzi (rybicky), které probihaji kolem posunuté rovnovazné polohy. Pozorovand
amplituda obédlky kmitl je sou¢tem amplitud ] ; a 7,5.
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:E] Obr. 2.

Numerickym FeSenim pfesné soustavy rovnic (3) pro kyvadlo s jiz uvedenymi
parametry a s hmotnosti m = 0,10kg jsme ziskali zdvislosti vychylky r’ a thlu ¢
na case t, které jsou znazornény na obr. 2. Pocateéni tthlovou vychylku jsme volili
woo = 0,05785rad. Pribéh kmitd, tj. funkce ' =r'(t) z obr. 2, kvalitativné dobfe
odpovida prubéhu, ktery byl pfedpovézen z ptibliznych rovnic (6) pro pfipad do-
minantniho kyvu, tedy funkci (18), (18"). Se stejnou pocateéni vychylkou
oo = 0,05785rad jsme numericky spocitali feSeni rovnic (6) pro dalsich Sest hodnot
hmotnosti. Graficky je ¢ast téchto Feseni znazornéna v obr. 3. Hlavni parametry vSech

resp.

feseni a jejich porovnéani s analytickymi pfedpovédmi je uvedeno v tab. 1.

Smyslem obr. 3 je ukazat, jak se obraz kyva a kmitt vyviji, ménime-li pfedpoklada-
nou hmotnost kyvadla m. Je vidét, Ze s vyjimkou rezonanc¢niho ptipadu m = 0,119kg
je pribéh kmitt a kyvt podobny tomu, ktery je zndzornén v obr. 2, odpovida tedy
analytické pfedpovédi dané rovnici (18). Pouze ve zminéném rezonanénim ptipadé
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dochézi ke znaénému utlumu kyva a obalka kmitt je zfetelné neharmonicka. Pri-
tom je zajimavé, ze jiz pfi hmotnosti m = 0,12kg rezonanc¢ni charakter kmit@ neni
kvalitativné napadny a teprve hodnoty z tab. 1 ukazuji, Zze odchylky od teoreticky
predpovézeného pribéhu jsou znac¢né i v tomto pripadé.

TABULKA 1.

m Wro Weo Wy an Wy, num Trn,an (LA— E.
6o | ) | ) | s | e | aom) | 0w | @)
0,1 11,18 5,23 0,36 0,39 0,22 0,28 6,6
0,11 10,66 | 5,17 0,16 0,21 0,52 0,54 28
0,119 10,25 5,126 0,001 0,034 80 1,1 100
0,12 10,21 5,12 0,015 0,085 5,4 1,0 88
0,13 981 | 5,07 0,16 0,21 0,52 0,58 2
0,14 945 | 5,02 0,30 0,32 0,31 0,39 10

V tabulce jsou uvedeny hodnoty hmotnosti m, jim odpovidajici frekvence vlastnich
kmitlh w9 a vlastnich kyvli w,o kyvadla. Déle velic¢iny, které umoziiuji porovnat
vysledky jiz uvedenych pfibliznych analytickych vypoctid (znaceno indexem ,an“)
s vysledky numerickych feSeni (znaeno indexem ,num®) pfesné rovnice (3). Jde
o vyménnou frekvenci w, a amplitudu obalky kmitd vybuzenych kyvy 7/ ; hodnota
Than J€ stanovena jako 7y, ., = 1, + 7o (zavedeni velicin viz (19)). V poslednim
sloupci tabulky je uvedena relativni hodnota energie F., ktera se vyménuje mezi kyvy
a kmity:

£ _ energie prevadénd  AE  k(rfy num)’
v = =T 7 . 32

= 20
energie celkova E mgly©ho 20)

Tato hodnota ukazuje miru, s jakou je opravnény predpoklad separovat rovnice (6)
a prvni z nich (14) Tesit jako rovnici pro vynucené kmity. Koneéné vyjadieni poméru
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energii v rovnici (20) odpovidé pravé sledovanému pfipadu, kdy kyvadlo volné vypus-
time z krajni polohy (poc¢ateéni podminky (17)).

Tabulka ukazuje, Ze s vyjimkou rezonancnich pfipadd (m = 0,119kg a 0,12kg)
analyticky vypocet zaloZzeny na pfibliznych rovnicich (6) dava dobré kvalitativni vy-
svétleni prib&hu numerickych feseni pfesnych rovnic (3). Pfitom rozdil mezi numericky
zjisténymi a analyticky predpovézenymi hodnotami je jesté zvétSen skutecnosti, ze
podminka (12), kterou jsme uzili i pro numerické vypoéty, neodpovida v tomto piipadé
pfesné podmince volného vypusténi kyvadla z krajni polohy. Kyvadlo totiz protahuje
jen slozka tihy do sméru pruziny.

b) Oblast dominantniho kmitavého pohybu

vvvvvv

pripad a). Slozitost lze tusit jiz letmym pohledem na druhou z rovnic (6)

d%2p g 2 dr (de
9,__24d 21
@ LT L @ <dt) (21)

Clen na pravé strané vystihujici vazbu kmitti a kyvil je smiSeny; je sou¢inem derivace
vynucujictho kmitu a derivace vznikajiciho kyvu. Rovnice (21) je jiného charakteru
nez rovnice (14). PfepiSeme-li ji do anulovaného tvaru

R (22)

vidime, Ze jde o homogenni linedrni diferencialni rovnici, kde vSak misto konstanty je
u prvni derivace hledané funkce ¢(t) ¢len (2/1,)(dr/dt), tedy funkce ¢asu t. Césteény
prehled o jejim feseni ziskame, pfedpokladame-li, ze funkce

r =1 cos(wrot) + g, (23)

tedy Ze kyvy budime kmity s konstantni amplitudou r{ a frekvenci rovnou frekvenci
vlastnich kmit pruzného kyvadla w,q. Déle je v rovnici (23) obsaZen pfedpoklad, Ze
pruzinu vypoustime v ¢ase ¢ = 0 z polohy, kdy je protaZzena o délku r{ z rovnovazné
zatizené délky [,. Dosadime-li pfedpoklad (23) do rovnice (22), dostaneme rovnici

d? 2

o 21 wro sin(wrot) ——

dep 2
1z L, +wgop = 0. (24)

dt

Aproxima¢nimi postupy jsme pro poc¢ateéni podminky

¢(0) = w00 a dp(0)/dt=0 (25)
dostali pro pribéh hledanych kyvu vyjadfeni

©o0

w
o= E— Wrp €OS(Wept) coS(wypt) — 2wyp COS %} . (26)
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V posledni rovnici jsou zavedeny veli¢iny w,p, a wyp tykajici se frekvenci, které se
vyskytuji v pritbéhu (index p) kyvi a jejichz hodnoty lze odeéist z graftt numerickych
feSeni, a téz jejich rozdilova frekvence
Wrp — 2Wep
5 .
Na obrazku 4 je zndzornén numericky vypocitany prabéh kyva i kmitd pro jiz
zvolené kyvadlo, zavésime-li na né zavazi o hmotnosti m = 0,09 kg, protahneme-li je

(27)

va ==

z rovnovazné polohy o r{, = 1'(0) = 0,044 m a pocatecéni uhlovou vychylku volime
Yoo = 2,5-10"3rad. Je vidét, ze pribéh kyvii kvalitativné pfipomind priibéh kmitt
z obr. 2 a ze podminka stalosti druhé z oscilaci, zde kmitt, je splnéna daleko doko-
naleji. Znazornény pribéh kyvi dobfe odpovida predpovédi dané rovnici (26) véetné
tvrzeni, Zze v oblasti dominantnich kmitd nejvétsi vychylka pnax kyvu je pocatecni
vychylka pgo. To znamend, ze kmity pruzného kyvadla jsou v této oblasti stabilni.
Nahodné vznikla thlova vychylka se zachovava. Kyvy nemaji na chovani kmitt témér
zadny vliv. Kvantitativni iidaje o pfikladu znazornéném na obr. 4 najdeme v prvni
fadce tabulky 2.

Na obr. 4 je znazornén pripad, kdy pruzné kyvadlo vybuzené protazenim ve svislém
sméru se chova jako model harmonického oscilatoru. Mald, vidy pfitomna thlova
vychylka ¢gp se zachovava (redlné klesd) a frekvence kmitd neni frekvenci kyvi
podstatné ovlivnéna. Uvazovany piipad lezi velmi blizko pfechodu mezi rezonanénim
a praveé popsanym utlumovym chovanim pruzného kyvadla. Je toho dosazeno pomérné
velkym (0,125) relativnim pocateénim prodlouZzenim pruziny

doo = 790/l (28)
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i kdyz relativni odchylka od rezonance (wro — 2wy0)/2we0 = 0,1 je jiz znacna. Proto
neni numericky vypocteny rozdil w.¢o — wyp = 0,004 s7! zcela zanedbatelny. Bézné,
kdyz uzivame pruzinku se zavazim jako model harmonického oscilatoru, jsme hluboko
v atlumové oblasti, ndhodnd uhlova vychylka se nezvétSuje a rozdil w.o — wyp je
zcela zanedbatelny. Proto zavazi zavéSené na pruzin€ je obvykle dobrym modelem
harmonického oscilatoru. Provadény rozbor pohybu pruzného kyvadla vsak ukazuje,
ze tomu vzdy tak byt nemusi.

Nyni ukazeme, jak se chovani pruzného kyvadla zméni, kdyz zvysime hmotnost
zévazi. Dopocetli jsme numericky priibéhy oscilaci uvazovaného kyvadla (I = 0,28 m,
k =12,5N/m) buzeného kmity pro hmotnosti od 0,10kg do 0,16kg ménici se po
0,01 kg. Poc¢atecni tthlovou vychylku jsme stejné jako v ptipadé znazornéném na obr. 4
volili oo = 2,5 - 1073 rad a relativni poc¢atecni prodlouzeni dog = 0,125. Na obr. 5 jsou
znazornény vysledky pro vétev od nejmensi hmotnosti m = 0,09kg az do hmotnosti
m = 0,12 kg, ktera ve velmi dobrém pfibliZeni spliiuje rezonanéni podminku (10).

m=0.09 kg m=0.10 kg
0.2 0.2
=) T =) =)
£ 0 £ 0 £ £
=g =g =g =g
0.2 02 |
I S I S
0 20 40 0 20 40
1(s) 1(s)
0.4 0.4 0.4
E o036 E o036 E o036 E
Y Y Y y
0.32 0.32 0.32
0 20 40 0 20 40 0 20 40 0 20 40
1 (s) 1(s) t(s) t(s) Obr. 5.

Tato série pro kyvy buzené kmity méa znacné odlisny charakter od pfedchéaze-
jici (obr. 3), kde kmity byly buzeny kyvy. Pouze kyvadlo s hmotnosti m = 0,09 kg
a v obrazku neuvedené kyvadlo s m = 0,16 kg se chovaji jako kyvadla s dominantnim
kmitavym pohybem, tedy Gtlumovym zptsobem. Ostatni kyvadla série vykazuji rezo-
nan¢ni charakter. Amplituda kyva pro hmotnosti m = 0,10kg az 0,15 kg dosahuje pii
rezonanci asi stonadsobku pocatecni thlové vychylky ¢gg a ovlivnéni kmitavého pohybu
kyvy je zna¢né. Porovnani kiivek pro kmity (r) a kyvy (¢) ukazuje, Ze jde o vizané
oscilatory, protoze dochéazi ke zna¢né vymeéné energie mezi nimi. Obalové kfivky, které
ani zdaleka nepfipominaji harmonické funkce, ukazuji, ze vazba je nelinearni. Tvar
kfivek pro jednotlivé hmotnosti v rezonanéni oblasti, jejiz Sifka zavisi na zvoleném
relativnim prodlouzeni dgg, se pfilis nelisi. Hodnoty parametri pro kiivky z obr. 5
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TABULKA 2.

m lg wro W0 Wrp Wep Wyp,num | Ev 00, max dy

(kg) | (m) | (71 | (™) | ™) [ 6D | (7 | (%) | (107%rad)

0,09 | 0,3506 | 11,785 | 5,29 | 11,78 | 5,65 0,256 0 2,5 0,171
0,10 | 0,3585 | 11,18 5,23 | 11,23 | 5,60 0,105 45 175 0,132
0,11 | 0,3663 | 10,66 5,17 | 10,74 | 5,39 0,129 83 230 0,088
0,12 | 03742 | 10,21 | 5,12 | 10,34 | 5,18 | 0,133 | 98 243 0,027
0,13 | 0,3820 | 9,81 | 507 | 9,74 | 498 | 0,126 | 90 230 0,090
0,14 | 0,3898 9,45 5,02 9,39 | 4,82 0,104 62 185 0,120
0,15 | 0,3977 9,13 4,96 9,11 | 4,71 0,075 17 95 0,139
0,16 | 0,4056 | 8,84 | 4,92 | 882 | 4,65 | 0287 0,1 2,5 0,156

a téz pro ostatni v sérii sledované, ale v obrazku neznazornéné pripady jsou uvedeny
v tab. 2. Vyznam nékterych sloupcti tabulky bude objasnén az v dalsi ¢asti textu.

c) Rezonan¢ni oblast

V rezonanc¢ni oblasti jiZz nelze jednotlivé rovnice soustavy (6) oddélovat a zkoumat
je jako rovnice, kde jedna oscilace vynucuje druhou, aniz je sama pfevodem energie
na druhou oscilaci podstatné ovlivnéna. Musi se plné respektovat skutecnost, ze
rovnice (6) nejsou nezavislé a popisuji vazané kmity, pfi nichz se v okoli rezonance pod-
statné Cast energie mezi kmity a kyvy vymeérnuje. V této oblasti je dulezité zachovani
celkové energie systému F, které mtizeme zapsat ve tvaru

krh®(t) + mgly@2(t) = 2, (29)

kde jako r62(t) je oznacen c¢tverec amplitudy kmitu nejlépe vystihujiciho kmitavy

pohyb pruzného kyvadla v ¢ase ¢ a ¢3(t) ¢tverec amplitudy thlu nejlépe vystihujici
jeho kyvavy pohyb ve stejném case. Vydélime-li rovnici (29) hmotnosti m a ¢tvercem
rovnovazné délky zatiZeného kyvadla [;, zavedeme-li do ni oznaceni pro relativni
protazeni pruziny do = r4/l, a frekvence vlastnich kmitt (7) a vlastnich kyvi (8)
kyvadla, dostaneme rovnici

W?pd(% + Wip% = wioddo + w?pO(ng =02 (30)

Protoze leva strana je konstantni v Case, je uvedena i hodnota pro ¢as t = 0, ktera je
vyjadiena podle pocate¢niho protazeni pruzného kyvadla dgp a jeho pocatecni tthlové
vychylky ¢go. Celkova energie E z rovnice (29) po vydéleni vyrazem mlg ziskd rozmér
¢tverce frekvence, a proto konstantu z rovnice (30) zna¢ime £22.

Na obr. 6 je podrobné zachycen pribéh rezonanc¢nich oscilaci pro hmotnost
m = 0,12kg, tedy je rozkreslen posledni sloupec obrazku 5. To, Zze jde o hmotnost
dobfe spliiujici rezonanéni podminku (10), se projevi v nejvétsi amplitudé kyvt a tomu
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odpovidajicim nejvétsim Gtlumu kmit, tedy v nejvétsi vymeénné energii F., kterou
nyni ve shodé s definici (20) zapiSeme ve tvaru

2 2
B = wwpwo,max
v 2 ’
“QO

kdyZ pro stanoveni poméru uvazovanych energii vyjdeme z rovnice (30).

(31)

0.40 ]
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0.36
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0.32 | | | | | | |
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t[s] Obr. 6

Pribéh oscilaci v rezonanéni oblasti jsme analyticky nefesili, omezime se tedy jenom
na kvalitativni popis podle numerického feseni znazornéného v obr. 6. Kvantitativni
udaje se budou tykat pripadu z obr. 6, kvalitativni popis je platny pro celou rezonanéni
oblast. Amplituda kyvt roste se vzristajici rychlosti od pocatecni thlové vychylky
oo = 0,0025rad po maximélni amplitudu ¢g max = 0,243 rad, kterou dosédhne asi za
12s. Kmity pfitom drzi konstantni amplitudu az asi do 7s a potom stale prudceji
klesaji. Pro znazornénou rezonanéni frekvenci az téméf do uplného vymizeni (v mi-
nimu téméf celd energie prejde na kyvy: E, =98 %). Frekvence provoznich kmitt
a kyvi priblizné dodrzuji relaci w,p = 2w,p, ale pfesné ne, jak je patrné z hodnoty
vyménné frekvence wypnum = |wrp — 2wep| = 0,133 s71, kterd je nejvyssi ze vsech
hodnot v tab. 2, které se tykaji rezonancni oblasti.

Z obr. 5 je patrné, Ze nejmensi hodnota vymeénné frekvence (wy, = 0,10s71) v rezo-
nanéni oblasti nastava pro hmotnost m = 0,10kg. Z hodnot uvedenych jen v tabulce
je to pro m = 0,15kg (wyp, = 0,07s7!). Jsou to hodnoty pro hmotnosti na okraji
rezonancni oblasti. U kyvadla buzeného kmity hodnota pocate¢niho relativniho pro-
dlouZeni dgy doladuje rezonancéni podminku (10). Na obou okrajich hmotnostniho
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rezonanc¢niho intervalu se nachézeji hmotnosti my, pro néz zvolend hodnota dyg
idedlné doladuje rezonanci a zpusobi, ze vyménna frekvence wyp, — 0. V nasi sérii,
kde jsme volili dgg = 0,125, lezi podle numerickych vypocta tyto kritické hmotnosti
mezi m = 0,09kg a m = 0,1kg a mezi m = 0,15kg a m = 0,16 kg.

Prechodu mezi rezonanéni a itlumovou oblasti pii stalé hodnoté hmotnosti m lze
tedy dosdhnout zménou pocatecniho relativniho prodlouzeni na kritickou hodnotu d.
Vyjdeme-li z pfedpokladu, Ze doladéni rezonance spociva v dodani energie do systému
protazenim pruziny, které vyjadiime vztahem

dl%wgo,rez = ’w?opk - w<,200| ’ (32)
dostaneme po upravach a dosti hrubych aproximacich pro hledané dy jednoduchy

VZOorec
_ Jwro — 2wepo|

2

dy. Torores (33)
V poslednich dvou rovnicich jsou zavedena nova oznaceni: wyq rez Pro hodnotu vlastni
frekvence kmiti spliiujici rezonanéni podminku (10) (pro nami uvazovanou sérii je to
hodnota odpovidajici hmotnosti m = 0,119kg, tedy 10,25) a wypk pro frekvenci kyvi
pri splnéni kritické podminky pro doladéni nové rezonance. Podle rovnice (33) pfed-
povézené hodnoty dy pro jednotlivé hmotnosti kyvadla jsou uvedeny v tab. 2. Vlivem
hrubé aproximace jsou hodnoty dix ponékud nadhodnoceny. Tak lze vysvétlit, proc¢
podle predpovézené hodnoty di by kyvadlo pfi okrajovych hmotnostech m = 0,10kg
a m = 0,15kg mélo jiz kyvat utlumoveé, zatimco podle numerického vypoctu kyva
rezonancéné. Pfes tento nedostatek uZijeme rovnici (33) pro dalsi vyklad pfechodu
mezi rezonancéni a utlumovou oblasti, protoze kvalitativné popisuje jev velmi dobre.
Zpfesnéni rovnice je mozné, ale vede ke komplikovanym a neptehlednym vyraziim.?)

4. Pfechod mezi (itlumovou a rezonané¢ni oblasti — bifurkace

Chovani pruzného kyvadla v rezonan¢ni a itlumové oblasti je naprosto odlisné a pre-
chod mezi oblastmi nenastavd pozvolna, ale naradz. Mize jej zptsobit ndhodna mala
zména pocatecnich podminek, tedy nahodnéd fluktuace vnéjSich podminek v okoli
kritickych hodnot. Takova vyrazna zmeéna nasledného chovani pfi malé zméné po-
¢atecnich podminek se oznacuje jako bifurkace®). Proto budeme ptechod pres kritické

4) Aproximace pii odvozeni rovnice (33) se tykaji jiz vychozi rovnice (32), kde je mozné
diskutovat, zda vychéazet z predavané energie nebo vykonu a zda na levé strané rovnice mé
byt Wro,rezs Wro Nebo wypk. PEi pravé rovnice (32) na vzorec (33) se viak tyto rozdily setfou,
protoze jednoduchy vzorec (33) se dostane, jen kdyZ se v celé rezonanéni oblasti uvazuje
rovnost wro = 2weo s vyjimkou rozdilu téchto frekvenci.

5) V geografii se takto oznacuje pripad opa¢ny k soutoku. Tedy pomérné vzacny pii-
pad, kdy tok z jistého mista pokracuje dvéma riznymi koryty. Nejznaméjsi je pripad reky
Casiquiare, ktera se v jizni Venezuele s$tépi na dvé ramena, z nichz pravé pokracuje jako
Orinoko a levé se stane pritokem feky Rio Negro. V lékafstvi se pojem také pouziva, napf.
pro rozdvojeni prudusnice.
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hodnoty my, dix oznacovat jako prechod pres bifurkacni prah a cely jev prechodu
jako bifurkaci. Bifurkace, jako singularita v zavislosti feseni dynamickych rovnic na
pocatecnich a okrajovych podminkach, je zakladnim pojmem v teorii dynamickych
systémi (napf. [6], [7]). Pruzné kyvadlo je jednim z nejjednodussich systému, na
kterém ji lze studovat. Proto takovy zajem o jeho chovani napf. ze strany meteorolog,
kde v kritickych pfipadech malé zmény pocatecnich podminek mohou zhroutit celou
dlouhodobou pfedpovéd pocasi.

V pfipadé znazornéném na obr. 5 pfechod pfes bifurka¢ni prah byl vyvolan zménou
hmotnosti kyvadla pfi stalé hodnoté jeho pocatecniho relativniho prodlouzeni dyg. Na
obr. 7 je znazornén vysledek dalsitho numerického pokusu, kdy jsme sledovali prechod
pfes bifurka¢ni prah dosazeny zménou pocatecniho relativniho prodlouzeni dyy pro
kyvadlo se stalou hmotnosti m = 0,11kg. V sérii znadzornéné na obr. 5, kde pocatec¢ni
relativni prodlouzeni mélo hodnotu dyg = 0,125, kyvadlo s hmotnosti m = 0,11kg
lezelo hluboko v rezonancni oblasti. Na obr. 7 je ukézano, Ze pro toto kyvadlo
pfechod pfes bifurkaéni prah nastane mezi poéateénim prodlouzenim 74, = 0,030 m
(doo = 0,083) a r{y = 0,032m (dgp = 0,089). Kritickd hodnota pocatecniho relativniho
prodlouzeni dy = 0,088 pfedpovézend podle vzorce (33) a uvedend v tab. 2 tedy
lezi uvnit¥ numerickym vypocétem stanoveného intervalu, i kdyz je zfejmé trochu
nadhodnocena. Z obrazku je opét patrné, ze vyménnd frekvence wy, v rezonancni
oblasti roste se vzdalenosti od bifurka¢niho prahu.

Va0 050 M 0052 m
o ol
E o B B B
[ [ [ [
o 2o 40 o 20 40
HE izl i)
0.4 0.4
E o3 E o= E E
o3z 0.32
o 20 40 o 20 40 o 20 40 o 20 40
szl izl izl il Obr. 7.

Z numerického i analytického rozboru plyne, Ze na bifurka¢nim prahu hodnota
vyménné provozni frekvence (27) wyp = (wrp — 2wep)/2 klesne na nulu. Dosadime-li
podminku wy, = 0 do rovnice (26), ziskdme pro vznikly kyv vyjadieni

wWro + 2we0 t)

- (34)

© = oo cos(Wyepkt) = Yoo COS (
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Pruzné kyvadlo kyve jednoduchym harmonickym kyvem s frekvenci w,pk, kterd je
prumeérnou frekvenci mezi frekvenci vlastnich kyvi w,o a polovi¢ni frekvenci vlastnich
kmit w,o/2. Nezdvisle na tomto pohybu probiha kmit

o+ 2
7" = dily cos(wrpkt) = dil, cos (M t) (35)
s amplitudou r, = dkl, a frekvenci
wro + 2w
Wrpk = 2w¢pk = % . (36)

Na bifurka¢nim prahu je totiz ptisobenim kritického relativniho prodlouZeni dy presné
dosazeno rezonan¢ni podminky (9), tentokrat vSak ne pro vlastni frekvence, ale pro
provozni frekvence. Na bifurka¢nim prahu nedochézi k zadné vyméné energie mezi
kmitem a kyvem, a proto kyvy i kmity jsou popsany jednoduchymi harmonickymi
funkcemi (34) a (35). Pravé popsané chovéani pruzného kyvadla na bifurkaénim prahu
je naprosto nestabilni a nepatrnym vnéj§im vlivem prejde bud na ttlumové, nebo na
rezonancni chovani.

5. Zavér

V clanku jsme se snazili ukdzat, jaka mnoha pfekvapeni skyta zdanlivé jednoduchy
systém — kulicka zavésena na pruziné. Neni jen modelem harmonického oscilatoru, za
ktery se bézné poklada, ale i modelem pro nelinearné vazané oscilatory a lze na ném
ukézat i nespojitou zavislost vzniklého pohybu na malé zméné pocatecnich podminek,
znadmou pod pojmem bifurkace.

Shrneme ziskané vysledky. Ukazali jsme, Ze je-li splnéna rezonanéni podminka (10),
sebemensi tthlova vychylka kyvadla se v pribéhu jeho kmiti zvétsuje, az kmitavy po-
hyb pfejde na kyvavy a vyména energie mezi kmity a kyvy se pak periodicky opakuje.
Kmity a kyvy pruzného kyvadla se v okoli jeho rezonanéni frekvence (9) chovaji jako
oscilace vazané nelinearni vazbou. Sife oblasti, ve které nastava rezonan¢ni chovani,
roste se vzrustajicim relativnim pocatecnim prodlouzenim pruziny dgo, jak je ukazano
na obr. 8. Stupen rozladéni pruzného kyvadla je na ose y vynesen v bezrozmérnych
jednotkach wrel = (wro — 2wi0)/(4wro rez), které odpovidaji pravé strané rovnice (33).
Vynesené kiivky wye = +£d3, tak vyznacuji hranice (bifurkaéni prah) mezi rezonanéni
a utlumovou oblasti.

Nahodné zvolena pruzina se zavéSenou hmotnosti m se obvykle nachéazi v atlumové
oblasti a je v tomto pripadé vhodnym modelem harmonického oscilatoru. Obr. 8
znazornuje maly tisek atlumové oblasti v okoli hodnoty wye; = 0, kde délka nezatizené
pruziny [, jeji pruzinova konstanta k a hmotnost na ni zavéSend m spliuji rezo-
nanéni podminku (10) [m = Ik/(3g)]. Kdyz kyvadlo rozkyvame zptisobem uvazovanym
v Casti a) kapitoly 3, tedy vypustime-li je bez protaZeni z krajni polohy, pohybujeme
se po pfimce doo = 75,5/l = 0,0005 (srov. rovnici (19)) v bezprostiedni blizkosti osy y
z obr. 8. Rezonanc¢ni oblast je pak velmi tzké, jak jsme jiz zjistili podrobnym rozborem
dominantnich kyvu (obr. 3, tab. 1).
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Budime-li pruzné kyvadlo protazenim pruziny (viz éast b) kap. 3), protazeni ovlivni
frekvenci oscilaci kyvadla a posune splnéni rezonanéni podminky (9) na bifurkaéni
prah, kde je splnéna ne pro vlastni frekvence, ale pro provozni frekvence (viz rov-
nici (36)). Pohled na obr. 8 ndm ukéaze, ze podminka (36) pro dané relativni poéatecni
prodlouZeni dyg je splnéna dvakrat, jednou pro pripad, kdy vlastni frekvence kmitl w;.q
je vetsi nez dvojnasobnd frekvence vlastnich kyvl 2w, podruhé v piipadé, kdy je
tomu naopak. Vznikne tak tim $irsi prisek rezonanéni oblasti, ¢im vétsi je dgg. Na
obr. 5 a v tab. 2 je dokumentovan priibéh chovani pruzného kyvadla v takovém priiseku
pro dgo = 0,125. Do sledovaného souboru jsou zahrnuty i okrajové pripady, kdy zvolené
hmotnosti posunou kyvadlo do atlumové oblasti. V obr. 8 konc¢ime zobrazeni rezo-
nanéni oblasti hodnotou dgg = 0,125. V obr. 8 je priisek znédzornén svislou teckovanou
tseckou.

Hranice mezi utlumovou a rezonanc¢ni oblasti mé bifurkac¢ni charakter. Pfi prechodu
pfes tento bifurka¢ni prah maximalni amplituda kyva vzroste asi stokrat a charakter
jejich obéalky se kvalitativné zméni (porovnej obr. 2 a obr. 6). Pfitom hranice oblasti
je ostra, mald fluktuace vnéjsich podminek mize prevést kyvadlo z utlumového do
rezonanc¢niho chovéni ¢i naopak. Napi. pouhé 2 mm protazeni zméni charakter chovani,
jak je dokumentovano rozdilem mezi prvnim a druhym obrazkem série znazornéné na
obr. 7. Body této série jsou v obr. 8 znazornény vodorovnou teckovanou tseckou. Pro-
toze rezonan¢ni podminka mezi provoznimi frekvencemi je pfesné splnéna na hranici
oblasti (rovnice (36)), je pfirozené, Ze rozdilova provozni frekvence wy, (rovnice (27))
stoupa od hranice rezonancni oblasti k jejimu stfedu. Je to patrné jak z obr. 5 a 7,
tak z tab. 2.

Nakonec se od analytickych a numerickych vypoc¢tt vratime k redlnému experi-
mentu. Pofidit si pruzné kyvadlo, na kterém miizeme demonstrovat pfechazeni mezi
kmitavym a kyvavym pohybem, je celkem jednoduché. Sezeneme néjaky stojan, na
ktery zavésime pruzinu, a zméfime jeji délku v nezatizeném stavu [ a pruzinovou
konstantu k. Podle rovnice (10) [m = k/(3g)] vypoc¢teme hmotnost m zivazi, které
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mame na pruzinu zavésit. Pruzinu se zavazim dostatetné protdhneme, pfitom ji urcité
také mirné vychylime do strany, vybuzené kmity za chvili pfejdou v kyvy a déj se
bude periodicky opakovat. Priubéh kyvi a kmit a jejich vzajemné Casové posunuti
bude odpovidat grafim z obr. 6. Jestlize se to napoprvé nepovede, provérime vypocet
— predevsim jednotky, vhodnost zvolené pruziny, spravnost stanoveni jeji délky 1°6)
a po upravé zkusime pokus znovu.

Kdo ma rad trochu poezie, koupi si v hrackarstvi letadélko zavésené na pruziné.
Zvazi ho, zméii tuhost k pruziny a zjisti, zda mitize pfivazkem dosdhnout rezonance.
Kdyz to nelze, vezme tuzsi pruzinu a podminku rezonance nastavi pro ni. V rezonanci
nebude letadélko kmitat jen ve svislém sméru, ale bude téz vodorovné kyvat a vy
budete spokojeni, ze jste naucili letadélko 1état. Experimentalni pruzné kyvadlo bude
meénit svou rovinu kyvu, kdyz mu to zavés dovoli. Je to v poradku, protoze predpoklad
o zachovani roviny kyvu je stejné experimentalné nesplnitelny jako predpoklad, ze
pruzinka se zavazim bude pouze kmitat ve svislé pfimce, splnuji-li jeji parametry
alespoii pfiblizné rezonanéni podminku (10).

Poznamka redakce. Nékteré zajimavé aspekty pruzného kyvadla jsou v ¢lanku analyzovany
spise kvalitativné. K problému se jesté vratime v né€kterém z dalsich cisel Pokroki.
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%) Rovnovazna délka Iy = [ + mg/k, ze které | mizeme spocitat, se musi méfit od bodu
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