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Abelovu cenu za rok 2006
ziskal Lennart Carleson

Michal Krizek, Praha

1. Uvod

V utery 23. kvétna 2006 obdrzel profesor
Lennart Carleson Abelovu cenu za rok 2006
z rukou Jeho Veli¢enstva norského krale Ha-
ralda na univerzité v Oslo. Podle vyjadfeni
komise pro vybér kandidati na Abelovu cenu
ji dostal za své hluboké a fundamentdalni
prispévky k harmonické analyze a k teorii
hladkych dynamickych systémi. Pod timto
struénym vyjadienim se skryva zejména Car-
lesontv dikaz konvergence Fourierovych fad
funkci integrovatelnych s kvadratem a di-
kaz existence podivnych atraktori Héno-
nova zobrazeni. Podrobnéji o tom pojed-
name v kapitolach 3 a 4.

Pfipomenme, ze Abelova cena za mate-
matiku je spojena s c¢astkou 920000 USD
(viz [16]) jako Nobelova cena za fyziku.
. Abelova cena se udéluje kazdoro¢né od

Obr. 1. Lennart Carleson roku 2003.

2. Kdo je Lennart Carleson?

Lennart Axel Edvard Carleson se narodil 18. biezna 1928 ve Stockholmu. Studoval na
univerzité v Uppsale, kde ziskal doktorat pod vedenim znamého §védského matematika
Arne Beurlinga. V obdobi 1950-1951 Carleson pusobil na Harvardové univerzité jako
postdoktorand. V pouhych 26 letech se stal profesorem na univerzité ve Stockholmu.

Prof. RNDr. MicHAL K#&iZEK, DrSc. (1952), Matematicky tstav, Akademie véd CR,
Zitna 25, 115 67 Praha 1, e-mail: krizek@mbox.cesnet.cz

Zpracovano podle materidlt [17]: The Abel Prize for 2006 has been awarded Lennart
Carleson, The Royal Institute of Technology, Stockholm, Sweden. Podpofeno grantem
¢. 1IPO5SMET49.
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O rok pozdéji byl jmenovan profesorem v Uppsale a pozdéji byl téZ profesorem na
kalifornské univerzité v Los Angeles a v Kralovském technologickém institutu ve
Stockholmu.

V obdobi 1968-84 byl feditelem Mittag-Lefflerova institutu v Djursholmu na sever-
nim okraji Stockholmu. Vyznamny $§védsky matematik Gosta Mittag-Leffler (1846 az
1927) nechal postavit tuto majestatni budovu na konci 19. stoleti jako rezidenci,
knihovnu a misto, kde se mohla schazet kulturni a akademicka elita. Carleson zahy
objevil duchovni potencial tohoto mista a zorganizoval financovani a zalozeni Mittag-
-Lefflerova institutu (viz obr. 2) tak, jak jej dnes znid mezindrodni matematickd
komunita, tj. jako matematické centrum, kde se setkavaji specialisté z celého svéta
na kratsi ¢i sttednédobé pobyty.

Od roku 1956 Carleson pusobil 23 let ve funkci vedouciho redaktora ¢asopisu Acta
Mathematica, ktery ma dlouholetou historii spojenou s Mittag-Lefflerovym institutem.
Velmi se vénoval popularizaci matematiky ve Svédsku a vyucovani matematice. Je
autorem knihy: Mathematics of Our Time. Vychoval 26 Ph. D. studenti, z nichZ mnozi
jsou dnes jiz profesofi. V letech 1978-82 byl prezidentem Mezindrodni matematické
unie. Tvrdé pracoval na tom, aby také Cina byla zastoupend v unii, coz bylo v tehdejsi
dobé politicky dosti obtizné.

Obr. 2. Mittag-Lefflertiv institut.

Carleson byl tiikrat pozvan jako hostujici pfednésejici na Mezinarodni matematicky
kongres, z toho jednou mél plenarni pfednasku, coz se povazuje za jedno z nejvyssich
ocenéni v mezinarodni matematické komunité. Obdrzel Cestny doktorat na nékolika
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univerzitach a byl zvolen ¢lenem korespondentem fady akademii a ucenjch spole¢nosti
(mj. Norwegian Academy of Science and Letters, Royal Norwegian Society of Sciences
and Letters). Béhem svého Zivota ziskal celou fadu vyzna¢nych ocenéni za svou praci,
napf. v roce 1984 Steelovu cenu Americké matematické spolecnosti, v roce 1994
Wolfovu cenu, v roce 2002 Lomonosovovu zlatou medaili Ruské akademie véd a v roce
2003 Sylvestrovu medaili Kralovské spolecnosti v Londyné.

vvvvv

sonovych vysledk.

3. Konvergence Fourierovych fad

Problém, ktery Carleson vyfesil, spadd do oblasti harmonické analyzy, jejiz zaklady
polozil francouzsky matematik Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) kolem roku
1807. Jde o to, zda libovolnou periodickou funkci s periodou 2r lze vyjadrit jako neko-
nec¢nou sumu funkei sin ma a cos mz s vhodnymi koeficienty, kde m jsou nezédporna celd
¢isla. Fourier byl ale ve svych formulacich dosti vagni. Kolem roku 1915 (viz [6, odst.
10.4.5]) problém pfesné zformuloval rusky matematik Nikolaj N. Luzin (1883-1950),
ale nebyl schopen jej dokazat. Po ném byl nazvan Luzinovou domnenkou. Vice o jeji
historii lze najit v Pokrocich v ¢lanku F. Stépanka [14, str. 126-127]. V roce 1966
Luzinovu domnénku kladné vytesil L. Carleson — viz véta uvedena nize. Nejprve si
ale zavedeme nékteré pojmy.

Necht f je redlnd lebesgueovsky integrovatelnd funkce definovand na uzavieném
intervalu [0, 2%] a m je celé ¢islo. Pak m-ty Fouriertv koeficient fo funkce f = f (x)

inz oo )
n=—o0

a n-ty ¢asteény soucet s,, Fourierovy fady funkce f (vzhledem k systému {e
jsou definovany takto:

. 1 [ : L
fm _ E i f(t)e—lmt dt, Sn(l’) = m;n fmelmx.
Oznacime-li
R 1 2n
am:2Refm:—/ f(t) cosmt dt,
TJo
R 1 2n
by, = —2Im f,,, = —/ f(t) sinmt dt,
T Jo

pak f = (am — ibm)/2 a Castedny soudet s, (z) miZeme zapsat v realném tvaru

n
sn(z) = (12—0 + Z (am cosmz + by, sinm).
m=1

Luzinovu domnénku dokézal Carleson v praci [5]:
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Véta. Necht f je redlnd funkce na intervalu (0,27, kterd je lebesqueovsky integrova-
telnd s kvadrdatem. Pak s, konverguje k f pro n — oo skoro vsude.

Tato véta byla pozdéji zobecnéna Richardem A. Huntem na funkce integrovatelné
s p-tou mocninou pro p > 1 — tzv. Carlesonova-Huntova véta (viz [14, str. 127]).

Fourierovy trigonometrické fady patii k zakladim matematické analyzy. O historii
téchto fad je struéné pojednéno v [6]. Od svého objevu jsou vyuzivany pfi studiu
a popisu periodickych déj, napf. kmitani v mechanice a elektrotechnice. Pouzivaji
se ale i pfi feseni uloh, ve kterych a priori o periodické jevy nejde. Tak je tomu
napf. v [15] p¥i rozpoznavani tvari pfedméti pomoci tzv. Fourierovych deskriptori.
V [12, kap. 11] je zase FeSeni trojrozmérné okrajové eliptické ilohy na osové symetrické
oblasti prevedeno fourierovskou metodou koneénych prvkia na feseni posloupnosti
dvojrozmérnych tloh, které se pak fesi standardni metodou konec¢nych prvk.

Na zavér této kapitoly jesté pripomenme, ze bez Fourierovy analyzy bychom dnes
neméli napf. moderni automobily, televizi, vyskové budovy, formaty JPG a MP3
pouzivané v digitalnich fotoaparatech, hudebnich prehravacich a v fadé softwarovych
produkti.

4. Existence podivného atraktoru Hénonova zobrazeni

V roce 1960 se americky meteorolog Edward Lorenz z Massachusetts Institute of
Technology pokousel predpovidat po¢asi pomoci primitivniho pocitace. Sviij diskrétni
dynamicky model omezil jen na tfi parametry (viz [13]). Jednou musel v poloviné
vypoctu béh programu prerusit. Hodnoty tii mezivysledka si peclivé zapsal a druhy
den ve vypoctu pokracoval. Pro jistotu pak cely vypocet zopakoval a prekvapivé zjistil,
ze dostal aplné jiné vysledné hodnoty, nez kdyby vypocet nepierusil. Jak se to mohlo
stat? Vzdyt rovnice byly stejné a poéitac i program se nezménily. Dikladnou analjzou
odhalil, Ze pfi zapisovani mezivysledki doslo k zaokrouhlovani s relativni chybou
mensi neZ 0.00001%. Tato nepatrnd zména v jednom kroku vSak zptisobila obrovské
zmeény ve vysledném feSeni. Lorenz tak objevil jev, kterému se dnes v meteorologii ik
efekt motyliho kridla, tj. nepatrné mavnuti kiidly motyla v breznu nékde v Pekingu
miuZe zpusobit v srpnu zménu sméru hurikdnu v Atlantickém ocednu. Nesmirné mala
odchylka, ktera je v kazdém kroku mirné zvétsovana, muze tedy vést po mnoha krocich
k naprosto nepredvidatelnému stavu.

V roce 1976 francouzsky astronom Michel Hénon zjednodusil Lorenztv diskrétni
systém jen na dva parametry. Pfitom jeho systém mél podobné podivné chovani jako
Lorenzuv systém. Hénon definoval zobrazeni T' roviny do roviny velice jednoduchym
vztahem (viz [10])

T(z,y) = (1 +y — 1427, 0.3z).

Vidime, ze prvni slozka funkéni hodnoty T je kvadraticka funkce, kdezto druhé slozka
je linearni. Odpovidajici diskrétni dynamicky systém pro n =0,1,2,... je pak dan
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rovnicemi

2
Tn4+1 = 1 + Yn — ax,,

Yn+1 = bxny

kde a = 1.4 a b = 0.3 jsou hodnoty parametri, které Hénon ptivodné navrhl.

Bod (0, 0) se pomoci T zobrazi na bod (1, 0), bod (1, 0) se zobrazi na bod (—0.4, 0.3),
jenz se dale zobrazi na bod (1.076, —0.12) atd. P¥islusné iterace se budou hromadit
pobliz tzv. podivného atraktoru, tj. mnoziny, ktera je znazornéna na obrazku 3. Budou
sice postupné chaoticky skdkat na vSechny strany (zdanlivé velice nesystematicky),
ale stale se budou pfiblizovat k této mnoziné. Jestlize zacneme z bodu (0, 0.2918),
dostaneme ptekvapivé tyz atraktor. Pokud ale vystartujeme z bodu (0, 0.2919), odpo-
vidajici iterace ptijdou velice rychle do nekonec¢na. Vidime tedy, Ze chovani i pomérné
jednoduchého nelinedrniho dynamického systému mtze byt znacné komplikované.

04

—_—

N

=

-1 / 1
/
/

104

Obr. 3. Hénontv podivny atraktor zobrazeni T v oblasti (—1.3, 1.3) x (—0.4, 0.4).

Pro libovolné realné parametry a a b nazveme funkci T definovanou vztahem
T(z,y) = (1 +y — ax?, bx) Hénonovym zobrazenim. Snadno lze ovéfit, ze T mé dva
pevné body pro a # 0:

1
n=—(b—-1++/(1-0)2+4 R
v 2(1( ( )+a)
yn:bx'm

tj. body, pro néz z,4+; = x,, a soucasné y,4+1 =yYn. Pro a =14 a b= 0.3 ma jeden
z téchto pevnych bodi soutadnice z,, = 0.63135a y,, = 0.18941 a druhy x,, = —1.13135
a y, = —0.33941. Oba pevné body jsou ale nestabilni, nebot libovolné malé perturbace
odklon{ p¥islugné iterace k podivnému atraktoru.!)

1y Jiz pred 100 lety se francouzsky matematik Pierre Fatou [7] zabyval hledanim pevnych
bodt zobrazeni T' (viz téz [8]). Slozky tohoto zobrazeni mohly byt dokonce racionalni funkce.
Také Gaston Julia [11] studoval mnoziny vSech po¢ate¢nich podminek, pro néz je posloup-
nost (zn,yn) omezend. Tehdy ale nebyly k dispozici zddné elektronické pocitace, které by
umoznovaly nakreslit prislusné fraktalni mnoziny.
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Carleson spolecné se svym krajanem Benedicksem dokézali jako prvni existenci
podivného atraktoru pro Hénonovo zobrazeni a jeho fraktalni charakter (viz [1]).
Tento atraktor ma napfi¢ ,trajektorii z obr. 3“ strukturu jako Cantorova mnozina.
Numerické testy ukazuji, ze jeho Hausdorffova dimenze je 1.26 £+ 0.003. S popularnim
vykladem o neceloéiselné dimenzi se miize ¢tendf sezndmit v ¢ldnku Jifitho Fialy [9].

5. Zavéreéné poznamky

Lennart Carleson pfispél k feSeni mnoha dalSich problémia. V roce 1917 japonsky
matematik Séichi Kakeya zformuloval nasledujici tlohu. Namo¢me jehlu do inkoustu
a polozme ji na list papiru. Jehlu je tfeba otocit o 180°, aniz bychom ji nadzvedli.
Pritom ji mtizeme jakkoliv posunovat doptfedu i dozadu tak, jako kdyZz se snazime
zaparkovat auto. Navic pfedpokladdme, Ze jehla mé nulovou tloustku. Otazka zni: Jak
velka je obarvend plocha a jaky je nejlepsi dolni odhad velikosti této plochy?

Mtzeme si rovnéz klast otazky: Jak posunovat a otdcet jehlou tak, aby obarvend
plocha byla minimdlni? Ezistuje vibec takovd plocha o minimalnim obsahu? Uvidime,
7e na posledni dvé otézky existuje negativni odpovéd.

Obr.4. Cerné je obarvena oblast ohrani¢ena Steinerovou hypocykloidou uvnit¥ kruZnice
o poloméru 3/4.

Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze jehla m4a délku 1. Pokud bychom
jehlu otocili o 180° kolem jeji $picky, méla by obarvend plocha ziejmé velikost
n/2 = 1.57. Pokud bychom ji rotovali kolem jejiho stfedu, ziskdme plochu o poloviéni
velikosti ©/4 = 0.78. To ovSem jisté neni nejmensi plocha, protoze jehlu mizeme také
posouvat a otacet o 180° uvnitf rovnostranného trojihelnika s jednotkovou vyskou
a plochou 1/v/3 = 0.58. Jesté mensi plochu dostaneme, kdyZ se s jehlou budeme
pohybovat uvnitf Steinerovy hypocykloidy, tj. kfivky, kterou opisuje bod na kruznici
o poloméru 1/4, jez se kotali zevnitf po obvodu kruznice o poloméru 3/4. Timto
zpusobem lze ziskat plochu o obsahu pfiblizné 0.39, o které se Kakeya domnival,
7e je minimélni (viz obr. 4). V roce 1928 ale rusky matematik Abram S. Bezikovi¢
(1891-1970) piekvapivé dokazal, Ze obarvenou plochu mizeme udélat libovolné malou
(viz [2, 3]). Jeho plocha se sklada z velkého mnozstvi tzkych trojuhelnik podobnych
jehli¢kdm na vanocnim stromecku (viz obr. 5).

270 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 51 (2006), ¢. 4



Obr. 5. Plocha slozenéa z mnoha dlouhych a tzkych trojuhelniki.

Carleson a jeho student Per Sj6lin se zabyvali zobecnénim této ulohy, coz pozdéji
pouzili v teorii Fourierovych multiplikadtorti jako standardni prostiedek.

Dalsi japonsky matematik S. Kakutani na poc¢atku 40. let minulého stoleti zformu-
loval tzv. problém korény (angl. corona problem), ktery se tyka jisté tfidy omezenych
analytickych funkci definovanych na jednotkovém kruhu v komplexni roviné. Otazka
zni, co lze Tici o chovani téchto funkci na hranici, jestlize vime, jak se chovaji uvnit¥
kruhu. Jde tedy o cisté matematicky problém, i kdyz slovo koréna bézné oznacuje
prstenec svétla, ktery je vidét kolem Slunce pfi jeho uplném zatmeéni. Carleson problém
korény vytesil v ¢lanku [4] z roku 1962. Zavadi zde specidlni miru, ktera byla po ném
pozdéji nazvana Carlesonova mira. Dnes se bézné pouziva v komplexni i harmonické
analyze.

Komise pro vybér kandidati na Abelovu cenu tedy pravem ocenila Carlesonovy
zasluhy o rozvoj matematiky, jeho siroky zabér i organiza¢ni schopnosti. Z jejich zavéra
citujme alespori tuto vétu: Lennart Carleson is a brilliant scientist with a broad vision
for mathematics and for the role of mathematics in the global community.

Podékovani. Autor dékuje prof. RNDr. Ing. S. KoukALovi, CSc., a prof. RNDr. I. NETU-
KOVI, DrSc., ze cenné pfipominky.
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Chteéli byste byt mozkem v bance?

Jiri Wiedermann, Praha

Abstrakt. Moderni teorie poznéavacich systému pohliZi na tyto systémy jako na roboty,
tj. autonomni vypocetni systémy, které jsou vybaveny c¢idly, jimiz se orientuji v prostfedi,
a manipuldtory, pomoci kterych se pohybuji v prostfedi a vykonavaji v ném rtzné akce.
Presto zejména v kruzich pocitacovych teoretikii je opakované slySet nazory, ze na pozna-
vaci proces je pofdd mozné pohlizet i jako na klasicky problém zpracovani (byt specifickych)
dat a ze tudiz uvazovani ,t€la“ neni nezbytné pro pochopeni podstaty poznavani. Ukédzeme,
ze takto zjednoduseny pohled opomiji zédkladni vlastnost poznavacich systémi — a sice
jejich aktivni vliv na vybér ¢i dokonce vznik vstupnich dat. Bez této zpétné vazby si
systém nemiize vytvorit sviij vnitini model svéta poznany prostfednictvim svych akci. Pro
vysvétleni povahy zminéného problému pouZijeme vypocetni model poznéavacich systémui
zavedeny autorem [12], [13], [14]. Tento model umozni na principidlni Grovni premyslet
o fungovani algoritmickych mechanismi imitace, komunikace, vzniku feci, mysleni a védomi
a tim prispét i k jejich pochopeni v zivych systémech.

1. Uvod

V nedavném c¢isle renomovaného internetového magazinu EDGE zmiruje predni ame-
ricky neurovédec V. S. Ramachandran [8] neformdlni prizkum, ktery provadi mezi

Prof. RNDr. Jiiti WIEDERMANN, DrSc. (1948), Ustav informatiky AV CR, v.v.i., Pod
Vodarenskou vézi 2, 18207 Praha 8, e-mail: jiri.wiedermann@cs.cas.cz

Predbézné verze tohoto ¢lanku byla pfednesena na 6. cesko-slovenské konferenci ,, Kognice
a umély zivot 2006“ v Tresti a zvefejnéna ve sborniku piispévki z této konference.

Tato prace vznikla v rdmci vyzkumného zadméru AV0Z10300504 s ¢asteénou podporou
grantu 1ET1003004191E.
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