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Univerzalni prirodni tvary

Leopold Verstraelen, Leuven

Uvod

Geometrie byla ve svych pocatcich zalozena jen na nasich pocitcich a vjemech toho,
co pocitujeme jako nas okolni svét. V pribéhu véki se stala nejprve experimentélni
védou v riiznych kulturdch na na$i Zemi. Kone¢né u starych Rekf byla geometrie
pevné zakotvena jako ustfedni obor matematiky [1, 2, 3, 4]. Tedy nejprve uchopena
v lidskych myslich a pak psychologicky dotvafena ve smyslu von Helmholtzovych
hypotéz o ,nasem okolnim svété a jeho obsazich®“, coz podle néj slouzilo a slouzi
evoluci celého lidského druhu i jednotlivci. Abstraktni geometrie se zrodila a pak
dale rozvijela pomoci myslenkovych konstrukci naseho mozku. Pivodné se v podstaté
skladala z geometrie euklidovské roviny a tfirozmérného euklidovského prostoru, se
zvlastnim zaméfenim na sféry jako pozoruhodné objekty v prostoru a na fenomén
perspektivy. Pohled na soucasny stav davaji naptiklad prace [5, 6, 7, 8]. A dodnes
plati to, co vyjadfil S. S. Chern slovy: ,Zatimco algebra a analyza poskytuji zaklady
matematiky, geometrie je v jejim nitru“ [6].

Podle Rogera Penrose ,existuje hluboka souhra mezi fungovanim skutec¢ného svéta
a zdkony a vnimavosti mysleni“ [9]. Je také uziteéné pfipomenout jeho myslenku,
7ze ,védomi je v podstaté »vidéni« nutné pravdy a Ze mozné predstavuje jisty druh
bézného kontaktu s Platonovym svétem idedlnich matematickych pojma“ [10]. Proto
neni prekvapujici, ze zakladni a pevné prijaté soucasti naseho obecného védeckého
poznani svéta zahrnuji matematické modely, jak vyjadfili Browder a MacLane v [11]
nebo ze, jak fika Hilbert, ,matematika je zakladem veskerého exaktniho védéni o pii-
rodnich jevech® [12]. Uvazujeme-li stile stejnym smérem, miZeme je$té pfipomenout
nasledujici pozorovani ucinéné Prokleem, které slouzilo jako motto pro Keplerovu
knihu ,,O harmoniich svéta“: ,Pfi studiu pfirody byl nejvétsi pfinos uc¢inén pomoci
matematiky, ktera ve svém zakladu odhaluje harmonii myslenek.“ Z tvodu a zavéru
knihy d’Arcyho Thompsona ,O ristu a formé*
,Patranim po rozdilech nebo podstatnych kontrastech mezi jevy organického ¢i neor-
ganického, zivého ¢i nezivého svéta se zabyvalo mnoho myslitelt, zatimco pdirdni po

[13] citujme nésledujici myslenky:

pribuznosti principt nebo po podstatniych podobnostech se vénovalo jen mdlo z nich®;
o - My, obyvatelé tohoto svéta, a svét, v némzZ Zijeme, jsme podrobeni podobnym
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fyzikdlnim a matematickym zdkonum®“. V této stati je mym cilem pokusit se ukézat,
ze plastve medu a lastury, krystaly a galaxie, molekuly DNA a kvéty, lodyhy, tkan
a Castecky pylu na rostlindch atd. (a dokonce sdm relativisticky ¢asoprostor v sou-
ladu s podobnymi pfirozenymi podminkami pro kfivost) nabyvaji tvart s podobnym
geometrickym formalnim popisem. Takze, podle mého minéni, obsah tohoto ¢lanku
je pouze jednou z dalSich ilustraci toho, ze ,prirodu tési, kdyZ je pozorovdna ocima
a mozky geometri [1].

Prvni kapitola za¢ind Laméovymi kiivkami [14], a potom nésleduje kratky piehled
o Gielisovych kfivkach, plochach a transformacich, které popisuji velmi dobfe vyji-
mecnou mnohotvarnost tvard nebo forem kfivek a ploch, a proto maji vyznam také
v obecnéj$im piipadé podvariet libovolnych dimenzi, a které jsou budto ,reguléarni“,
nebo ,po ¢astech linearni“, k ¢emuz staci zména nékolika exponentii nebo koeficienti
v jedné jediné formuli.

Ve druhé kapitole, v souvislosti s tim, Ze pfiroda vytvaii tvary nebo formy odpo-
vidajici nékterému optimalizaénimu principu (viz [2, 3, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17,
18, 19, 20, 21]), zejména na zakladé nedédvného spoleéného ¢lanku se S. Haesenem, lze
vypozorovat, ze také Friedmannovy a Lemaitrovy casoprostory, které jsou vSeobecné
znamy v souvislosti s tzv. teorii Velkého tfesku, jsou v podstaté popsany stejnym
typem geometrickych formuli.

Obsah tohoto ¢lanku byl poprvé zvefejnén v mych prednaskach O geometrii a fi-
losofti prirody na univerzité v Kragujevaci a pozdéji v Akademii v Messiné v roce
2004 a souvisi podstatné s ¢ldnkem [23], ktery jsem mél to potéSeni napsat spoleéné
s Johanem Gielisem a Stefanem Haesenem.

]
:

Obr. 1. Antwerpsky botanik Johan Gielis.

1. O geometrii toho, co ,,pfebyva v nasem svété“

Necht 2 a y oznacuje kartézské soufadnice v roviné R2. Potom rovnice kruznice

o poloméru r a se stfedem v poéatku O je tvaru 22 4 y? = r?

poloos a, b # a se stfedem v O je tvaru (z/a)? + (y/b)? = 1.

a rovnice elipsy s délkami
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Obr. 2. Kruznice a elipsy.

Kruznice a elipsy, stejné jako obrysy ¢tvercti nebo kosoctverct, jsou podle Lamého
vSechny obsazZeny v tfidé tzv. ,super-elips®, tj. rovinnych kfivek uréenych rovnici tvaru

x |P y‘P
z 2l =1 1
’A’ +’B ’ (1)

kde p, A, B jsou kladn4 ¢isla a A, B nemusi byt nutné vzajemné rizné. (Obrys étverce
se napiiklad ziskd pro p = A = B =1 — poznamka piekladatele.)

= N
S =

Obr. 3. Lamého superkruznice a superelipsy.

Jestlize zavedeme polarni soutfadnice g a 6 vztahy x = pcosf, y = psinf a do nové
rovnice misto jediného exponentu p zavedeme t¥i nezavislé exponenty p # 0, ¢, r
a navic zavedeme do argumentu obloukové miry koeficient m/4, obdrzime rovnici

o= ( T)qm. )

Neékteré piiklady rovinnych kfivek danych rovnici typu (2) jsou zakresleny (aZ na
volbu méfitka) v obrazku 4. Zde je ve vSech piikladech A = B a v ptikladé (a) polo-
7ime m = 3, p = 4.5, ¢ = r = 10, v ptikladé (b) polozime m =4, p = 12, ¢ = r = 15,
v piikladé (c) poloZzime m = 5, p = ¢ = r = 4 a v piikladé (d) polozime m = 7, p = 10,
q=r1r=~=0.

cos(m@/4) |

A

sin(m@/4)
B
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JERGLS

Obr. 4. Krivky (a ), (c) a (d) dané rovnici

Tyto kiivky docela pfesné popisuji (v prifezu) tvary fapiku stuliku zlutého (a),
déle stonku krti¢niku hliznatého (b), pfeslicky (c) a maliniku (d).

Podobné naptiklad rtzné druhy motskych hvézdic odpovidaji kfivkdm danym rov-
nici (2), kde A = B, a dale v pfipadé () mdme m = 5, p = 2, ¢ = r = 7 a v pfipadé (f)
mame m =5,p=2,q=1r=13.

7% K

Obr. 5. Krivky (e ) dané rovnici

Rovinné kiivky vyjadfené rovnici (2) v polarnich soufadnicich mohou byt v jistém
smyslu interpretovany tak, Ze jsme je obdrzeli z jednotkové kruznice se stredem v O
(0 = 1) pomoci transformace dané pravou stranou rovnice (2), a to pro kazdou volbu
parametra A, B, m, p, q, 7. A obdobné, misto transformovani jednotkové kruznice,
v8echny rovinné kiivky uréené polarni rovnici o = f(6) (kde f mize byt v podstaté
jakakoliv nezdporné redlna funkce) mohou byt takto transformovany v rovinné kiivky
s polarni rovnici

cos(m@/4) |4
A

sin(m@/4)
B

r>—1/P. @)

Nésledujici obrazek ukazuje (aZz na zménu méfitka) takové transformace Grandiho
rizice (a) s rovnici o = f(6 ) |cos(2.50)| do ,super-rizict, a to v pfipadé (b) zadanim
parametru m = 2.5, p = 1 3, ¢ =7 = 2.7 a v piipadé (c) zadanim parametri m = 2.5,

T

Obr. 6. Ruzice (a) a dvé odpovidajici super-ruzice (b) a (c).

Q=f(9)<
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A pokud napiiklad za¢neme s logaritmickou spiralou (a) o = f(#) = %2, potom
transformaci (3) se dostanou dvé ,super-spirdly“, a to (b) pro parametry m =4,
p=g¢q=r=100a (c) pro parametry m =10, p=qg =71 = 5.

Obr. 7. Logaritmicka spirdla (a) a dvé odpovidajici super-spiraly (b) a (c).

To, co jsme strucné popsali v pripadé rovinnych kiivek, se da snadno rozsifit
na k¥ivky v trojrozmérném prostoru (a davd smysl i pro podvariety libovolné di-
menze a kodimenze). Misto super-kruznic a super-elips se octnou ve hie ,super-stéry*
a ,super-elipsoidy“. A tak jako v pfipadé rovinnych kfivek, i v pfipadé kiivek a ploch
v trojrozmérném prostoru se obdrzi geometrické transformace analogické formulim (2)
a (3), které umoznuji sjednocent Sirokého spektra prirodnich a abstraktnich tvari.

Obr. 9. Nékteré Gielisovy plochy v trojrozmérném prostoru.
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Dalsi podrobnosti o pfirozenych tvarech objevujicich se u zivocichi a rostlin, v jejich
bunkéach a tkanich, ve snéhovych vlockach a pavucinach, v krystalech a pfi proudéni
kapalin atd., které jsou tak presné popsany vysSe zminénymi transformacemi, a to
bud pfimo jednou z nich nebo nepfimo, kombinaci nékolika z nich, se najdou (véetné
mnozstvi piikladi) v [24, 25, 26, 27, 28, 29]. Inspirovani Pietem Heinem, Johan Gielis
a jeho spolupracovnik Bert Beirinckx pouzili v téchto publikacich termin ,superfor-
mule“ pro transformaé¢ni formule typu (2) a (3). A zejména clanek [27] se vénuje
pocatktim jiz uvedenych pozorovani, a to v pojmu ,super-vejce“ (rota¢niho ,super-
elipsoidu®) u Pieta Heina, ktery se s jejich pomoci snazil geometricky popsat tvary
prufezti bambusovych stébel.

Obr. 10. Piet Hein a ,¢tvercovy“ bambus.

Také napiiklad v [13, 25] jsou pro takové ,superformule“ vyskytujici se v roviné
a trojrozmérném prostoru diskutovany rizné principy prirozené optimalizace, nékdy
podrobné a jindy kratce.

Kone¢né poznamenejme, 7e hyperbolické verze vySe uvedenych superformuli (tj.
takovych, kde obycejné trigonometrické funkce jsou nahrazeny hyperbolickymi) si
skutecné zasluhuji, aby byly jesté seriézné prostudovany.

2. O geometrii ,,svéta, ve kterém Zijeme*

Nasim zamérem je ted ukdzat, Ze kromé kiivek a ploch danych formulemi (2) a (3),
které z Cisté geometrického hlediska splnuji prirozené podminky pro krivost a které se
prirozenym zpusobem objevuji ve svété fyziky, chemie, geologie, biologie atd., a proto
jsou dilezité také ve svété umeéni a riznych technologii a vlastné vsSech ,véci“, ve
skuteCnosti také sam nas relativisticky casoprostorovy vesmir je v podstaté urcen
podobnymi podminkami pro kiivost a lze jej popsat podobnymi formulemi.
Fyzikdlni casoprostory, které jsou idedlnimi podvarietami ve smyslu B. Y. Chena
[16, 17, 20], byly neddvno studovany napiiklad v [31, 32]. Zejména nékteré modely ¢aso-
prostort nalezené Georgem Lemaitrem [33] (v literatufe zndmé téz jako Friedmannovy-
-Lemaitrovy-Robertsonovy-Walkerovy ¢asoprostory) se ukazuji byt idealnimi nadplo-
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Obr. 11. Profesor Lemaitre z univerzity v Leuvenu.

chami v Minkowského prostorech. Tyto casoprostory staly také na pocatku teorii
,Velkého tresku*.

V tomto sméru a mnohem vhodnéji sdém Lemaitre uzil terminy ,prvotni atom“
a ,kosmické vejce”, kde zvlasté ten druhy dava nejkrasnéjsi obraz ,zacatku Zivota“
naseho vesmiru.

7 ¢isté formalniho hlediska je Robertsonova-Walkerova metrika na R* déna v lokalni
soufadnicové soustavé (z,y, z,t) vzorcem

ds® = —dt* + {c(t) - [L + 2k(2® + y* + 2°)] }_2 - (d2? + dy?* + d2?),
(k: +1307_1)7 (4)

na jehoz zékladé prostorové fezy celého casoprostoru v kterémkoliv ¢asovém oka-
mziku t jsou trojrozmérné Riemannovy prostory s konstantni k¥ivosti ¢(¢). Trans-
formace ploché trojrozmérné ,pythagorejské“ metriky ds? = (da? + dy? + dz?) do
trojrozmérné metriky s libovolnou konstantni kiivosti pomoci vynasobeni vhodnou
funkci byla nalezena v podstaté jiz Riemannem a von Helmholtzem pfi jejich zkoumani
zékladt geometrie [35, 36]. Majice na paméti, Ze Riemannova geometrie je tstfednim
tématem studia v celé geometrii [7], zd4 se byt uziteéné, abychom ¢as od ¢asu premys-
leli o obou téchto dtlezitych publikacich, zejména ve svétle pocatkid geometrie jako
oboru matematiky zaloZzeného na fyzickych geometrickych zkuSenostech, které lidské
bytosti ziskavaji svymi vizudlnimi i jinymi pocitky a postfehy. V casoprostorovych
metrikdch, jako je ta ve formuli (4), miZzeme pozorovat konformni deformace plo-
chych prostorovych metrik na metriky s konstantni prostorovou kiivosti (libovolného
znaménka), kterd se samoziejmé méni v Gase, coz celkové vyusti ve formdlni defor-
mact Pythagorovy véty, podobné jako drive uvaZované supertransformace deformovaly
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rovnice euklidovskych kruznic mebo sfér. V této souvislosti navic poznamenejme, Ze
Riemann se ve své vibec prvni prednasce o své nové geometrii explicitné zminil
o indicatrix 2 + y* = 1 jako o relevantnim rozsifeni euklidovské kruznice 2 4 y2 = 1,
¢imz koncipoval specidlni Riemannovu-Finslerovu metriku

ds = {i(dxi)p}l/p

i=1

(viz neddvné prace Cherna o Riemannové-Finslerové geometrii a Mirona o Lagrangeové
geometrii, pfi¢emz oboji souvisi s ,variaénim“ 23. Hilbertovym problémem [6, 12]).

Je tfeba naptiklad pripomenout, ze Delaunayovy rotacni plochy, tj. ty, které maji
konstantni stfedni kiivost H (roviny a katenoidy pro H = 0, sféry, unduloidy a no-
noidy pro H # 0), se v podstatnych souvislostech objevuji v riznych oblastech pii-
rodnich véd. Diive zminéné geometricky prirozené podminky pro kiivost se tykaji
na jedné strané, ve své nejjednodussi formé, konstantnosti krivosti, jako je stiedni
ki¥ivost H (vyjadfujici stejnomérné napéti na ploSe) nebo Gaussova kiivost K (pro
plochy v trojrozmérném eukleidovském prostoru) nebo sekciondlni kiivost pro obecné
Riemannovy variety, jejichz konstantnost znamena (podle Riemanna, von Helmholtze
a Lieho) splnéni ,jaxiomu volnosti pohybu“, a tedy jsou to ptiklady dosazeni rovnosti
v optimdlnich nerovnostech, které plati mezi rtiznymi kiivostmi skaldrniho typu pro
vSechny podvariety. Takové nerovnosti zejména davaji nevyhnutelné vztahy mezi kii-
vostmi, které vyplyvaji jen z vnitfni geometrie téchto podvariet (jako jsou sekciondlni
kfivosti, skalarni k¥ivost 7, ktera vyjadiuje jejich jisty aritmeticky primér a obecnéji
v8echny neddvno zavedené Chenovy kiivosti [8], které spolecné davaji jakoby DNA
strukturu Riemannovych variet), a kiivostmi, které jsou zdsadné spojeny s tvary, jez
tyto podvariety nabyvaji ve svém ,okolnim svét&“, tj. vnéjsimi kiivostmi (které se
daji vyjadiit pomoci druhé zékladni formy h a norméalového tenzoru kiivosti RT,
z nich? zékladni je druh4 mocnina st¥edni kiivosti H? vyjadiujici povrchové napéti na
podvarieté). Pro vSechny plochy M v trojrozmérném eukleidovském prostoru ukézal jiz
Euler, Ze vzdy plati nerovnost K < H? na celém M a rovnost ve viech bodech nastéva,
pravé kdyz M je ¢ast roviny nebo sféry (podle Meusnierovy véty). Tak zvané Chenovy
nerovnosti zobecnuji hotejsi Eulerovu nerovnost, pokud jde o dimenze a kodimenze
podvariet, o typ prostori, ve kterém jsou tyto podvariety vnoreny, a pokud jde o druhy
vnitFnich, resp. vnéjsich kiivosti, objevujicich se v téchto nerovnostech. A podvarieta se
nazyva idedln? podvarietou v néjakém prostoru, jestlize se na ni néktera z Chenovych
nerovnosti redukuje na rovnost. Jestlize zndme vnitini geometrii urcité podvariety
[tj. jeji indukovanou Riemannovu metriku, pozn. prekl.] a pfipustime vSechny jeji
izometrické deformace v prislusném prostoru, pak idealni podvariety jsou pravé ty
z mnoziny takto ziskanych podvariet, které vykazuji nejmensi moznou vnéjsi kiivost
uré¢itého typu. To se d4 pfirovnat k situaci, kdy (fiktivni) bytosti zijici v néjakém
sveté se prizplsobi tak, zZe jsou vystaveny minimalnimu stresu. Pokud se zajimame
o idealni lorentzovské nadplochy v Minkowského prostorech rtiznych dimenzi, pfirozené
narazime také na Lemaitrova univerza, viz napiiklad [32]. Podminky kfivosti pro
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podvariety, o kterych jsme jiz hovotili, jako je konstantnost riznych kiivosti a Chenovy

nerovnosti a jiné pfirozené nerovnosti, jako jsou Willmoreovy podminky a podobné,

v jistém smyslu vSechny vyjadfuji jisté variac¢ni principy ve sméru studovaném zejména

d’Arcy Thompsonem v [13].

Literatura

[1]

[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

[22]

150

VERSTRAELEN, L.: The geometry of eye and brain. Soochow Journal of Mathematics 30
(2004) (volume in honour of Professor Bang-Yen Chen), 367-376.

COOLIDGE, J. L.: A history of geometrical methods. Dover Publ., London (1963).
BroNOWSKI, J.: The ascent of man. Litte, Brown & Co, Boston 1973.

LEJEUNE, A.: Fuclide et Ptolémée, deux stades de l’optique géométrique grecque. Uni-
versité de Louvain, Bureau du “Recueil” (1948).

MONTEL, P. e.a. (eds.): Encyclopédie francaise, Tome 1. Larousse, Paris 1937.

DILLEN F., VERSTRAELEN, L. (eds.): Handbook of differential geometry. North-Holland,
Amsterdam, Vol. 1 (2000) and Vol. 2 (2005).

CHERN, S. S., CHEN, W. H., LASER, K. S.: Lectures on differential geometry. World
Scientific, Singapore 1999.

KUHNEL, W.: Differential geometry: curves-surfaces-manifolds. AMS-Student Math.
Library, vol. 16 (2002).

PENROSE, R.: The geometry of the universe. In Mathematics Today (ed. STEEN, L. A.),
Vintage Books, New York 1980.

PENROSE, R.: The emperor’s new mind, concerning computers, minds and the laws of
physics. Oxford University Press, Oxford 1989.

BROWDER, F. E., MAC LANE, S.: The relevance of mathematics. In Mathematics Today
(ed. STEEN, L. A.), Vintage Books, New York 1980.

HILBERT, D.: Mathematical problems (1900 — Paris — Lecture). AMS-Proceedings of Sym-
posia in Pure Mathematics, Vol. 28 (1976).

D’ArcYy THOMPSON, W.: On growth and form. Cambridge University Press, Cambridge
1917.

LAME, G.: Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les problémes de
géomeétrie. Hermann, Paris 1818.

THOMPSON, A. C.: Minkowski geometry. Encyclopedia of mathematics and its appli-
cations, Vol. 63, Cambridge University Press, Cambridge 1996.

CHEN, B.-Y.: What can we do with Nash’s embedding theorem? Soochow Journal of
Mathematics 30 (2004), 303-338.

CHEN, B.-Y.: Riemannian submanifolds. In [6, Vol. 1].

HILDEBRANDT, S., TROMBA, A.: Panoptimum. Spektrum, Heidelberg 1986.
WILLMORE, T. J.: A survey on Willmore immersions. In Geometry and Topology of
submanifolds, Vol. IV, (eds. DILLEN, F., VERSTRAELEN, L.), World Scientific, Singapore
1992.

CHEN, B.-Y.: Total mean curvature and submanifolds of finite type. World Scientific,
Singapore 1984.

BARROS, M.: The conformal total tension variational problem in Kaluza-Klein super-
gravity. Nuclear Physics B 535 (1998), 531-551.

BARROS, M.: Willmore-Chen branes and Hopf T-duality. Class. Quantum Grav. 17
(2000), 1979-1988.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 2



[23]

[24]
[25]
[26]
[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]
[35]

[36]

GIELIS, J., HAESEN, S., VERSTRAELEN, L.: Universal natural shapes; from the supereggs
of Piet Hein to the cosmic egg of Georges Lemaitre. Kragujevac Journal of Mathematics
28 (2005), 57-68.

GIELIS, J.: A generic transformation that unifies a large number of natural and abstract
shapes. American Journal of Botamy 90 (2003), 333—-338.

GIELIS, J.: Inventing the circle. Geniaal Press, Antwerpen (2003).

GIELIS, J., GERATS, T.: A botanical perspective on plant shape modeling. Proc. Inter-
national Conference on Computing, Communications and Control Technologies, Vol. VI
(2004), 265-272.

GIELIS, J.: Wiskundige supervormen bij bamboes. Newsletter Belgian Bamboo Society
13 (1996), 20-26.

GIELIS, J., BEIRINCKX, B., BASTIAENS, E.: Superquadrics with rational and irrational
symmetries. Proc. 88h ACM symposium on Solid Modeling and Applications (2003),
262-265.

GIELIS, J.: Variational superformula curves for 2D- and 3D graphic arts. Proc. World
Multi-Conference on Systemics, Cybernetics and Informatics, Vol. V: Computer Science
and Engineering (2004), 119-124.

HAESEN, S., SEBEKOVIC, A., VERSTRAELEN, L.: Relations between intrinsic and extrin-
sic curvatures. Kragujevac J. Math. 25 (2003), 139-145.

DILLEN, F., HAESEN, S., PETROVIC-TORGASEV, M., VERSTRAELEN, L.: An inequality
between intrinsic and extrinsic scalar curvature invariants for codimension 2 embed-
dings. J. Geom. Phys. 52 (2004), 101-112.

HAESEN, S., VERSTRAELEN, L.: Ideally embedded space-times. J. Math. Phys. /5 (2004),
1497-1510.

LEMAITRE, G.: Un univers homogéne de masse constante et de rayon croissant, rendant
compte de la vitesse radiale des nébuleuses extra-galactique. Annales Soc. Sc. Bruxelles
47 (1927), 49-59.

O’NEILL, B.: Semi-Riemannian geometry, with applications to relativity. Acad. Press,
New York 1983.

VvON HELMHOLTZ, H.: Ueber die Tatsachen welche der Geometrie zu Grunde liegen. In
Abhandlungen zur Philosophie und Geometrie, Junghaus, Cuxhausen 1987.

RIEMANN, B.: Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen. In
Gaussche Flichentheorie, Riemannsche Riume und Minkowski- Welt, Teubner, Leipzig
1984.

P.S. Autor mnohokrat dékuje BEE PETERSOVE, JENNYMU NOSSARKOVI a KRISTOFU LEN-
JOUOVI za editaci tohoto textu.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 2 151



		webmaster@dml.cz
	2015-11-29T17:51:35+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




