Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

FrantiSek Katrnoska
Latinské ctverce a geneticky kéd
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 52 (2007), No. 3, 177-187

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/141355

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiki a fyzikd, 2007

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/141355
http://dml.cz

Latinské ¢tverce a geneticky kod

Frantisek Katrnoska, Praha

Letosniho roku uplynulo jiz 300 let od narozeni Leonharda Eulera, kterého lze kromé
jiného povazovat za jednoho ze zakladatelt teorie grafi a teorie latinskych ctverci.
Tento c¢lanek je vyjadienim hluboké tcty k dilu tohoto genidlniho matematika.

1. Uvod — latinské &tverce a jejich aplikace

Pojem latinského ¢tverce zavedl Euler roku 1782. Byl jim definovan takto: Latinsky
¢tverec Tddu n je schéma o n tddcich a n sloupcich, kde v kazdém vadku a v kaZdém
sloupci se kazdy prvek néjakého souboru mohutnosti n objevuje prdvé jednou. Prvky
latinského ¢tverce mohou byt rizné objekty, napt. hraci karty, Sachové figurky, osoby ¢i
prirozené ¢isla. Proslulou tllohou, ktera stala u zrodu pojmu latinského ¢tverce, byla
tloha o 36 distojnicich, kterou zformuloval Euler r. 1779 a publikoval v roce 1782
(viz [10]). Jde o tlohu tohoto znéni:

Seradte 36 diustojniki Sesti riznych hodnosti ze Sesti riznych pluki do ctvercového
utvaru sloZeného ze 6 Tad po 6 dustojnicich tak, aby v kaZdé Tadé a v kaZdém zdstupu
byly zastoupeny vsechny hodnosti a vsechny pluky.

Euler se domnival, Zze tato tiloha nem4 FeSeni, avSsak neumél toto tvrzeni dokazat.
Trvalo pak dlouhych 118 let, nez roku 1900 G. Tarry systematickym vypoctem dokazal
(viz [29]), Ze tato tloha skuteéné feSeni nemd. Je tfeba poznamenat, Ze mnoho praci
vénovanych latinskym ¢tverctim se tykalo tloh souvisejicich s hazardnimi hrami. Na-
priklad to byla tloha o sefazeni 16 zolikovych karet predlozend Jacquesem Ozanamem
uz roku 1694 a objevujici se ve vydani [27] z roku 1723 (viz obr. 1).

V této souvislosti jsou velmi zajimavé problémy tykajici se ortogonality latinskjch
¢tvercl. Necht jsou dany dva latinské étverce L1 a Lo, kde Ly = (a;5), Lo = (bsj),
i,7=1,2,...,n. Pak Ly a Ly nazyvame ortogondlni, jestlize jsou vSechny dvojice
(@ij, bij), 4,7 = 1,2, ..., n, navzdjem rtzné (viz [20], [25], [28]).

Zavedeni pojmu ortogonality ma sviij pivod v Eulerové tloze o 36 dustojnicich.
Reseni této tilohy spocivalo v nalezeni dvou vzajemné ortogonalnich latinskych étvercit
Sestého fadu. Jestlize jsou totiz latinské ¢tverce Ly = (ai;) a Lo = (b;;) ortogonalni,
pak v mnoziné dvojic E = (a;;, b;;) se kazda tato dvojice vyskytne pravé jednou. Ta-
kovy ¢tverec se pak nazyva Fuleriv ¢tverec, viz [8], [21]. Snadno se zjisti, Ze neexistuji
ortogondlni latinské ¢tverce fadu 2. Neexistence ortogonalnich ¢tvercti fadu 6 je vlastné
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Obr. 1. V kazdém fadku a v kazdém sloupci se
nachézi pravé jedna z hodnosti: A, K, Q, J
a zaroven pravé jedna z barev: srdce, kara,
piky, k¥ize (trefy).

zdtivodnénim nefesitelnosti tlohy o 36 dustojnicich. Konstrukcim Eulerovych ctverct
riznych adt (a tim i konstrukeim ortogonélnich latinskych ¢tvercit) byla vénovéna
celd rada praci (viz [3], [4], [8], [12], [21], [22], [23]).

L. Euler vyslovil domnénku, ze kdyz n = 2 (mod 4), pak neexistuji vzajemné orto-
gonalni ¢tverce fadu n. Ale hluboce se mylil. Roku 1960 R. Bose, S. S. Shrikhande
a E. T. Parker totiz v praci [5] dokazali, Ze ortogondlni latinské Ctverce existuji
pro vSechna prirozend ¢isla n kromé piipadii n =2 a n = 6. K danému latinskému
¢tverci vSak obecné nemusi existovat latinsky ¢tverec k nému ortogonélni, coz dokazal
H. B. Mann roku 1942 a zaroven stanovil nutnou podminku pro existenci ortogonalniho
latinského ¢&tverce (viz [23]). Celkové lze tedy Fici, Ze v teorii ortogonality latinskych
¢tverci jsou dva zasadni problémy, problém existence ortogonalniho latinského ¢tverce
k danému latinskému CEtverci a s tim souvisejici konstrukce (viz [8], [12], [20], [22],
[23], [28]). Hluboké souvislosti latinskych étverct s dal§imi matematickymi obory se
ukézaly v uplynulych letech. Zminime se pouze o nékterych z nich.

Kdyz se A. Cayley zabyval multiplika¢nimi tabulkami konecénych grup, zjistil, ze
tyto tabulky jsou latinskymi ¢tverci. Na druhé strané latinsky c¢tverec vSak nemusi byt
multiplika¢ni tabulkou grupy. Pozdéji se ale, kdyz R. Moufangova zavedla roku 1935
v praci [26] pojem kvazigrupy!), ukdzalo, Ze kazdy latinsky ¢tverec je multiplikaéni
Cayleyovou tabulkou néjaké kvazigrupy (viz [1], [2], [8], [12]). TéhoZz roku Moufangova
rovnéz zjistila souvislost mezi kvazigrupami a nedesargueovskymi projektivnimi geo-
metriemi. Od té doby byly latinské ¢tverce pouzivany jako prostiedek ke stanoveni

Yy Kvazigrupa je neprazdnd mnozina G s binarni operaci o: G x G — G takovou, Ze pro
kazdé a,b € G existuje pravé jedno z € G a pravé jedno y € G, pronézplaticozx =b=yoa.
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existence koneénych projektivnich rovin riznych fada (viz [7], [20], [25], [28]). Proto
se nyni o téchto rovinach, které pripominaji klasické nekonecné projektivni roviny,
stru¢né zminime.

Definice (viz [20]). Konecnd projektivni rovina vddu n € {1,2,3,...} je mnoZina skla-
dajici se z n? +n+1 bodi a z n? + n + 1 piimek, které spliiuji nasledujici axiomy:

(A1) Kazdy bod lezi na n + 1 pfimkach.

(A2) Kazd4 pfimka obsahuje n + 1 bodu.
(A3) Libovolné dva rtizné body lezi na pravé jedné pfimce.
(A4) Kazdé dvé rizné piimky se protinaji vzdy jen v jednom bodé.

Jiné ekvivalentni definice konec¢né projektivni roviny jsou uvedeny napf. v [12], [21],
[25, str. 237], [28].

Obr. 2. Ptiklady koneénych projektivnich rovin pro n = 1 (trojthelnik) a pro n = 2 (Fanova
rovina).

Predlozeny systém axiomti konecné projektivni roviny se ukazuje jako nejvhodnéjsi,
nebot vystizné charakterizuje dualitu mezi pfimkami a body. Zaménime-li totiz v sys-
tému axiomi (A1l)—(A4) mezi sebou slova ,bod“ a ,pfimka“ a zaménime-li zéroven
slova ,lezi“ a ,protind“, pak se systém axiomli nezméni.

Diisledkem toho je, ze kdyz zaménime v pravdivém tvrzeni tykajicim se projektivni
roviny fadu n vSude navzajem vysSe uvedené terminy, pak dostaneme opét pravdivy
vyrok. Snadno se zjisti, Ze nejmensi kone¢nou projektivni rovinou je trojthelnik (viz
obr. 2). Méné trividlnim ptikladem projektivni roviny fadun = 2 je tzv. Fanova rovina,
ktera ma podle definice 7 bodu a 7 pfimek. Zajimavost této roviny spociva v tom, ze
jednu z jejich pfimek je nutno zobrazit jako kruznici (viz obr. 2). Ostatni piimky se
zobrazuji jako tsecky. Tento priklad konec¢né projektivni roviny fadu 2 uvedl O. Veblen
v [31], kde zéroveni ukédzal, Ze tato rovina nemiize byt graficky zndzornéna pouze
s pouzitim tusecek.

Ukézalo se, Ze existence konecné projektivni roviny fadu n tizce souvisi s existenci
n — 1 vzajemné ortogonélnich ¢tvercti fadu n. Poznamenejme jesté, ze existuje-li n — 1
vzajemné ortogonalnich latinskych ¢tverct fadu n, pak tento systém ¢tverct se nazyva
uplny. Uvedme nyni nasledujici vétu, jejiz dikaz lze nalézt v [28]:
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Véta 1. Necht n 2 2. Projektivni rovina Tddu n eristuje tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje uplnd mnozina n — 1 vzdjemné ortogonalnich latinskijch ctvercu fadu n.

V roce 1938 R. C. Bose v praci [4] ukdzal, pro¢ neexistuji projektivni roviny fadu 6.
Vzhledem k tomu, Ze neexistuji vzajemné ortogonalni latinské ¢tverce fadu 6, plyne
rovnéz z véty 1 neexistence konecné projektivni roviny fddu 6. Neexistence konecné
projektivni roviny fddu 10 byla dokazéna (viz [20]) neobyéejné rozsdhlymi vypocty na
pocéitacich v USA. Pro existenci projektivni roviny fadu n plati nasledujici véta (viz
7], [12], [28)):

Véta 2. Konecnd projektivni rovina vadu n existuje, jestliZe n je mocninou prvocisla.

Je zndmo, ze pro n =2, 3, 4, 5, 7 a 8 je konecné projektivni rovina urcena jed-
noznac¢né. Pro n = 9 ale existuji 4 vzajemné neizomorfni konecné projektivni roviny
(viz [20]). Poznamenejme jesté, ze v roce 1949 byla dokdzana nasledujici véta (viz [6]).

Véta 3 (Bruckova-Ryserova). JestliZe n = 1,2 (mod 4), pak nutnd podminka pro exis-
tenci konecné projektivni roviny rddu n je, Ze existuji celd c¢isla x a y tak, Ze
n=ax2+ y2.

Tato podminka nenf ale postac¢ujici, nebot 10 = 2 (mod 4) a 10 = 12 + 32. Bruckova-
-Ryserova véta také nic netfikd o pripadu n = 12, ktery zatim neni roziesen. Na druhé
strané okamzit€ implikuje neexistenci kone¢né projektivni roviny naptiklad pron = 14,
nebot 14 = 2 (mod 4) a ¢&islo 14 nelze vyjadiit jako soucet dvou étverct.?)

K fesSeni nékterych problémi tykajicich se latinskych ¢tverct byla pouzita téz teorie
grafii. K tomuto acelu byl zaveden pojem grafu latinského &tverce (viz [8]):

Necht L je latinsky &tverec fadu n, kde L = (ay), i,7=1,...,n, a;; € X,
card X = n. Grafem latinského ctverce se nazyva graf G = (V, E), jehoz vrcholy
jsou tvaru v;; = (a1, a1, ai;) a jehoz hrany jsou spojnice téch vrcholt Gy, které
maji alespor jednu ze svych soufadnic stejnou.

Roku 1970 pouzili F. C. Bussemaker a J. J. Seidel grafy dvanécti hlavnich t¥id
latinskych ¢tverct fadu 6 k sestrojeni regularnich symetrickych Hadamardovych ma-
tic3) fadu 36. Je tfeba dodat, ze Hadamardovy matice se pouzivaji mj. ke konstrukci
nékterych blokovych schémat (viz [12], [28]).

Latinské ¢tverce lze té7 interpretovat jako tplné bichromatické (bipartitni) grafy
(viz [13], [25], [28]), coz jsou uplné grafy tvaru G = (V1, Vs, E) takové, Ze mnozina
vrcholdt V' je rovna V = V; U Vs, pfidemz Vi NV5 = () a mnoZina hran E se sklada
z hran tvaru h = (v1,v2), kde v; € V1 a ve € Va. Bichromatické grafy odpovidajici
latinskym ¢tverclim se pouzivaji pro znézornéni koneénych projektivnich rovin (viz

[21], [28], [33)).

2) Poznamenejme, %e prvoéisla tvaru n =1 (mod 4) lze jednoznaéné rozlozit na soudet
dvou ¢&tverct, jak jiz dokazal Pierre de Fermat (viz [19]).

3y Hadamardovou matici fadu n nazyvame matici H typu n X n, jejimiz prvky jsou pouze
gisla 1 a —1, pro niz HH" = nl, kde I je jednotkova matice.
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Zavérem této kapitoly je mozno poukazat na to, ze s aplikacemi latinskych ¢tverct
se lze setkat pti kddovani tajnych dokumenti, pfi planovani experiment v opera¢nim
vyzkumu (viz [11]) nebo p¥i péstovani nékolika odrid zemédélskych plodin na mensich
¢tvercovych polickach o rizné bonité pudy (viz [3]). Latinské ¢tverce se pouzivaji i pfi
organizaci golfovych, bridgeovych & tenisovych turnaju [22]. Jako kuridzni piiklad
latinského ctverce fadu 9 je téz kazdé vysledné postaveni popularni hry sudoku
(viz [14]).

2. Zobecnéné latinské étverce

Jako historicky prvni zobecnéné latinské ctverce byly zavedeny latinské obdélniky
(viz [8], [12], [25], [28]), latinské &tverce vzhledem k fadkam (angl. row latin squa-
res), nekonecéné latinské ¢tverce a rtizné dalsi druhy neuplnych latinskych Gtverci
(viz [22]). V pozdgjsich letech K. Kishen a nezavisle R. A. Fisher zavedli latinské
krychle a hyperkrychle (1942-1945). Pro obsirnost této problematiky se nebudeme
témito druhy zobecnénych latinskych ¢tvercu zabyvat. Podrobné informace o nich
najde ¢tendf v knize [8] autort J. Denese a A. D. Keedwella.

Symbol R bude dale oznacovat komutativni okruh s jednotkovym prvkem e. Zave-
deme nyni zobecnéné latinské étverce nad R (viz [16]).

Definice. Zobecnenym R-latinskym ctvercem 7ddu n nazveme ctvercovou matici L
fadu n nad R takovou, Ze soucty vSech prvkt kazdého radku a kazdého sloupce jsou
identické a jsou rovny témuz prvku s € R.

Poznamenejme, ze zobecnéné R-latinské ¢tverce mohou byt ekvivalentné zavedeny
té7 takto: Ctvercova matice L ¥adu n nad R je zobecnény R-latinsky &tverec, jestlize
matice L i LT maji tentyz vlastni vektor (e,e,...,e)’ odpovidajici stejné vlastni
hodnoté X\ € R.

Mnozinu vSech zobecnénych R-latinskych ¢tverct fadu n oznac¢ime symbolem
L,(R). Jak bude ukézdno v této kapitole, dosud zndmé latinské ¢tverce, magické
¢tverce?), permutaéni matice®), dvojité stochastické matice®) jsou specialnimi pii-
pady zobecnénych R-latinskych ¢tvercd. Z tohoto divodu je zavedeni zobecnénych
R-latinskych ¢tverct tcelné a vhodné.

Pro Le £, (R) definujme zobrazeni w: L,(R) — R vztahem w(L) = s, kde s je
soucet prvki libovolného fadku a také libovolného sloupce matice L. Zobrazeni w
budeme nazyvat vahou. Napriklad pro hru sudoku 9 x 9 je s = 45.

4y Magickym étvercem ¥ddu n rozumime &tvercovou matici Fadu n, jejimiz prvky je n? ce-
lych nezapornych éisel (nikoliv nutné po sobé jdoucich ani nutné rtiznych) tak, ze soucet ¢isel
v libovolném fadku, v libovolném sloupci i v obou thloptickach je tyz (srov. obr. 3).

5) Permuta¢ni matice méa v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden jednotkovy prvek
e € R, ostatni prvky jsou nulové.

%) Realna matice se nazyva dvojité stochastickd, jestlize vSechny jeji prvky jsou nezadporné
a soucet prvki v kazdém jejim fadku a sloupci je roven 1.
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Obr. 3. Magicky c¢tverec 3 x 3. Je prikladem zobecnéného Z-latinského ¢tverce, ktery neni
latinskym ctvercem.

Uvedme nyni nékolik p¥ikladti zobecnénych R-latinskych étvercti. Snadno lze ukazat,
7e kazdy latinsky ¢tverec ¥ddu n nad R je prvkem L, (R). Symbol Z bude v dalsim
textu vzdy oznacovat okruh vsech celych ¢isel a symbol R téleso redlnych ¢isel. Magicky
¢tverec Fadu n spliiuje podminky pfedchozi definice, a tedy je prvkem L, (Z). Jestlize
P je permuta¢ni matice ¥addu n nad R, pak P € £, (R) a w(P) = e. V ptipadé, ze D
je dvojité stochastickd matice fadu n, plati D € £,,(R) a w(D) = 1.

Uvedme jesté jako ptiklad (viz [24, str. 19]) zobecnéného Zo-latinského &tverce pro
Zo =7Z/mod2 = {0,1}

incidenéni matici koneéné projektivni roviny fadu n, coz je ¢tvercovad matice (ai;)
faddu n? + n + 1, pro kterou plati: jestlize bod P; této roviny lezi na p¥imce s;, pak
a;; = 1, v opacném pripadé klademe a;; = 0 pro 4,5 = 1,...,n. Nasledujici matice je
incidenéni matice Fanovy roviny fadu 2 (srov. obr. 2):

01 1 0 1 0 07
101 0010
1101000
100 01 0 1
01 00011
001 1001

L0001 1 1 0

Algebraickou strukturu mnoziny £, (R) lze popsat nésledujici vétou (viz [17]).

Véta 4. MnoZina L,(R) je vzhledem k obvyklym maticovim operacim involutivni”)
okruh, ktery je pro n > 2 nekomutativni. Pritom plati, Ze

w(Lng) = ’LU(LQ)’LU(Ll) = w(Ll)w(Lg)

a w(L*) =w(L) pro L1,Ls, L € L, (R).

Snadno nahlédneme, Ze véaha w je homomorfismus okruhu £,,(R) na R a Ze w~*(0)
je oboustranny idedl okruhu £, (R) (viz [24, str. 129]). Pfitom plati nésledujici véta.

7) Okruh se nazyva involutivni, jestlize je v ném definovano bijektivni zobrazeni x: R — R
takové, ze (z*)* ==z, (v +y)* =z +y* a (zy)" = y"z" pro vSechna z,y € R. Jestlize ma
navic R jednotkovy prvek e, pak jesté pozadujeme, aby e* = e.
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Véta 5. Faktorokruh L, (R)/Kerw je izomorfni s okruhem R.

Dalsi algebraické vlastnosti £, (R) jsou uvedeny v praci [17], kterd je vénovana
R-algebram zobecnénych R-latinskych ¢tverci.

Na zévér této kapitoly uvedme jesté nékteré vlastnosti vdhy w. Symbolem S, (R)
oznafme mnozinu vSech permutac¢nich matic fddu n nad okruhem R. Pak zfejmé
plati S,,(R) C £, (R), a jestlize P € S,,(R), pak w(P) = e. Zavedme nyni bijektivni
zobrazeni f5, f5 a fr, ktera zobrazuji okruh £, (R) na sebe nasledujicim zptisobem:

Jestlize P € S,,(R) a L€ L, (R), pak polozime f6b=P-L, fp=L-Pa fr=L".
Zobrazeni ffg, resp. fp jsou vlastné permutace Fadkul, resp. sloupcii zobecnéného
R-latinského ¢&tverce a zobrazeni fr je involuci okruhu £, (R). Uzitim véty 4 dosté-
vame, ze

w(fh(L)) = w(P - L) = w(P)w(L) = ew(L) = w(L).

Analogicky plati w(f5(L)) = w(L) a w(fr(L)) = w(L") = w(L). Odtud pak plyne,
7e bijektivni zobrazeni fbh, fr a fr zachovévaji stejnou hodnotu véhy zobecnénych
R-latinskych ¢tvercu.

3. Zobecnéné latinské ¢tverce v genetice

V tomto odstavci uvedeme aplikace zobecnénych R-latinskych ¢tvercii v genetice. Pro
orientaci ¢tenare se nejprve zminime o nékterych pojmech a vysledcich dosazenych
v matematické genetice. Je vSeobecné znamo, Ze proteiny (bilkoviny) jsou zdkladnimi
stavebnimi kameny vSech zivych organismi. Je rovnéz zndmo, Ze se proteiny skladaji
z aminokyselin, které jsou mezi sebou vzajemné spojeny peptidickymi vazbami, a ze
zpravidla vytvareji linearni fetézce. Ze vSech aminokyselin je pouze 20 téch, které se
Ucastni pii stavbé proteinti. Jejich syntéza je fizena procesem zvanym translace. Pro
zavedeni tohoto pojmu ozna¢me symbolem K mnozinu

K = {A’ U’ C7 G}7

kde A je nukleovd béze adenin, U uracyl, C' cytosin a G guanin (viz [18]). Tyto
nukleotidy vytvareji vzajemnym spojovanim trojice zvané triplety a spolu s cukrem
ribézou a kyselinou fosfore¢nou vytvareji kyselinu ribonukleovou RNA. Prostifednic-
tvim tripleti nukleovych bazi A, U, C, G jsou kédovany odpovidajici aminokyseliny.
Oznaéme dale symbolem .4 mnoZinu zminénych 20 aminokyselin a tii slov amber,
ochre a opal, coz jsou terminacni symboly znamenajici ukonceni syntézy proteinu
(a také jména nerosti). Za vélenéni urcité aminokyseliny do proteinového Fetézce
odpovidé vzdy pouze trojice nukleotidd. Translaci budeme tedy rozumét zobrazeni
t: K x K x K — A. Kazdy triplet bazi kéduje bud ur¢itou aminokyselinu, nebo ozna-
¢uje pocatek ¢i ukonceni syntézy proteinu.

Zdavodnéni faktu, pro¢ k uréeni konkrétni aminokyseliny z mnoziny A jsou vhodné
procesu kddovani. Definitivni tvar genetického kédu byl stanoven r. 1966 M. W. Ni-
renbergem sestavenim tabulky tripleti pro vsechny bilkovinotvorné aminokyseliny.
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V tomto ¢lanku mtzeme tuto tabulku kédd uvést ponékud pozménénou, a to ve tvaru
¢tvercové matice fadu 8.

TABULKA 1. VS8echny mozné triplety nukleotidi z mnoziny K. Kazdy z nich kéduje nékterou
bilkovinotvornou aminokyselinu nebo oznacuje ukonceni syntézy bilkoviny.

rvuvu uUcu UAU UGU
vuc UvUcc UAC UGC

| CUU CCU CAU CGU T
| cuCc ccc CAC CGC
UUA UCA UAA UGA | CUA CCA CAA CGA
uuG UCG UAG UGG | CUG CCG CAG CGG
e
AUU ACU AAU AGU | GUU GCU GAU GGU
AUC ACC AAC AGC | GUC GCC GAC GGC
AUA ACA AAA AGA | GUA GCA GAA GGA
L AUG ACG AAG AGG | GUG GCG GAG GGG ]

Priklad 1. Nyni ukdZeme, ze tabulku 1 lze ekvivalentné zapsat pomoci zobecnéného
R-latinského ¢tverce. Za timto ucelem si zvolme cyklickou grupu G fadu 4, kde
G ={e,g,9% ¢%}. Pocet prvkii G pfitom odpovidd poctu nukleovych bazi. Ozna¢me
nyni symbolem R¢g komutativni okruh nad Z, jehoz mnozina generatori je grupa G.
Okruh Rg je izomorfni Gaussovu oboru integrity Z(i) (viz [24]). Konstrukei zobec-
néného Rg-latinského ¢tverce odpovidajiciho tabulce 1 provedeme nyni takto. V ta-
bulce 1 polozime
U=e, C=g, A=¢?> G=¢°

a tyto prvky mezi sebou vynasobime. Jestlize pouzijeme zdkladni vlastnosti grupy G,
pak obdrzime nésledujici Rg-latinsky ¢tverec fadu 8:

re g ¢ ¢ | g ¢ ¢ e
g 92 93 e | 92 g3 e g
¢ ¢ e g | ¢ e g g
¢ e g ¢ | e g ¢ 4
L=|—— —— = | —— = -
9 9 e g | & e g g
g e g g | e g ¢ g
e g ¢ ¢ | g ¢ ¢ e
Ly ¢ ¢ e | ¢ ¢ e gl
Oznacime-li symbolem B matici
e g 92 g°
g 9 ¢ e
B= ,
9 ¢ e g
¢ e g ¢

pak mtzeme matici L zapsat v blokovém tvaru

I — B ¢gB
“|¢’B ¢*B|-°
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Snadno se lze piesvédéit, ze samotné bloky B, ¢B, ¢?>B a ¢°B tadu 4 jsou také latinské
¢tverce nad R¢. Pfipomenme jesté, ze v tabulce 1 predstavujici genetické kédy nejsou
uvedeny kédované aminokyseliny (vzhledem k tomu, zZe konstrukce zobecnéného latin-
ského ¢tverce je na tom nezavisld). Pro podrobnéjsi informaci o genetickém kédovani
doporucujeme ¢tenéfi prace [18], [30] a [32].

Na zavér tohoto piikladu uvedme jesté jednu zajimavost. Jestlize v tabulce 1
vynechame ve vSech tripletech prvni (nebo druhou) nukleovou bazi, pak dostaneme
blokovou matici fadu 2 nasledujiciho tvaru:

UU CU AU GU
D D UC CC AC GC
D::L) D]’ kde  D=1pya ca 44 Ga
UG CG AG GG

Provedeme-li nyni v matici D zdménu nukleovych bazi za prvky grupy G (jiz uvedenym
zpusobem), pak vyslednou matici bude matice B.

Z tabulky genetického kédu (viz [18, str. 213]) je moZno zjistit, Ze vétSina aminoky-
selin je kédovéana vice triplety. Naptiklad alanin je kédovan ¢tyfmi rtznymi triplety
GCA, GCU, GCC a GCG lisicimi se jen tfeti nukleovou bazi. Arginin, leucin a serin
jsou kédovany dokonce Sesti riiznymi triplety. Castym jevem, ktery muize postihnout
geneticky kéd, je tzv. mutace, pii niz dochazi ke zméné nukleové baze nékterého
tripletu, k jeho ztraté (deleci) nebo ke vélenéni nové skupiny bazi do procesu kédovani.
Bodova mutace spociva ve zméné praveé jedné nukleové baze tripletu.

Priklad 2. Zavedme nejprve nasledujici oznaceni. Necht p, je pravdépodobnost, Ze
nedojde k zddné zameéné nukleovych bazi. Oznacme p;, resp. p2 pravdépodobnost, ze
dojde k zdméné nukleovych bazi U « C, resp. A < G. (Podobné lze uvazovat zdménu
U < G, resp. A < C; nebo U <« A, resp. C «— G.) Experimentalné bylo zjisténo, ze
pfi vSech téchto zaménéach nukleovych bazi triplett plati:

(i) 0<pa<p <pr<l.

Vzhledem k tomu, ze pro kazdou bézi existuje vzdy jedna zdména, ktera je nejprav-
dépodobnéjsi (zatimco ostatni dvé jsou méné pravdépodobné), a mimo to baze mize
zistat i nezménéna, plyne odtud, ze

(i) p1+2p2+pr=1.

Zduraznéme, ze vSechny tyto ndmi uvedené pravdépodobnosti se tykaji vSech bo-
dovych mutaci, nikoliv pouze na treti bazi tripletu. Nasledujici symetrickd dvojité
stochastickd matice charakterizuje tuto bodovou mutaci

Pr P11 P2 P2
M= |P1 Pr P2 P2
b2 p2 pPr P1
b2 P2 p1 DPr
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Vzhledem k (i) a (ii) odtud plyne, ze M je zobecnény Rg-latinsky ¢tverec fadu 4.
Ozna¢me nyni

M1|:pr pﬁ’ M2{p2 P2].
p1 Dr P2 D2

Vidime, ze matice M; je latinsky Ctverec, zatimco M, je zobecnény Rg-latinsky
¢tverec. Matici M lze vyjadrit blokové ve tvaru

| My M,
v= 08 3]

Je opét ziejmé, Ze blokova matice M je latinsky c¢tverec fadu 2. Pro podrobnéjsi
informaci viz [15].

Na zavér jesté poznamenejme, Ze zobecnéné latinské Ctverce lze zavést téz nad
komutativnimi polookruhy (viz [17]). Nékteré vysledky pro takové zobecnéné étverce
rovnéz plati.

Podé&kovani. Autor dékuje RNDr. A. SOLCOVE, Ph.D., a prof. L. SOMEROVI z Washingtonu,
D.C., za velmi cenné pfipominky a Mgr. Ing. J. SOLCOVI za pomoc s obrazky. Podpofeno
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