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Soudobé problémy
matematické teorie klimatu

Jiri Hordk, Praha

V posledni dobé pozorujeme zvysSeny zadjem odborné i laické vefejnosti o otazky
klimatu, pfedevsim spojené s jeho moznymi zménami vedoucimi az ke ,klimatickym
katastrofam“. V fadach fyzik i matematiki vznikaji rtizné scénare, které by meély
tento proces kvantifikovat. Mezi nimi pfedni misto nalezi matematické teorii klimatu,
ktera je spojovacim Clankem mezi statistickou teorii klimatu, jeho fyzikalni teorii,
hydrodynamickou teorii klimatu a numerickym modelovanim klimatického systému.
V prvnim pripadé je cilem popis klimatu soudobymi statistickymi metodami, pfedmeé-
tem fyzikalni teorie je studium fyzikalnich procesi odpovédnych za formovani klimatu,
v hydrodynamické teorii klimatu zkoumame linearni a nelinearni procesy v klimatic-
kém systému. Numerické modelovani je zaméfeno na predpovédi klimatickych zmén pri
pusobeni vnéjsich perturbaci atmosféry. Ostatné to je nosnym tématem i matematické
teorie klimatu, orientované na vyhledani operatoru odezvy klimatického systému na
vnéjsi vzruchy. Podnét k napsdni tohoto piispévku vzesel z naSich studii [1 az 4]
uvefejnénych na strankdch PMFA a také z prace [5]. V téchto ¢lancich i v tomto
pojednani neuvazujeme slozky klimatického systému souvisejici s jeho vnit¥ni dynami-
kou, napt. dynamikou oceant ¢i vztahi mezi atmosférou a ocednem. O tomto vztahu
mize zajemce ziskat zakladni informace napf. v kapitole 9 monografie Dymnikova
a Filatova Mathematics of Climate modeling, Birkhduser 1997, kde je uvedena dalsi
literatura. Uvadime, Ze podle nazor prednich specialistd pracujicich v geofyzikalni
hydrodynamice je interakce mezi oceanem a atmosférou stale velmi obtizné matema-
ticky zvladnutelna.

Matematicky vychazi teorie klimatu z teorie dynamickych systému (kvalitativni dy-
namiky) a z ergodické teorie téchto systému. Zajimame se o zdkony chovani trajektorii
klimatického systému prostfedky kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic a hledame
globalni geometricky obraz trajektorii pole definovaného rovnicemi. Ne vSechny tyto
myslenky jsou nové, nékteré z nich lze vystopovat jiz u Poincarého. Co vsak je
nové, je jejich ucelend syntéza, umoznujici principialné novy pristup ke studiu déjiu
probihajicich v atmosfére. Pravé zde se jevi pouZiti teorie dynamickych systému jako
velice zajimavé a perspektivni. Nicméné nelze zastirat, ze aplikace této teorie prinasi
i nékteré problémy, které zde budeme jmenovat a jez vyzaduji podrobnéjsi zkoumani.

Vyjdeme z pfedpokladu, Ze evoluce klimatického systému je determinovan (postadi,
budeme-li tento pojem chépat intuitivné) a je popsdna jistym systémem nelinearnich
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parcialnich diferencidlnich rovnic, ktery zapiSeme ve formalnim tvaru

g—f:F(%/\,fL ¢l,_o= %0, YEW. (1)
Zde je ¢ vektorova funkce z nekonecnédimenziondlniho fazového prostoru ¥, A a f
jsou vektory parametri a vnéj$itho ptsobeni na systém. O funkci ¢ predpokladame,
ze je dostate¢nd hladkéi. Tento predpoklad je ve vétSing pripadt prijatelny, nebot je
pouze matematickym vyjadfenim faktu, ze fyzikalni veli¢iny byvaji spojité.

Prvnim problémem je feSitelnost systému (1), kde je tieba dokézat jednoznacéné
FeSeni tlohy (1) na libovolném koneéném ¢asovém tseku. Piestoze se jiz diive podafilo
dokézat teorémy o feSitelnosti fady geofyzikdlnich systému, pouzité metody nelze
aplikovat na modely vSeobecné cirkulace atmosféry. Dikaz existence a jednoznac-
nosti se podaril az po zavedeni doplnkové disipace vysokého fddu na pravou stranu
rovnice (1) (viz [6]).

Piejdéme k otézce existence atraktoru systému (1)!). Jestlize pocateéni stavy sys-
tému lezi na atraktoru, trajektorie z nich vychézejici jsou také prvky této invariantni
kompaktni mnoziny. VSechny ostatni trajektorie budou pro velkd ¢ (zejména tento
pifipad je pro nas zajimavy) na atraktoru kumulujici. Protoze atraktor je kompaktni
mnozina, existuje na ném invariantni mira. To znamend, Ze mira mnoziny stavi
systému se neméni puisobenim jeho dynamiky a vystfedovani podle miry nezavisi
na Case. Pro ergodicky systém je to jedind mira na atraktoru. Tehdy je vysledek
vystfedovani podle trajektorie shodny s vysledkem vystfedovani podle invariantni
miry. Zavér je nasnadé: existence atraktoru systému (1) je dtlezitym faktem pro
analyzu jeho ,klimatickych“ vlastnosti.

Byly provedeny dtikazy teorémt o existenci atraktordi pro zjednodusené modely
v8eobecné cirkulace atmosféry [6]. Tézkosti spojené s dikazy existence atraktori
u soucasnych modeli spocivaji v tom, ze modely, s nimiz jsem se az dosud setkaval,
nejsou (pfi platnosti zdkona zachovani hmoty) disipativnimi systémy. Zakon zachovani
energie (za nepfitomnosti vnéjsiho ohfevu a disipace) neni kvadratickou formou,
pokud plati zdkon zachovani potencidlové teploty. Tato teplota ziustava konstantni
pri adiabatickych déjich v suchém vzduchu, tzn. Ze je stalou vlastnosti vazké hmoty,
pokud nedochéazi k fazovym zménam vody. To naznacuje, Ze je tfeba dokazat existenci
atraktoru na hladiné konstantni hmotnosti, ktera poté je parametrem tlohy. Situace
kolem atraktoru se tak zna¢né komplikuje. Jistého pokroku bylo dosazeno pro jednodi-
menzionalni rovnice vazké stlacitelné tekutiny, kde se podarilo formulovat podminky,

1) Pripomenme si definici atraktoru. Je-li U oteviend podmnozina fazového prostoru M,
fekneme, ze A C U je atraktor s fundamentalnim okolim U, jestlize pro kazdou otevienou
mnozinu V O A je f'U C V (f* je evoluéni operator zobrazujici fAzovy prostor M do M) pro
dosti velka t; f*A = A pro vSechna t. Mnozinu viech stavii, které pro dosti velké t piejdou

do fundamentalniho okoli U, tj. mnozinu |J f'U, nazveme oblasti vlivu atraktoru A. Je-li
t>0
oblast vlivu A cely prostor M, fekneme, Ze A je univerzdlni atraktor. Jestlize U je oteviena

podmnozina fazového prostoru M a uzévéry mnoziny f'U jsou kompaktni pro dosti velké ¢

v U, pak mnozina A = |J f'U je kompaktni atrahujici mnoZina s fundamentalnim okolim U.
>0
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za nichz je atraktor pevny bod. Dodejme, Ze plati teorémy o existenci atraktoru pro
barotropni a dvojslozkovou atmosféru pfi geostrofické aproximaci, tj. za predpokladu,
7e pohyb v atmosféfe lze nahradit horizontalnim pohybem.

Dalsim tkolem je odhad dimenze atraktoru, a to za pfedpokladu, Ze je dokazéan teo-
rém o jeho existenci. Bude-li kompaktni mnozinou, atraktor je ,skoro-dimenzionalni*
v tom smyslu, Ze pro libovolné malé € > 0 lze atraktor projektovat na mnozinu kone¢né
dimenze a norma projektoru (operatoru projekce) se nebude lisit od jednotky vice nez
0 €. Pro mnohé modely atmosféry se podafilo prokazat koneénou dimenzi atraktort
a odhadnout jejich dimenzi. Mame na mysli barotropni a dvojslozkovy baroklinni
model atmosféry a také nékteré zjednodusené modely vSeobecné cirkulace atmosféry.
Nebudme vSak prilisnymi optimisty; odhady jsou vesmés nadhodnoceny, protoZze je po-
uzity postup fakticky zalozen na energetickych vztazich a neptihlizi k pravym stranam
systému (1). Uvadéné odhady jsou jen dokladem toho, ze atraktor je kone¢nédimenzio-
nalni. Vyjimku tvofi vypocty dimenze atraktoru jednoduchych modelt atmosféry typu
rovnic barotropni atmosféry a dvojvrstvého baroklinniho modelu. V téchto pfipadech
se uplatni vztah mezi globalnimi Ljapunovovymi exponenty a dimenzi atraktoru.

Pristupme k tloze o stabilité atraktoru jako mnoziny pii perturbaci parametri
tlohy. Uvédomme si, ze hlavnim pfedmétem matematické teorie klimatu je studium
charakteristik klimatickych modelt s velkou periodou a jejich citlivost na vnéjsi
vzruchy. Protoze vSechny trajektorie systému budou dfive ¢i pozdéji lezet na atrak-
toru systému, jsou pravé tyto charakteristiky zaroven charakteristikami atraktoru
systému, tj. mnoziny, k niz smétfuje vyvoj klimatického systému, a také invariantni
miry definované na této mnoziné. Odtud je ziejmé, ze vySetfovani stability atraktoru
systému jako mnoziny a jeji invariantni miry s ohledem na vnéjsi perturbace je jednou
z hlavnich tloh matematické teorie klimatu. Obratme pozornost k systému (1), jehoz
feSeni zapiSeme ve tvaru

@ = Sx(t)¢(0),

kde je Sx(t) operdtor ulohy zavisejici na vektoru parametrtt A [7]. Nechf mnoZina
pripustnych hodnot parametrta tvori jisty metricky kompakt a budiz Ao néjaky jeho
vnittni bod. Pozadujme, aby pro vSechny hodnoty parametri blizkjch k hodnoté Ag
mél systém atraktor Ay. Pro rtiznd A mohou byt i atraktory od sebe rtzné. Podle [7]
plati: Jestlize k libovolnému e > 0 existuji 7' > 0 a 6 > 0 takovd, Ze pro |\ — A\g| < ¢
dostavame |Sx(T) — Sx, (T)| < &, poté Ay — Ay, pro A — Ag. Konvergenci zde ché-
peme v slabém smyslu a Ay — Ay, znaci, Ze pro A — Ao atraktor perturbovaného
systému A lezi v libovolné malém okoli mnoziny Aj,. Nelze vsak zarudit, Ze mnoziny
Ay a A), budou mit stejnou strukturu. Konvergenci Ay k mnoziné Ay, (s hausdorffov-
skou metrikou) nelze zaruéit pro libovolné hodnoty parametri, ale jen pro \g € A C A,
kde je A soubor parametrii a A jeho uzavér (A je husté v A). Jinak feceno, vlastnost
spojité zavislosti atraktoru systému (1) na parametru A je splnéna nikoliv v bodé Ag,
ale jen pro néjaky bod libovolné blizky k Ag. Je ziejmé, ze odhad |Sx(T") — S, (T)]| < €
plati tehdy, jestlize byl pro systém (1) dokdzén teorém o korektnosti feseni a spojité
zavislosti feSeni na parametrech. Otazka o korektnosti daného problému je, velmi
zhruba Teceno, otazka, zda se ,,malo*“ zméni feSeni, zméni-li se ,malo“ pocatecni, resp.
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okrajové podminky. Abychom mohli zarucit spojitou zavislost atraktoru na parametru
v libovolném bodé Ao, je nutné, aby uvedeny odhad platil pro T' > w(\, ), kde w(\, ¢)
je ¢as, v jehoz prubéhu dojde k atrahovéni e-okolim atraktoru Ay. K tomu je tfeba
Fici, ze pokud je veli¢ina w ohrani¢ena konstantou (nezdvisejici na ¢ a ), plati spojita
zavislost atraktoru na parametru tlohy ve vnitfnim bodé intervalu Ag.

Prejdéme ke kone¢nédimenzionalnim aproximacim modeli atmosféry a klimatu a je-
jich atraktortm. Pfi kazdé takové aproximaci (pfechod od nekoneénédimenzionalniho
systému rovnic termodynamiky lze provést napiiklad Galerkinovou metodou) je tfeba
prihlédnout k tomu, ze regularni ¢asti operatoru vychozi tlohy bez disipace a vnéjsiho
pusobeni prislusi cely soubor zakoni zachovani. Z fyzikalniho pohledu jsou mnohé
takové invarianty velice dulezité pro formovani raznych charakteristik atmosférické
cirkulace. Tak napfiklad zachovani enstrofie a energie v dvojdimenzionalni aproximaci
formuje rozdéleni energie v inercidlnim intervalu spektra turbulence (v tomto intervalu
ptisobi jen sily setrvacnosti). Proto ¢iselnd schémata ziskand aproximaci musi alesponi
priblizné zachovat invarianty systému. Z matematického hlediska pravé pritomnost
kvadratickych zakonti zachovani pro regularni ¢ast konecénédimenzionalniho modelu
pfi pozitivni definitnosti operatoru popisujiciho disipaci umoznuje trivialni dikaz exis-
tence atraktoru kone¢nédimenzionalniho systému. Slozitou tlohou je i dikaz konver-
gence invariantni miry koneénédimenzionélni aproximace k invariantni mife ptivodniho
systému. V tomto sméru nemame k dispozici zddné informace.

Zabyvejme se nyni typickou kone¢nédimenzionalni aproximaci klimatického sys-
tému (1), ktery povazujeme za uréity model cirkulace atmosféry, a predpoklddejme,
ze jsme Uspésné vyresili vSechny dosud vyjmenované tlohy. Vyjdéme z rovnice

%—fZF(w)H, ¢|,_o =v0, @eRY, (2)
v niz je ¢ vektor stavu systému tvofen souborem spektralnich koeficientti poli teploty,
rychlosti vétru a podobné, N je jeho dimenze (rovnéz dimenze fizového prostoru),
F(¢) jisty nelinedrni operator a f vnéjsi perturbace ptsobici na systém. Budeme
pozadovat, aby systém (2) mél atraktor A s ergodickou invariantni mirou u sou-
stredénou na atraktoru. Tim je dadna moznost vypocitat statistické charakteristiky
systému (momenty apod.) vystiedovanim podle této miry. Vime, ze typicky atraktor
modelu atmosféry méa slozitou fraktalni strukturu s dimenzi mensi, nez je dimenze
fazového prostoru. Kromeé toho jsou trajektorie takovych modelt nestabilni ve smyslu
Ljapunova, takze podél nékterého sméru, ktery odpovida kladnym Ljapunovovym ex-
ponentim, dochazi k ristu k-dimenzionalni ¢asti fazového objemu a dimenze atraktoru
nemuze byt mensi nez k. Tento atraktor lezi uvnitf ohrani¢ené absorbujici mnoziny,
a proto je atraktor fraktalni mnozinou systému o dimenzi r (k < r £ N), vloZenou do
absorbujici mnoziny systému. Dimenze atraktoru r je vesmés velkd, viz [5]. Vyjdeme-li
ze zapisu (2), pro stfedni stav a rozptyl systému dostéavame

¢:/wdu, Dwz/(sD*G)Zdu-
A A

Pro jednoduchost predpokladejme, ze plati

?=0, Dw:/wzdu-
A
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Zaroven se systémem (2) nas zajima perturbovany systém s doplitujicim ¢lenem df:

oy’
S =P+ f+of, ¢l = ¢ RV
Takovy systém mé sviyj vlastni atraktor A’ (obecné se neshoduje s A) a invariantni
miru p’ soustfedénou na A’. Tehdy bude

(p/:/14 (pldﬂ/, DQDIZ/ (QOI*GI)Zd,U/
a zmény stfedniho stavu a disperze systému jsou dany vztahy
5@1/ w’du’*ﬁz/ ¢ du' =U(5f),
A A
dDp = / (¢ =% dy - / @*du' = V(6f).
’ A

Zde jsou U a V jisté operatory (mozn4 nelinedrni), spojujici zmény vné&jsi perturbace
s proménami stfedniho stavu a disipace systému. Z pohledu fyzika se jako logicky jevi
predpoklad, Ze prfi malych zménach vnéjsiho plisobeni na systém bude zavislost stfedni
hodnoty a disipace na téchto zménach vyjadiena hladkou funkci a operatory U a V'
budou linedrni. V redlnych atmosférickych systémech vsak takovy predpoklad nemusi
platit. Pfi¢inou je fraktalni struktura klimatického atraktoru se soustiedénou hustotou
invariantni miry a neni zfejmé, jak pri existenci miry na tomto atraktoru Ize derivovat
jeji momenty. Také ndm neni znamo, je-li invariantni mira stabilni. Co vSak vime, je, Ze
hladka zavislost invariantni miry a vsech jejich moment na parametrech tlohy plati
pro hyperbolické chaotické systémy [8]. Pro nalezeni operatoru odezvy je proto tieba se
rozhodnout, zda mame ,upravit® vychozi systém tak, aby se mira na jeho atraktoru
chovala ,rozumné“, nebo forméalné ptihlédnout k teorii chaotickych hyperbolickych
systému s nadéji, ze muzeme momenty miry vychoziho systému derivovat podle jeho
parametrt. Piiklonime se zde k druhé moznosti a pak 1ze invariantni miru aproximovat
pomoci periodickych trajektorii (orbit) tohoto systému [7]. Otazka, zda mizeme touto
cestou ziskané vysledky zobecnit na systémy s nenulovymi Ljapunovovymi exponenty,
zustava oteviena.
Predpokléddejme, Ze vychozi systém mé po aproximaci tvar

(k) = S(k)(#(0)),

kde je S nelinearni operator diskrétniho systému zavisejici na kroku aproximace prova-
déné v case a k je Cislo kroku. Necht je S(S}) soubor viech periodickych feseni (orbit)
perturbovaného systému. Index n predstavuje periodu orbity a index p =1,2,..., P
o¢islovavé orbity se stejnou periodou n (P je jejich pocet). Stfedni hodnota jisté funkce
F(¢) je podle [7] ddna vztahem

F= [ Flo)du= fim "=
2. 2. ap
n=1p=1
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V tomto vyjadfeni je an stfedni hodnota funkce F' na periodickém feseni s periodou n
a s Cislem p. Vahovd funkce a;; predstavuje miru nestability daného reseni. Plati

al = i

Poexpyl AL

kde exp(}_; Ny ) je soucin vSech nestabilnich (vétsich nez 1) multiplikdtor exp(\Y)
daného periodického feseni. Pro dostatecné velkd N dostavame

Funkce ¢(0) pfislusi orbité s indexem np. Ptipustme, Ze pravé strana systému je
perturbovana malou vnéjsi akci 0f. Pro stfedni stav systému mame

¢i s presnosti az na malé veli¢iny prvniho fadu @ = Udf.
Pro operator U tak ziskdme formélni vyjadieni tvaru

1 R T S o
U= E (an(A@np)Wflap +‘4(117 a(sfl Qpnp - ap@np% aéfz ag ) ) (3)

vnémz A =) ay. Analogicky vztah lze ziskat i pro druhé momenty systému.
np

Abychom mohli vyraz (3) numericky aproximovat, je tfeba znit dostateény po-
¢et periodickych trajektorii systému a rozhodnout o jejich citlivosti na malé zmény
pravé strany systému. Také je nezbytné urcit operatory odezvy stiednich hodnot ,,,
a multiplikétort exp(\%.) pro kazdé nalezené periodické feseni. Tak ziskdme vztah pro
operator odezvy stfedniho stavu systému. MtZzeme namitnout, Ze metoda zalozena
na teorii chaotickych dynamickych systémi je tézkopadné, posuzujeme-li ji z hlediska
numerické analyzy. Nicméné podarilo se ji ispésné realizovat pro nékteré jednodussi
modely atmosférickych systémii véetné barotropniho modelu ocednu [7]. Jeji pfednosti
je, ze neoperuje s predpokladem o gaussovském rozdéleni pravdépodobnosti v mode-
lech vSeobecné cirkulace atmosféry, ktery tvori zaklad metody konstrukce operatoru

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 3 193



odezvy, zaloZené na fluktua¢nim disipativnim vztahu [7]. Tento vztah spojuje operéator
odezvy systému na malé vnéjsi perturbace se statistickymi charakteristikami. V ade-
kvatnich modelech vSeobecné cirkulace atmosféry je rozdélovaci funkce velmi ptiblizné
gaussovskd (v disperznich tlohdch se setkdvame se statistickymi momenty vy$Sich
Fadu, které pfi gaussovském rozdéleni nabyvaji nulovych hodnot). Nedostatek metody
,periodickych trajektorii* vidime v tom, ze vyzaduje znalost operatoru tlohy. Nutno
podotknout, Ze v fadé praci se setkdvame s jinym vyjadienim véhovych funkei ay.

Jmenujme zde studii [9], kde
" n

Pfi této volbé vSak nelze zarucit konvergenci v (3) pro N — oco. Ta plati jen pro

a

konecna N, tj. pro kone¢ny pocet periodickych feseni, v kazdém pripadé pro uvazovany
konkrétni model.

Nyni jiz mizeme prikrocit k zévéreénému shrnuti vysledkt. Je zfejmé, ze koneéna
verze teorie citlivosti pro modely klimatu stéle ¢ekd na dokonceni. To podstatné, co
dnes vime, je, ze podle numerickych experimenti provedenych s modely vSeobecné
cirkulace atmosféry jiz lze odezvu modelu dobfe aproximovat linedrnim operatorem.
Navic po aplikaci fluktuacni disipativni relace, ktera ¥ika, Ze odezva systému na malou
pulzni perturbaci je analogické reakci na prirozenou fluktuaci, postaci k ziskavani
tohoto operatoru znalost statistické charakteristiky stfedniho stavu modelu. Také
se ukazuje, ze takovy operator lze nalézt analyzou experimentalnich dat realného
klimatického systému. To ndm umozinuje vytipovat vnéjsi perturbaci, kterd vybudi
nejvétsi zmény stiedniho stavu, a identifikovat klimatické modely s ohledem na jejich
citlivost.

Literatura

[1] HORAK, J.: Klima, objekt matematického zkoumdni (1. ¢dst). PMFA 46 (2001), 313-327.

[2] HORAK, J.: Klima, objekt matematického zkoumdni (2. ¢ast). PMFA 47 (2002), 56-70.

[3] HORAK, J.: O jedné formé skryté symetrie chaotickych stavi atmosférickych procesi.
PMFA 48 (2003), 315-325.

[4] HORAK, J.: K problému odezvy atmosféry na malé vnéjsi perturbace. Pokroky matema-
tiky, fyziky a astronomie 49 (2004), 45-52.

[5] HorRAK, J., KRLIN, L., RAIDL, A.: Deterministicky chaos a jeho fyzikdini aplikace.
Academia, Praha 2003, 437 s.

[6] Lions, J. L., TEMAM, R., WANG, S.: New formulations of the primitive equations of
atmosphere and applications. Nonlinearity 5 (1992), 237-288.

[7] DYmMNIKOV, V. P., GRICUN, A. S.: Sovremennye problemy matematiceskoj teorii klimata.
Fizika atmosfery i okeana 41 (2005), 294-314.

[8] HORAK, J., KRLIN, L.: Deterministicky chaos a matematické modely turbulence. Aca-
demia, Praha 1996, 444 s.

[9] KAzZANTSEV, E.: Sensitivity of the attractor of the barotropic ocean model to external
influences: approach by unstable periodic orbits. Nonlinear Proc. Geophys. 8 (2001),
281-300.

194 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 3



		webmaster@dml.cz
	2012-08-26T04:44:34+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




