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Metoda presunu okrajovych podminek

Emil Vitasek, Praha

1. Uvod

Metoda pfesunu okrajovych podminek je pfes svou elementarnost az prekvapivé efek-
tivni pfi feseni praktickych i teoretickych problému spojenych s problematikou feseni
velmi obecnych okrajovych tloh pro obycejné diferencialni rovnice. Je jen Skoda, ze
tato metodika je pomérné maélo rozsifena. Snad to lze vysvétlit tim, Ze originalni
obsahld prace na toto téma byla publikovdna v dost tézko dostupné, a proto i mélo
rozsifené publikaci [1].

Pro objasnéni zakladni myslenky tohoto postupu uvazujme velice jednoduchy pii-
klad dvoubodové okrajové tlohy pro obycejnou linearni diferencidlni rovnici druhého
rfadu. Dvoubodovou okrajovou tlohou budeme v tuto chvili rozumeét pro urcitost tlohu
nalézt funkci, kterd v intervalu [a,b] splituje danou diferencidlni rovnici a pro niz
je v koncovych bodech tohoto intervalu predepsana linedrni kombinace jeji hodnoty
a hodnoty jeji prvni derivace. Uz v elementarnich kurzech o oby¢ejnych diferencialnich
rovnicich se ukazuje, Ze obecné feSeni diferencialni rovnice druhého fadu zavisi na
dvou konstantach. Okrajové podminky nam pak daji pro tyto konstanty dvé rovnice,
a maji-li tyto rovnice feSeni, eventudlné jediné feseni, ma i vySetfovand okrajova
uloha feseni, poptipadé jediné feseni. Uvazujme nyni mnozinu feseni nasi diferencialni
rovnice, ktera spliiuji pouze jednu z okrajovych podminek. Tato podminka vytvari
vazbu mezi konstantami, na nichz zavisi obecné fesSeni, a uvazovand mnozina feSeni
bude tak zaviset pouze na jedné konstanté. Vylouc¢ime-li derivovanim tuto konstantu,
je viceméné ziejmé, ze kazdé feSeni nasi diferencidlni rovnice bude splnovat v kaz-
dém bodé daného intervalu diferencialni rovnici pruniho fadu, ktera bude vzhledem
k linearité vySetfované rovnice patrné také linearni. ReSeni dané diferencialni rovnice
splnujici pouze jednu z okrajovych podminek bude tedy splriovat okrajovou podminku
stejného typu v libovolném bodé uvazovaného intervalu. Danou okrajovou podminku
jsme tedy presunuli do libovolného bodu daného intervalu.

V nasledujicim odstavci ukazeme na piikladé dvoubodové okrajové tlohy pro dife-
rencialni rovnici druhého fadu, ze tato velice prosta tvaha vede k o¢ekavanému cili.
Ve 3. odstavci pak naznacime, jak lze tento postup zobecnit na podstatné obecnéjsi
okrajové ulohy pro soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic.
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2. Diferencialni rovnice druhého radu

Uvazujme linearni diferencialni rovnici druhého radu

(2.1) —(p@)y) + a(@)y = f(x)

s linedrnimi okrajovymi podminkami

—ap(a)y'(a) + Pry(a) = 7,
azp(b)y’(b) + B2y (b) = 72,

kde p, p’, q a f jsou spojité funkce a p spliiuje nerovnost

(2.3) p(z) Z2po >0, z¢€la,b].

(2.2)

Metoda presunu okrajové podminky je v pfipadé této okrajové tlohy zaloZena na
nasledujicim jednoduchém tvrzeni, které se dokéze velmi snadno.

Lemma 2.1. Necht funkce y spliiuje v intervalu [£1,&2] diferencidlni rovnici (2.1).
Necht kromé toho v néjakém bodé &y € [&1,&a] platd

(2.4) ap(éo)y’ (o) + By(&) =1
Necht koneéné funkce z je v intervalu (1, &) Tesenim diferencidlni rovnice
(2.5) - (p(x)z’)/ +q(z)z =0

s pocdtecnimi podminkami

(2.6) 2(&) = —a,  p(&0)7' () =B

a funkce c je teSenim diferencidlni rovnice

(2.7) d=fz

s pocdtecni podminkou

(2.8) (o) =7-

Pak pro kaZdé x € [&1,&2) plati

(2.9) —z(x)p(2)y (z) + p(x)? (2)y(z) = c(z).

Toto lemma je matematickym vyjadfenim toho, co jsme naznacili v ivodu. MnozZina
feSeni diferencidlni rovnice (2.1), kterd spliiuji navic linedrni podminku typu (2.4), je
popséna diferencidlni rovnici prvniho fadu, jak jsme odekdvali. Na rovnici (2.9) se lze
tedy divat jako na vysledek pfesunu podminky (2.4) z bodu & do libovolného bodu
intervalu [£1, &2]. Podtrhnéme jako velmi dulezitou skuteénost, Ze vSechny koeficienty
v presunuté podmince se urci feSenim tloh s pocdtecnimi podminkami.

Lemma 2.1 nabizi postup feseni okrajové tilohy (2.1), (2.2): Kazdou z podminek (2.2)
presuneme do téhoz bodu intervalu [a,b]. Dostaneme tak dvé rovnice, které svazuji
linearné hodnotu hledané funkce s hodnotou jeji derivace v témz bodé. Z téchto rovnic
muZeme, alesponi za vhodnych predpokladi, vypocist funkéni hodnotu a hodnotu prvni
derivace, a tak ziskat poc¢ateéni podminky pro rovnici (2.1).

V nasledujici vété zformulujeme zakladni vlastnosti pravé popsané metody.
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Véta 2.1. Necht jsou splnény rovnice (2.2). Necht ddle funkce z, resp. 2 jsou fesenim
diferencidlni rovnice (2.1) s pocédtecnimi podminkams

(2.10) 2(a) = a1, pla)z'(a) = B,
resp.
(2.11) 2(b) = —az, p(b)Z'(b) = 2

a funkce c, resp. ¢ je feSenim diferencidlni rovnice
(2.12) d = fz,
resp. diferencidlni rovnice

(2.13) d=rz

s pocdtecni podminkou

(2.14) cla) =,
resp.
(2.15) é(b) = 7a.

Pak lze pro kazdé xq € [a,b] sestavit soustavu linedrnich algebraickych rovnic

p(x0)?' (o), —p(v’UO)Z(ﬂCO)] {kl} B {0(960)] 7

p(z0) (x0), —p(wo)2(xo) | Lha] L é(o)

(2.16)
pro niZ plati: Md-li okrajovd dloha (2.1)—(2.2) feseni y, je vektor (y(sco),y’(xg))T
resenim soustavy (2.16), a naopak md-li soustava (2.16) feseni (ki, k)", je funkce vy,
kterou ziskame fesenim diferencidlni rovnice (2.1) s poddtecnimi podminkami
y(xo) = k1, y'(x0) = ka, Tesenim okrajové dlohy (2.1)—(2.2). Md-li okrajovd tloha
(2.1)—(2.2) jedin€ Fesent, md i soustava (2.16) jedin€ feseni a naopak.

Z véty 2.1 plyne, Ze FeSitelnost okrajové ulohy (2.1)—(2.2) a FeSitelnost soustavy
(2.16) jsou tlohy ekvivalentni.

Z hlediska ziskdni metody pro feSeni okrajové tlohy (2.1)—(2.2) lze interpretovat
pravé dokazanou vétu dvojim zpusobem. Pfesunem obou okrajovych podminek do
téhoZ bodu intervalu [a, b] ziskdme pro hledanou funkci po¢éteéni podminky. Hodnotu
hledaného feSeni v libovolném bodé intervalu [a, b] pak vypocteme FeSenim piivodni
diferencialni rovnice. Tento postup jsme také méli az dosud na mysli. Pokud vSak
povaha feSeného problému je takova, zZe nas feseni zajima jen v jednom nebo nékolika
mélo bodech intervalu [a, b], miZze byt vyhodnéjsi (tj. ekonomi¢téjsi) takovy postup, ze
z4danou hodnotu nebo hodnoty vypoéteme piimo ze soustavy (2.16). ReSeni ptivodni
diferencialni rovnice pak odpada. I tuto variantu nazveme metodou presunu.
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Upozornéme jesté, ze pii FeSeni okrajové tlohy (2.1)—(2.2) metodou pfesunu okra-
jovych podminek zalozeném na vété 2.1 se pfedem nemusime starat o jeji fesitelnost.
Soustavu (2.16) 1ze sestavit vzdy, a mé-li feSeni, nalezneme téz feSeni ptivodni okrajové
ulohy. Nema4-li soustava (2.16) feSeni, nem4 ani okrajova tloha (2.1)—(2.2) feSeni. Tato
skuteénost také umozni nalézt elementarné podminky, za kterych je tloha (2.1)—(2.2)
feSitelna pfi libovolnych 1 a ~2. Staci jen nalézt podminky Fesitelnosti jednoduché
algebraické soustavy o dvou nezndmych. Myslenka pfesunu okrajové podminky miize
tedy také podstatné zjednodusit vysetfovani otazek spojenych s existenci feSeni okra-
jovych tloh.

Vratme se jesté na chvili k numerické problematice spojené s metodou presunu
okrajové podminky. Je jisté uzite¢né, ze se ndm povedlo pfevést feseni okrajové tilohy
na Teseni tloh s pocateénimi podminkami, pro néz je k dispozici Siroce propracovany
software. Je vSak ale poctivé upozornit na nékteré dalsi problémy, které zde mohou
vzniknout. Reseni uvazované diferencialni rovnice mtize byt totiZz neobyéejné citlivé
na malé zmény v poéatecnich podminkéch, takze prvky matice soustavy (2.16) mohou
byt uréeny velmi nepfesné. Déale pak mohou byt znacné velké, takze pii jejim feSeni
mize dochazet k odéitani skoro stejné velkych cisel a tim ke znacné ztraté presnosti.
Jednoduché pozorovani mize i v této situaci znacné prospét. Staci si uvédomit dveé
okolnosti: za prvé, ze koeficienty v presunuté okrajové podmince, i kdyz eventualné
zna¢né velké, se nebudou piilis lisit (to je ostatné i divod nastalé potiZze), a za druhé, ze
presunuta okrajova podminka plati stejné, vynasobime-li prislusnou rovnici libovolnou
funkci riznou od nuly. Bude-li tedy mozné rovnici presunuté okrajové podminky délit
koeficientem u nékteré neznamé a nové vzniklé koeficienty pocitat pfimo z novych
diferencidlnich rovnic, situace bude patrné podstatné piiznivéjsi. Podminky, za nichz
je to mozné, se v tomto jednoduchém piipadé snadno zjisti a praxe ukazuje, zZe je tento
postup velmi casto efektivni. Vznikld metoda se nazyva metoda faktorizace, metoda
normalizovaného pfesunu nebo anglickym ndzvem ,invariant imbedding method“ (viz
napf. [2]).

Zavérem tohoto odstavce jesté poznamenejme, Ze pravé popsand metoda norma-
lizovaného presunu tzce souvisi s FeSenim dané okrajové tlohy metodou koneénych
diferenci, kdy se vznikld algebraicka soustava fesi Gaussovou elimina¢ni metodou
(viz [3]).

3. Obecna soustava linearnich diferencialnich rovnic

V tomto odstavci si vS§imneme, jak lze jednoduse formulovat metodu pfesunu okrajo-
vych podminek pro soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic

(3.1) y =Ay+f
se separovanymi linearnimi okrajovymi podminkami
(3.2) Viy(a) = vi, Vaoy(b) = w,

kde A, Vi a V; jsou matice a f je vektor.
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O prvcich matice A (typu m) a o slozkach (m-dimenzionalniho) vektoru f budeme
pritom pfedpoklddat, Ze jsou to funkce spojité v intervalu [a, b], takZe jsme opravnéni
uzivat vétu o existenci a jednoznac¢nosti pro tlohu s poc¢ateénimi podminkami pro tuto
soustavu. Kromeé toho budeme ptredpokladat, ze okrajové podminky jsou nezavislé, coz
znamend, ze hodnosti matic V; a Vo (typt m1 x m a ma X m s my + mg = m) jsou
rovny poctu jejich radku.

Metoda piesunu okrajovych podminek se opira o nésledujici lemma, které je pfimym
zobecnénim lemmatu 2.1.

Lemma 3.1. Necht m-dimenziondlni vektorovd funkce y spliiuje v intervalu [&1,&2] C
C [a,b] diferencidlni rovnici (3.1) a necht v néjakém bodé &y € [&1,&2] plati

(3.3) Voy(§o) = wo,

kde Vo je obdélnikova matice typu mo X m (mo < m) a vy je dany mo-dimenziondln{

vektor. Bud ddle R(x), x € [£1,&2], matice typu mg X m, kterd je definovand v inter-
valu [&1,&2] (maticovou) diferencidlng rovnici

(3.4) R' = —RA(z)
s pocdtecni podminkou
(35) R(&) = Vo.

Bud koneéné r(x) mg-dimenziondlni vektor definovany v intervalu [€1, &) diferencidlng
rovnict

(3.6) r' = R(z)f(z)
s pocdtecni podminkou

(3.7) r(o) = vo.
Pak pro kazdé x € [&1,&2] plati

(3.8) R(z)y() = r(z).

Toto lemma je naprosto paralelni k lemmatu 2.1 a dokaze se stejné snadno. Stejné
snadno se dokaze nasledujici véta o ekvivalenci, kterd je zdkladem techniky pfesunu
okrajovych podminek i v tomto pripadé.
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Véta 3.1. Necht pruky matice A a slozky vektoru f jsou spojité na intervalu [a, b]. Necht

ddle matice R(x), resp. R(x) typu my1 X m, resp. ma X m jsou definovdny diferencidlni
rovnict

(3.9) R' = —RA(z)
s pocdtecni podminkou

(3.10) R (a) = Vi,

resp. diferencidlni rovnici

(3.11) R' = —RA(x)
s pocdtecni podminkou

(3.12) R (b) = V.

Necht konecné r(x), resp. F(x) jsou my-, resp. ma-dimenziondini vektory definované
diferencidlni rovnici

(3.13) r' = R(z)f(z)
s pocdtecni podminkou

(3.14) r(a) = vi,
resp. diferencidlni rovnici

(3.15) P = R(x)f(x)
s pocdtecni podminkou

(3.16) F(b) = wo.

Utvotime-li pak pro libovolné xg € [a,b] soustavu m linedrnich algebraickyjch rovnic

o= [ian)

plati: md-li okrajovd 4loha (3.1), (3.2) fesent y(x), je vektor y(xo) Tesenim soustavy
(3.17), a naopak je-li vektor k Tesenim soustavy (3.17), je vektor y(x), ktery ziskdme
reS§enim soustavy (3.1) s pocddtecni podminkou y(xo) =k, TeSenim okrajové dulohy
(3.1), (3.2). Md-li okrajovd uloha (3.1), (3.2) jediné TeSent, md i soustava (3.17) jediné
reseni a naopak.
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7 pravé uvedené véty plyne nasledujici jednoduché, casto vSak velmi uziteéné tvr-
zeni: Nechf okrajova tloha (3.1), (3.2) méa pfi libovolném f a pfi libovolnych v; a vs
nanejvys jedno feseni a nechf je mi + mo = m. Pak m4 tato tloha pii libovolnych
f, vi a vy pravé jedno feSeni. Skutecné, podle véty 3.1 staci ukazat, ze determinant
soustavy (3.17) je nenulovy. Kdyby v8ak byl tento determinant roven nule, méla by
homogenni soustava piislusna k soustavé (3.17) netrividlni feSeni a okrajova tuloha
(3.1), (3.2) s f=0 a vy = vo = 0 by méla kromé trividlniho FeSeni jesté také netri-
vialni feseni. Podafilo se ndm tedy velmi elementarné dokazat, Ze pro vysetfovanou
okrajovou ulohu plati Fredholmova alternativa.

Na zékladé véty 3.1 se daji formulovat algoritmy pro feseni okrajové tlohy (3.1),
(3.2), které jsou zcela paralelni k algoritméim pro rovnici druhého fddu popsanym
v odstavci 2.

Zavérem jesté poznamenejme, Ze pfima paralela k vété 3.1 plati i pro znacné obec-
néjsi okrajovou tlohu pro soustavu (3.1), kdy se pfipoustéji podminky i ve vnit¥nich
bodech daného intervalu, a to typu predepsanych nebo neznamjch skokt v nékterych
slozkach vektoru reseni.
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