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Pruzné kyvadlo pohledem teorie
dynamickych systému
Pavel Pokorng, Praha

Chaos je zivot,
periodicita je choroba,
rovnovaha je smrt

Abstrakt. Odvodime pohybové rovnice pro pruiné kyvadlo s pruZi-
nou libovolné hmotnosti, prevedeme je na tvar s jedingm parametrem
a najdeme podminku stability svislych kmitu. Tuto podminku uvedeme
v presném tvaru, najdeme priblizny explicitni tvar a urcéime bifurkaci,
kterd je za ztrdtu stability zodpovédnd. Ddle popiseme novd resent, kterd
touto bifurkact vznikaji.

Uvod

Clanky [1] a [2] pojednévaji o jednoduchém, ale velice zajimavém a snadno experi-
mentalné ovéritelném jevu. Zavazi zavéSené na pruziné miize pii vhodnjch pocatecnich
podminkéch konat svislé kmity. Tyto kmity jsou ale pfi urcitych hodnotach parametri
(tuhost pruziny, hmotnost zévazi, amplituda kmiti) nestabilni a sebemensi odchylka
od svislého sméru v kratké dobé naroste do hodnot srovnatelnych s amplitudou svislych
kmitt. Zavazi pak koné soucasné kmity nahoru a doli i kyvy doleva a doprava.

Tento pohyb je vSak pouze prechodny, po urcité dobé pravo—levé kyvy opét ustanou
a kyvadlo se vrati do svislych kmit. Tyto dva typy pohybu se pravidelné stridaji.

Nutno poznamenat, ze tento jev neni jen akademicka hracka, ale tizce souvisi s fadou
teoretickych i praktickych otazek ve spektroskopii, meteorologii a dynamice tekutin
(viz bohaty seznam literatury v [1] a [2]). K tomuto téméf vycerpavajicimu seznamu
literatury (ktery zde neni tfeba opisovat) chceme pouze poznamenat, Ze prace [7] je
dnes dostupnd v anglickém piekladu na webové strance Petra Lynche [4].

V pracich [1] a [2] byl tento jev peclivé popsdn z experimentdlniho hlediska a
podrobné zkouman teoreticky. Byly sestaveny pohybové rovnice ve tvaru soustavy
nelinearnich obycejnych diferencidlnich rovnic. Pro tento typ rovnic ale nelze, az na
vyjimky, napsat analytické feSeni. Z pouhého pohledu na rovnice neni mozné stanovit
vlastnosti feSeni, napf. je-li periodické, kvazi-periodické, chaotické apod. Autofi v [1]
a [2] tedy pouzili metodu Taylorova rozvoje a za dodateénych predpokladti o velikosti
vychylky odvodili a diskutovali pfiblizny tvar feSeni pohybovych rovnic.

RNDr. PAVEL POKORNY, Ph.D., Ustav matematiky, Vysoka $kola chemicko-technologicka
v Praze, Technickd 5, 166 28 Praha 6, e-mail: Pavel.Pokorny@vscht.cz
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Cilem této prace je ukdzat komplementarni p¥istup, zalozeny na teorii nelinedrnich
dynamickych systémi. Abychom mohli studovat zavislost typu chovani na parame-
trech systému, je vhodné nejdfive transformaci soufadnic omezit pocet téchto para-
metri. Ukazeme, jak lze matematicky model pruzného kyvadla prevést na tvar s jedi-
nym parametrem, a to dokonce za obecnéjsich predpokladti. Zatimco je pruzné kyvadlo
v literatute obvykle studovano za predpokladu, ze hmotnost pruziny je zanedbatelna,
my odvodime tvar rovnic pro libovolnou hmotnost pruziny. Hlavnim cilem pfedkladané
prace je objasnit podrobnosti jevu, pfi kterém svislé kmity ztrati stabilitu. Odvodime
presnou podminku pro hranici mezi oblasti stability a oblasti nestability, ukadzeme, jak
lze tuto hranici ¢iselné spocitat s libovolnou presnosti, odvodime ptiblizné explicitni
vyjadfeni této podminky, vysvétlime typ a vlastnosti bifurkace, ke které dochézi, a
rozebereme typy a vlastnosti fesSeni, které touto bifurkaci vznikaji.

Pohybové rovnice

V této kapitole odvodime pohybové rovnice pruzného kyvadla s tézkou pruzinou a
transformaci soufadnic je upravime na tvar s jedinym parametrem. Vyrazem tézka
pruzina nemyslime, Ze by pruzina byla nutné tézsi nez zavazi, jen chceme zduraznit,
7e nezanedbavame jeji hmotnost, ¢imz dostaneme realisti¢téjsi model.

Obr. 1. Pruzné kyvadlo sestava ze zavazi hmotnosti mp zavéseného na pruziné
o hmotnosti mg, jejiz druhy konec je upevnén v pocatku souradnic.

Uvazujme tedy hmotny bod o hmotnosti mp (index B z anglického bob) zavéseny
na homogenni pruziné (homogenni co do vlastnosti i protaZeni; neuvazujeme tedy
podélné viny, které by na hmotné pruziné mohly existovat) o hmotnosti mg (index S
z anglického spring) a délce (bez zatiZeni) ¢y a tuhosti k, viz obr.1. Druhy konec
pruziny je upevnén v pocatku soufadnic. To vSe v homogennim gravitaénim poli
o intenzité (0, —g). Oznacme soufadnice zavazi X a Y (pozdé&ji zavedeme bezrozmérné
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soufadnice z a y). Kineticka energie zavaZi je

1
Eyinp = §mBV27

kde V je rychlost zavazi. Urceme kinetickou energii pruziny. Osu pruziny lze povaZovat
za Usecku s parametrizaci (oX, oY), a € (0,1). Po¢atek odpovida hodnoté a = 0 a
druhy konec pruziny hodnoté o = 1. Pak kineticka energie pruziny je

1
EkinS = /
0

Potencialni energie zavazi je

1
aV)?mgda = —mgV?2.
6

DN | =

EpotB = mBgY
a potencialni energie pruziny je

1

1
Epots = /gozYmS da = imng.
0

Energie pruznosti je
1
Eelas - Ek(g - 60)27

kde £y je délka nezatizené pruziny a £ = v/ X2 + Y2 je skute¢nd délka pruziny. Z celkové
energie (Hamiltonidnu)

E= Ek‘inB + EkinS + EpotB + EpotS + Eelas
(pfi zanedbéni tieni) snadno ur¢ime z podminky % = 0 pohybové rovnice
2
’ITLS) d“X 60
My 2 (0 1) x
(s + 3 ) are <\/X2 e ’

(mB—F%)%:k(\/%—l)Y—(mB—&—T)g.

Zavedeme-li bezrozmérné soutadnice x,y,t vztahy

X Y b T k
Xr = — = — = e
EO, Y f07 mp + _Wgs’

dostaneme pohybové rovnice ve tvaru

1
r=|———-1]=x,
\x? + y?
! 1
= | —F/———= — - Db
/x2_|_y2 Yy
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kde tecka nad symbolem znac¢i derivaci podle ¢asu t. Tento model obsahuje jediny
parametr
(m B+ %)g

klo ’

ktery méa nékolik interpretaci: je to bezrozmérna intenzita vnéjsiho pole; je to relativni

p:

prodlouzeni pruziny

=1y
p= %
efektivni zatézi mp + 5° a také souvisi s velicinou
p 01 Qr\>
—to
o= 2= (L) )
1+p 14 Qs
kde
g(mp + 52)
Op = —
f(mB + TS)

je thlova frekvence svislych kmitt.

Stabilita svislych kmita

V této kapitole pfepiseme model do soustavy obyéejnych diferencialnich rovnic prvniho
fadu, odvodime rovnice ve variacich a pouzijeme je pro urceni stability svislych kmiti.
Zavedeme-li ¢tyfi proménné

(.’171,372,.’153,1‘4) = (l‘7jf‘ay7 y)?

lze piepsat soustavu dvou rovnic druhého fadu (1) do tvaru soustavy &tyf rovnic
prvniho fadu

T1 = T2,
1
T S
Vi + a3 3)
T3 = T4,
1
T4 = (* - 1)x3 - p.

/22 2
T + a3

Tato soustava mé pravé dva rovnovazné stavy: jeden je stabilni (0, 0, —1—p, 0)
2
(je to stied, angl. center) s bezrozmérnou energii e = —p — & a druhy nestabilni

(0, 0, 1—p, 0) (je to sedlo, angl. saddle) s bezrozmérnou energii e = p — % (tento ma
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fyzikalni smysl jen pro p < 1). To davé dalsi interpretaci parametru p: je to polovina
rozdilu mezi bezrozmérnymi energiemi rovnovaznych bodu.
Nasim cilem je vySetfit stabilitu svislych kmitt

(x1,22,23,24) = (0, 0, —1 —p+asint, acost) (4)

systému (3), kde a je amplituda svislych kmita.
Mame-li obecné dynamicky systém

¥ =f(@), TER" (5)

s hladkou pravou stranou f, pak stabilita feSeni # 4 (t) tohoto systému je ddna chovanim
blizkych trajektorii. (Zde & je n-rozmérny stavovy vektor, nikoliv vodorovna soutad-
nice zévazi.) Uvazujme jednu takovou blizkou trajektorii Zg(t) vychazejici z pocatecni
podminky Zg(0) blizké k £.4(0). Potom rozdil §(t) = Zp(t) — Ta(t) se vyviji s Casem
podle
y(t) =ap(t) — Tat) = f(@p(t)) — f(Za(t) =
= f(@at) +4(t)) — f(@a(t) = f(Za(t)) - 5() + OIFD)]]),

kde

r afi
fi- o 8.13]‘

je matice parcidlnich derivaci funkce f. Zanedbame-li ¢leny vyssich fada O(||7(¢)]]),
dostaneme varia¢ni rovnice

§(t) = (@) - §(t). (6)

Chovéani blizké trajektorie Zp(t) zavisi na sméru poéateéni odchylky 7(0). Abychom
dostali Gplnou informaci, musime integrovat n verzi rovnic (6) (spolu s jednou verzi
rovnic (5)) s n linedrné nezavislymi po¢ateénimi odchylkami. Mizeme zapsat n sloup-
covych vektortt do jediné matice M typu n xn a pak lze n verzi varia¢nich rovnic
zapsat jako jedinou maticovou rovnici

M(t) = f'(Z(t)) - M(t) (7)

s pocateéni podminkou M(0) = E, kde E je jednotkova matice typu n x n.
Abychom zjistili stabilitu periodického FeSeni s periodou 7, integrujeme n rovnic (5)
an? rovnic (7) po dobu jedné periody 7. Tim ziskdme matici M (1), kterd uréuje vyvoj
malé odchylky ¥ takto: §(t +7) = M(7) - ¢(t). Odchylky g(k7); k € Z v celo¢iselnych
nasobcich periody 7 tvori posloupnost vektort. Je to jisté zobecnéni geometrické
posloupnosti, kdy prvky nejsou ¢isla, ale vektory, a kvocient neni ¢islo, ale matice.
Prvky geometrické posloupnosti rostou v absolutni hodnoté (pro nenulovy prvni ¢len),
je-1li kvocient v absolutni hodnoté vétsi nez jedna. V nasem ptipadeé roli kvocientu hraji
vlastni éisla matice M (7) a uréuji stabilitu periodického FeSeni takto [3]: mé-li alespoil
jedno vlastni ¢islo absolutni hodnotu vétsi nez 1, je periodické feSeni nestabilni.
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Obr. 2. Maximum absolutnich hodnot vlastnich ¢isel matice M (2x) jako funkee sily vnéjsiho
pole p a amplitudy periodického feseni a. Dvé plosiny predstavuji stabilni oblast a kopec mezi
nimi nestabilni oblast. Vynesli jsme hodnotu L = arctg(max; |\;| — 1), aby byly vysledky
z rozumného intervalu.

V nasSem piipadé je f ddno pravou stranou rovnice (3). Potom matice f’ v perio-
dickém Feseni (4) je

0 1 0 O
| s 00 0
F= 0 0 0 1 (8)
0 0 -1 0
kde
1

f2/1 =

-1
| —1—p+asint|

Ctenaf snadno zjisti, Zze f’ neexistuje v pocatku, protoze potencidl tam neni hladky.
Tomuto bodu se vyhneme, uvazujeme-li podminku na amplitudu a

la| <1+ p. (9)

Ta je ale mnohem obecnéjsi nez podminka |a| < 1, kterd se obvykle uvazuje v litera-
tute.

Nyni mtZeme integrovat (3) a (7) po dobu jedné periody 7 = 2xn, abychom ziskali
Ctyti vlastni ¢isla A\;(p,a), ¢ = 1,...,4, matice M (2n). Ty pFedstavuji ¢ty¥i komplexni
funkce dvou realnych argumenti: sily vnéjsiho pole p a amplitudy periodickych osci-
laci a.

Ve skute¢nosti nemusime integrovat rovnice (3), protoZe zndme feSeni (4), a ne-
musime integrovat 16 rovnic (7), protoZe matice (8) se rozpada na dva bloky 2 x 2.
Dolni pravy blok mé vlastni ¢isla v absolutni hodnoté rovné jedné a ta se rovnaji
dvéma vlastnim c¢islim celé matice. Stac¢i integrovat 4 linearni neautonomni rovnice
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odpovidajici hornimu levému bloku matice (8). AZ na vyjime¢né jednoduché pfipady
musime integrovat numericky.

Obr. 2 ukazuje zavislost L = arctg(max; |A;| —1) na parametru p (sila vnéjsiho pole)
a amplitudé svislych periodickych kmité a. ProtoZe max; |\;| — oo pro a — 1+ p,
pouzili jsme funkci arctg(x — 1) jako nelinedrni zménu méfitka, aby zistaly hodnoty
konecéné. Na tomto obrézku lze vidét dvé plata, kde max; |\;| = 1, a mezi nimi kopec,
kde max;|A\;| > 1. Kopec odpovidé nestabilnimu feSeni, kdy sebemensi pocatecni
odchylka s ¢asem roste, zpoc¢atku pfiblizné exponencialné, protoze jedno z vlastnich
Cisel (ozna¢me je A1) lezi vné jednotkového kruhu v komplexni roving. Ta dvé plata
odpovidaji periodickému feseni, které je orbitdlné stabilni s vlastnimi ¢&isly |A\;| = 1

prot=1,...,4.

Tt

N

RN
AR

\

LRI

LRI
3

\“\‘ \ W\ A\
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THALHALER TR R

TR

RN atD

IR
R
SRR

SRR
S

e

‘
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CLSORE000
X
RS
3
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Obr. 3. Diskriminant D charakteristické rovnice matice M (2n) jako funkce sily
vnéjsiho pole p a amplitudy periodického feseni a. Toto je vhodna testovaci
funkce pro detekci hranice mezi stabilni a nestabilni oblasti. Vynesli jsme
atD = arctg(D), aby byly hodnoty z rozumného intervalu.

Nasim cilem je pfesné urcit hranici mezi plosinami odpovidajicimi stabilnimu fe-
Seni a kopcem odpovidajicim nestabilnimu feSeni. Tato hranice je krivka ve tvaru
pismene V v roviné p-a. Tato kiivka je grafem jisté funkce a = |ac(p)|, kde ac(p) je
funkce, kterou chceme uréit. Pro pevné p je |ac| kritickd hodnota (odtud index C')
takova, Ze pro |a| < |ac| je periodické Feseni stabilni a pro |a| > |ac| je toto FeSeni
nestabilni. VySetfeme tuto funkci ac(p). ProtoZe A; je sudou funkci amplitudy a, lze
volit znaménko funkce ac(p) tak, aby byla zdpornd pro mald p a kladnd pro velka p,
tedy aby byla funkce ac(p) hladka (viz obr. 4 a 6).

Podrobnou numerickou analyzou zjistime, Zze kdyz prekro¢ime tuto hranici z oblasti
stability do oblasti nestability, jedna dvojice vlastnich ¢isel matice M (2rn) (oznaéme je

284 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 53 (2008), ¢. 4



A1,2) se zméni takto: Nejdfive lezi na jednotkové kruznici blizko bodu —1. Pti dosazeni
hranice jsou A2 = —1 a za hranici mdme dvé rtznd redlna vlastni ¢isla, A < —1,
Ao > —1.

Jak lze popsat hranici mezi stabilni a nestabilni oblasti? Pfi pohledu na obr. 2 se
nabizi skutecnost, Ze se derivace max; |);| jako funkce parametru p pii konstantni
amplitudé a skokem zméni (z nuly do nekoneéna). Tato vlastnost je sice pravdiva,
ale neni vhodna pro zkouméni a hledani hranice. Mnohem uziteénéjsi podminku
dostaneme, kdyz si uvédomime, Ze na hranici plati A\; = Ay a Ze kofeny kvadratické
rovnice se rovnaji pravé tehdy, kdyz je diskriminant rovnice nulovy. Takze hranici lze
popsat podminkou

D(p,a) =0, (10)

kde
D = (M + Ma)? — 4

je diskriminant charakteristické rovnice levého horniho bloku M (2rt) (zde jsme vyuZili,
7e determinant je roven 1, protoZe stopa matice f’ je nulova). Rovnice hranice (10)
je klicovou rovnici této prace. V dalsim si ukadzeme, jak lze tuto hranici spocitat
s libovolnou presnosti, jak ji 1ze ptiblizné vyjadfit explicitné a k jaké bifurkaci dochézi
prfi jejim prekroceni.

Diskriminant D(p,a) jako funkce parametru p a amplitudy a je ukdzan na obr.3
(ve skutecnosti je zde vynesena hodnota arctg(D), aby byly vysledky z rozumného
intervalu). Vyjadfeni hranice implicitni rovnici (10) ma dvé vyhody proti naivnimu
popisu zaloZenému na pozorovani obr.2. Jednak je funkce D(p,a) hladki, coz je
vyhodné pro numerické vypocty i pro analytické vySetfovani, a také implicitni rovnice
dovoluji popsat Sirsi t¥idu kfivek nez podminky v zavislosti na jedné proménné pii
konstantni druhé proménné.

Graf funkce ac(p) protind osu p nékde mezi p = 0,2 a p = 0,4, viz obr. 2. Tento bod
lze najit pfesné. Pro a = 0 je

1 p
/
- 1=—_2 _
fi o

T+p o

nezavislé na c¢ase t a variacni rovnice

M=f M
fl:(—oq é)
M(27) = exp <27c (Oq é)) _

_ ( cos(2m,/q) ﬁ sin(%\/@))
—/qsin(2n/q)  cos(2m\/q) )’
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Pak diskriminant charakteristické rovnice je

D = (Myy + Ma)? — 4 = (2cos(2n\/q))? — 4 = —4sin® (211 %)
p
a rovnice hranice
D(p,0) =
ma pro p > 0 jediné feseni
1
res — o 11
p 3 (11)

(res jako resonance) odpovidajici hodnoté

1
Qres = E

S uzitim (2) to tedy znamen4, Ze je-li pomér frekvenci

Qp 1

Qs 2
pak svislé kmity s libovolné malou amplitudou jsou nestabilni. Tento jev se nazyva
resonance 1:2. Naproti tomu pro jiné hodnoty parametru p jsou svislé kmity s dosta-
te¢né malou amplitudou stabilni. Teprve pfi zvySovani amplitudy (pfi pevné hodnoté
parametru p) dojde ke ztraté stability. Ke zméné stability miize také dojit pfi pevné
amplitud€é a, ménime-li parametr p, nebo samoziejmé pfi soucasné zmeéné p i a.

-1

Obr. 4. Funkce udévajici kritickou hodnotu ac(p) takovou, ze svislé kmity s amplitudou a
jsou stabilni pfi |a| < |ac(p)|.
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log(a+1l)

Obr. 5. Funkce ac(p) udavajici kritickou hodnotu amplitudy jako v obr.4 v log-log grafu
(Gerné body) a pfimka proloZend témito body metodou nejmensich étverct. Odchylka bodu
od pfimky neni okem viibec patrna.

Podivejme se nyni, jak 1ze kiivku danou rovnici (10) spoéitat s pozadovanou pfes-
nosti. K tomu lze s vyhodou pouzit numerickou metodu zvanou kontinuace, napf¥. [6].
Je to metoda typu prediktor — korektor, tedy metoda zalozend na kombinaci dvou
krokt. V prvnim kroku, zvaném predikce, pfedpovime (odhadneme) dalsi bod k¥ivky
na zakladé znalosti nékolika bodt kiivky. V druhém kroku, zvaném korekce, upfesnime
tento odhad. Metodu kontinuace lze obecné pouzit pro hledani feseni rovnice

kde F : R® — R™ !, tedy pro feseni n — 1 nelinedrnich algebraickych rovnic pro n
neznamych. Resenim je, za pomérné obecnych podminek na funkci F, k¥ivka v R™.
V naSem pfipadé rovnice (10) je n = 2.
Nejjednodussi prediktor, ktery ze dvou bodu kiivky Z;,ZF;_1 € R" predpovi dalsi
bod Zp, je
Tp =& + (& — Ti—1).

Pro druhou ¢éast — korektor, kterd nam da upfesnény novy bod Z;y1, 1ze s vyhodou
pouzit Newtonovu metodu. Ta je vhodnad pro feSeni n rovnic pro n neznamych.
Potrebujeme tedy pridat jesté jednu rovnici. Tou mize byt pozadavek, aby korekce
Zi+1 — Tp byla kolmé na predikci £p — Z;, tedy

(Ziy1 —Zp) - (Fp — Z;) = 0.
Tento dvojkrok predikce — korekce opakujeme, a tak dostaneme posloupnost bodi,
které dobte aproximuji implicitné zadanou kiivku. Pfi vypoctu je vhodné ménit délku
kroku podle lokalni slozitosti problému. Tu lze odhadnout podle poctu iteraci Newto-

novy metody potfebného pro dosazeni pozadované presnosti. Vyhodou této metody
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je, ze korekci lze provést s libovolnou pozadovanou pfesnosti a Ze chyba z jednoho
kroku se nesiii a neroste do dalsich kroku (jako je tomu napf. pfi numerickém FeSeni
ODR). Diive pfedstavoval kontinuaéni program desitky stranek zdrojového textu,
napt. v jazyku FORTRAN, a léta prace programatora. Dnes lze pouzitim modernich
softwarovych néastroji, jako je napf. pocitacovy algebraicky systém Mathematica,
napsat kontinua¢ni program na jednu stranku.

Vysledek tohoto vypoctu je na obr. 4. Kfivka protind osu p v bodé p = % v souladu
s (11).

Explicitni tvar podminky stability

Funkce ac(p) na obr.4 pfipomina tvarem grafu odmocninu posunutou o 1 dolt.
Abychom nasli spravny exponent, vyneseme log(a+ 1) proti log(p) v obr.5 (plné cerné
body). Zd4 se, ze lezi v p¥imce. Opravdu, kdyZ jimi prolozime pfimku a zakreslime
ji do stejného grafu, neni odchylka viibec okem pozorovatelni. Metoda nejmensich
¢tverct da smérnici pfimky v log-log grafu (a tedy exponent u proménné p) pfiblizné
2 Miizeme tedy aproximovat kritickou hodnotu ac (p) p¥ibliznou (fitovanou) hodnotou
ar(p) ve tvaru

[MN)

ac(p) = ar(p) = (cp)® — 1,

kde konstantu c lze urcit z podminky, ze krivka musi protinat osu p pfesné v bodé
p = % To d4 ¢ = 3 a my muzeme formulovat tento zavér: Svislé kmity pruzného
kyvadla s relativni amplitudou «a jsou stabilni pro

la| <lac(p)l,
kde
. 2

ac(p) = (3p)® —1 (12)

S parametrem
(mp + %)g
P=—7:
klo

Chyba této aproximace je mensi nez 0,005 pro 0 < p < 0,6. Tato aproximace plati jen
pro malé p.

Vyhodou vztahu (12) je to, Ze jej lze uZit nejen pro uréeni kritické hodnoty ampli-
tudy a ze znalosti hodnoty parametru p, ale i obracené: ze znalosti hodnoty amplitudy
a lze uréit interval (p1, p2) hodnot parametru p, ve kterém jsou svislé kmity nestabilni.
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Obr. 6. Stabilni oblast (svétle Seda) a nestabilni oblast (tmavé Sedd) pro svislé kmity s am-
plitudou a a vné&jsim polem p prop >0 a |a| <1+ p.

Obr. 6 ukazuje v roviné p-a oblast stability a oblast nestability.

Ted, kdyZ umime urcit, kdy jsou svislé kmity stabilni a kdy nestabilni, se miZzeme
podrobné zabyvat otazkou, jakym zpiisobem se stabilita ztrati a jaka nova feseni se
pfi tom objevi.

Co nastava pri ztraté stability
Tlustrujme si nejprve pouziti podminky (12) na jednoduchém piikladé. Zvolme si napt.

amplitudu ¢ = 0,1 a hledejme nejmensi hodnotu parametru p, pfi které svislé kmity
s touto amplitudou ztrati stabilitu. Dva kladné kofeny rovnice

W

daji odhady pro dvé kritické hodnoty
p1 = 0,2846, p2 = 0,3846.

Tedy svislé kmity s amplitudou a = 0,1 jsou stabilni pro p < p; = 0,2846 a potom pro
p > po = 0,3846. Co se stane, kdyz p prekroci kritickou hodnotu p;?

Podivejme se na pribéh z(t) pro p tésné pod a tésné nad touto kritickou hodnotou.
Obr. 7 vlevo ukazuje ¢asovy pribéh x pro hodnotu parametru p = 0,2845 a pocatecni
podminku z(0) = 0,0001, £(0) =0, y(0) = =1 — p — a = —1,3845, §(0) = 0. Pohyb je
quazi-periodicky a x(¢) neni v absolutni hodnoté nikdy vétsi nez pocateéni hodnota
z(0).
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Mala zména parametru p zptisobi jiny typ chovani. Na obr.7 vpravo jsou vyneseny
stejné veli¢iny pro p = 0,2847 a pocateéni podminku x(0) = 0,0001, £(0) = 0, y(0) =
=—-1—-—p—a=—-1,3847, y(0) = 0. Zde x(¢) roste zpoc¢atku pfiblizné exponencidlné
s Casem a dosahuje amplitudy, ktera je vice nez o dva fady vétsi nez pocatec¢ni hodnota.

p=0.2845 p=0.2847
0.00010 — 0.02
X
X

000005 5 001 1
0.00000 0.00 1
000005 T i ¥ : -0.01
2000010+ : : = : 002 | | | |

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

t t

Obr. 7. Zavislost bo¢ni vychylky z na ¢ase t pro poc¢ateéni podminky x(0) = 0,0001 a ©:(0) = 0.
Vlevo: pro podkritickou hodnotu parametru p jsou svislé kmity stabilni a bo¢ni vychylka
nepiekroéi 2(0). Vpravo: pro nadkritickou hodnotu parametru p jsou svislé kmity nestabilni
a sebemensi odchylka roste zpocatku pfiblizné exponencidlng. Priibéh z(t) je vzorkovan

s krokem At = 1 a body nejsou spojené, aby nevznikl ¢erny tutvar.

Kvalitativni zména fazového portrétu je dobfe vidét na Poincarého fezu. Uvazujme
ve fazovém prostoru z-z-y-y nadrovinu y = —1 — p obsahujici dolni rovnovazny bod
a sledujme priiseciky trajektorie s touto nadrovinou, pii kterych zavazi stoupd, tedy
body, kde y = —1 — p a § > 0. Souboru téchto bodi se fikd Poincarého fez. Je to
uziteény néstroj, protoze snizi dimenzi o jednicku. Priméty téchto bodd do roviny
2-& jsou vyneseny na néasledujicich dvou obrazcich. Na obr. 8 vlevo je vidét primét
Poincarého fezu do roviny z-& pro a = 0,1 a p = 0,283. Tyto parametry odpovidaji
stabilnim svislym kmitim, které ve ¢tyfrozmérném fazovém prostoru predstavuji uzav-
Fenou k¥ivku (elipsu), v Poincarého fezu predstavuji jediny bod — v nasem primétu
je to bod (0, 0). Kolem tohoto bodu existuje jednoparametrické tfida invariantnich
uzavienych kfivek husté pokrytych pruseciky trajektorie s nadrovinou. Pét z nich je
zobrazeno na obr.8 vlevo pro pét riiznych pocatecnich podminek. Kazda z téchto
kfivek odpovida invariantnimu toru ve ¢tyfrozmérném fazovém prostoru. Trajektorie
na takovém toru jej v typickém piipadé husté pokryje. Ve zvlastnim ptipadé, kdyz
je rotacni Cislo racionalni, je feSeni periodické, trajektorie je uzaviend kiivka a dany
torus nepokryje; v Poincarého fezu pak dostaneme konec¢ny pocet bodi.

Kdyz zvysime parametr p nad kritickou hodnotu p; = 0,2846, svislé kmity ztrati
stabilitu bifurkaci zdvojeni periody, tim vznikne nové periodické feseni s dvojnasobnou

290 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 53 (2008), ¢. 4



periodou. Toto nové periodické feseni protne nadrovinu y = —1 — p ve ¢tyrech bodech:
ve dvou z nich je § > 0 a v ostatnich dvou je y < 0. To je ukdzano na obr. 8 vpravo,
kde vidime Poincarého fez pro super-kritickou hodnotu parametru p = 0,286 a pro pét
riznych podateénich podminek (x(0),#(0)), totiz: (0,009;0), (0,005;0), (0,00001;0),
(0,0146; —0,00804), (0,0208; —0,0112). Tento obrazek je dulezity a zaslouzi si podrob-

néjsi rozbor.

=0.283 =0.286
0.050 P 0.03 P
X X’
002 1
0025 1
001 1
0.000 + 000 1
001 T
0025
002 T
-0.050 : : : -0.03 : : :
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 -0.050 -0.025 0.000 0.025 0.050
X X
Obr. 8. Poincarého fez trajektorie nadrovinou y = —1 —p. Vlevo: stabilni rezim. Svislé kmity

daji jediny bod (z, &) = (0, 0). Kolem tohoto periodického Feseni (uzaviena kiivka ve fazovém
prostoru) existuje jednoparametrickd tfida kvaziperiodickych FeSeni (invariantnich tord ve
fazovém prostoru). Ty odpovidaji v Poincarého fezu jednoparametrické t¥idé invariantnich
uzavienych k¥ivek. P&t z nich je zobrazeno. Vpravo: nestabilni rezim pro nadkritickou hodnotu
parametru p = 0,286. Pocatek ztratil stabilitu bifurkaci zdvojeni periody a vznikla osmicka

— homoklinicka orbita.

Z pocatku (0, 0) vychazi kiivka ve tvaru osmicky. Ta odpovidd homoklinické orbité.
Tato osmicka mé dvé smycky. Uvnitt kazdé smycky se nachézi bod reprezentujici nové
periodické Feseni. Tento bod je obklopen jednoparametrickou tfidou uzavienych k¥ivek
odpovidajicich invariantnim tortm, které vznikly pii bifurkaci. Vné této osmicky
je jednoparametricka tfida uzavienych kiivek, které odpovidaji invariantnim tortim,
které prezily bifurkaci. Spocteme-li vlastni ¢isla \; a odpovidajici vlastni vektory
v; matice M, dostaneme A; = —1,04651, Ay = —0,955555 (zbyvajici dvé vlastni
¢isla jsou rovna jedné) a jim odpovidajici vlastni vektory v; = (1;—0,664373;0;0),
vy = (1; —0,425928; 0; 0). Tyto dva vlastni vektory (jejich priuméty do roviny z-z) jsou
tené k osmicce v po¢atku na obr. 8 vpravo. Vlastni vektor v; (s vlastnim é&islem vné
jednotkového kruhu) urcuje nestabilni smér (je teény k nestabilni varieté) a podobné
ten druhy urcuje stabilni smér.
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Jak tedy vypada typické chovani pruzného kyvadla v nestabilni oblasti? Predpokla-
dejme, ze zavazi mirné vychylime z dolni rovnovéazné polohy smérem dol{ nebo nahoru.
Peclivé se snazime, aby vychylka do strany byla co nejmensi. Pfesto nebude piesné
nulovéa. Kyvadlo nejprve kona svislé kmity. Trajektorie protina nadrovinu y = —1 —p
v bodech blizkych pocatku. Tyto body se ale od pocatku vzdaluji (zpocatku pii-
blizné exponencialné, ddno vlastnim ¢&islem A1) ve sméru daném vektorem v;. Toto
vzdalovani probiha tak, Ze se znaménka z (a také &) st¥idaji, tedy Ze body po sobé
v case néasledujici na Poincarého fezu lezi v opaénych smérech od pocatku. Na obr. 8
vpravo dostaneme posloupnost bodti, které lezi blizko osmicky. Jak se body vzdaluji
od pocatku, energie svislych kmitil se ¢astecéné preléva v energii pravo—levych kyvi.
Po konec¢né dobé vzdalenost téchto bodti od pocatku nabude maxima a déle se body
zacnou k pocatku opét priblizovat, stale v tésné blizkosti osmicky. Pravo—levé kyvy
ustavaji a energie se opét preléva zpét do svislych kmiti. Tak se body dostanou az do
tésné blizkosti k poc¢atku, k nému se blizi ve sméru daném vektorem v, a opét priblizné
exponencialné (ddno vlastnim éislem Ag). V okoli po¢atku mohou setrvat i pomérné
dlouho, po konecné dobé se vsSak opét zacnou vzdalovat a déj se kvaziperiodicky
opakuje.

Jestlize jsme pii vybéru pocatecni podminky méné peclivi, tedy pokud pocatecni
bod lezi déle od pocatku a dale od osmicky, tak se body na Poincarého fezu nedostéavaji
tak blizko pocatku a zévazi konda stale pohyb jak ve svislém, tak i v boénim sméru,
v typickém priipadé jde o kvaziperiodicky pohyb po toru. Zvlastnim pripadem je
stabilni periodické TeSeni, které odpovida v Poincarého fezu bodu, ktery lezi uvnitt
vSech téch malinkych uzavienych kiivek ve smycce osmicky.

Pro Gplnost se musime zminit jesté o jednom, experimentalné neuskutecnitelném, ale
z teoretického hlediska velice zajimavém feSeni. Pokud pocatecni podminky odpovidaji
bodu, ktery lezi pfesné na osmicce, pak i vSechny ostatni body této orbity lezi na
osmicce. Po pfipadném maximu vzdélenosti od pocatku se dale body monoténné
blizi k poc¢atku ve sméru daném vektorem vs. Osmicka sama je invariantni mnoZina
v Poincarého fezu. A tak jako invariantni kruznice v Poincarého fezu odpovidé invari-
antnimu toru ve ¢tyfrozmérném fazovém prostoru, tak invariantni osmicka odpovida
tzv. pfiskFipnutému invariantnimu toru (anglicky pinched torus), viz monodromie. Jak
jsme jiz predeslali, toto chovani je experimentalné neuskutecnitelné, protoze sebemensi
odchylka od osmicky zpiisobi, ze se k po¢atku budeme blizit jen konec¢nou dobu, a pak
se opét zacneme vzdalovat. Poc¢atek je tedy z dynamického hlediska sedlo.

7 experimentalniho pohledu je jesté zajimavé, ze pokud uvazujeme posloupnost
pocatecnich podminek stéale se blizicich k pocatku, tak doba mezi dvéma maximy
vzdéalenosti od pocatku roste do nekonecna. A také pomér maximalni a minimalni
boc¢ni vychylky roste do nekonecna, i kdyz maximalni vychylka je omezend, ale mini-
malni odchylka se blizi k nule.

Rovnéz povazuji za dilezité zdiraznit, Ze maximum vzdalenosti od pocatku (a
s tim souvisejici maximélni boéni vychylka) je spojitou, i kdyz ne hladkou funkeci
parametru p. Podrobnéjsi rozbor této otdzky bude predmétem dalsi publikace.
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Prostorovy piipad

Dosud jsme uvazovali pohyb zavazi pouze v jedné pevné svislé roviné. Podivejme
se nyni stru¢né, co se zméni, pokud dovolime pohyb v tfirozmérném prostoru. Je-li
potencial invariantni vic¢i otoceni okolo osy z, coz je na$ pripad, pak se z-slozka
L., momentu hybnosti v ¢ase zachova konstantni a je ddna pocateéni podminkou.
Pokud bude L, = 0, pohybuje se zavazi ve svislé roviné. Pokud bude L, nenulové,
dostaneme obdobu druhého Keplerova zakona: plosna rychlost primétu privodice
zavazi do vodorovné roviny bude konstantni.

Matice M (FfeSeni varia¢nich rovnic) nebude 4 x 4, ale 6 x 6. Opét se rozpadne na
bloky 2 x 2 tak, Ze pravy dolni blok ztistane zachovan a puvodni horni levy blok se
vyskytne dvakrat. Ke ztraté stability dochazi, kdyz vlastni ¢isla levého horniho bloku
opusti jednotkovy kruh. ProtoZe novy blok 2x2 je roven puvodnimu hornimu levému
bloku, jeho vlastni ¢isla opusti jednotkovy kruh pro presné stejné hodnoty parametru.

Mutzeme tedy konstatovat, ze podminka stability se rozsifenim na tfirozmérny
prostor nezméni. To ale neznamena, ze by novy systém nemél nové typy chovani. Jako
nejjednodussi ukazku nového feseni lze uvést pohyb zavazi po vodorovné kruznici se
stalou tthlovou rychlosti.

Model neni skuteénost

Je nutné pripomenout, ze pruzné kyvadlo je zde zkoumano tak, ze jsme je za jistych
zjednodusujicich predpokladt popsali soustavou obycejnych diferencialnich rovnic,
tedy jistym modelem, a déle jsme peclivé vysetfovali tento model. Nelze vsak zto-
toznovat model se skutecnosti. Mezi ony zjednodusujici predpoklady patii zejména
zanedbani ztrat energie tienim a pouziti kvadratické funkce pro vyjadfeni energie
pruznosti.

Pfi uvazovani ztrat energie dostaneme systém, ktery se pro skoro vSechny pocatecni
podminky blizi k jedinému stabilnimu rovnovaznému stavu. Pro dosazeni neutuchaji-
cich feseni by bylo nutné dodavat systému energii.

Energii pruznosti lze popsat kvadratickou funkci pouze pfiblizné a pouze v jistém
rozsahu vychylek. V piipadé pruzného kyvadla s kovovou pruzinou dochézi k rychlému
narustu energie, a tedy 1i sily, jak pfi rostouci vychylce od pocatku, kdy se pruzina
natdhne témér do rovného dratu, tak pri rostouci vychylce smérem k pocatku, kdy se
pruzina smrsti do pevného valce, kdyz se jeji zavity dotknou. V pripadé pruzného
kyvadla realizovaného mikroskopickym systémem, by bylo mozné uvazovat napi.
Lennard-Jonestv potencial, kdy sila také rychle roste v blizkosti pocatku, ale naopak
klesa k nule pro velké vzdalenosti. Dalsi zajimavou moznosti by bylo uvazovat kvantovy
systém s potencidlem pruzného kyvadla. Témito otdzkami se budeme podrobnéji
zabyvat v navazujicich publikacich.
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Zavér

Pruzné kyvadlo je fyzikalni systém bohaté diskutovany v odborné literature, dovoluje
nenakladné experimentéalni zkouméni a jeho chovani zahrnuje Sirokou skalu dynamic-
kych rezimu.

Systém lze popsat soustavou nelinearnich obycejnych diferencidlnich rovnic. Vzhle-
dem k jejich nelinearité nedovoluji napsat feseni v analytickém tvaru.

V literatufe se tento systém obvykle zkoumé za podminky malych amplitud a pro
parametry blizké k rezonanci 1:2. Cilem této prace bylo ukazat obecnéjsi pristup
z pohledu teorie nelinedrnich dynamickych model. Kombinaci analytickych a nu-
merickych metod se podatilo odvodit pfesnou podminku stability svislych kmitd pro
malé i velké amplitudy a pro Siroky rozsah hodnot parametru. Déle jsme ukazali, jak
1ze nalézt hranici mezi stabilni a nestabilni oblasti s libovolnou presnosti a jak 1ze tuto
podminku stability vyjadrit pfibliznym explicitnim vztahem vhodnym pro praktické
pouziti v experimentalni praxi. Ilustrovali jsme chovani pruzného kyvadla tésné pred
a tésné za zménou stability. K této ztraté stability dochéazi bifurkaci zdvojeni periody,
kdy jedna dvojice vlastnich ¢isel opusti jednotkovou kruznici v bodé —1.

Tato préace je podporovana projektem MSM 6046137306 a vznikla diky pristupu
k vypocetnim zdrojim METACentrum v ramci MSM 6383917201.
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